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Einleitung

Diese Vorlesung beschéftigt sich mit der Differential- und Integralrechnung fiir mehrdimensio-
nale Funktionen, das heifit, ganz allgemein mit Funktionen

f: XY,

wobei X und Y endlichdimensionale Vektorrdume sind. Diese Funktionen bilden also Vektoren
auf Vektoren ab. Ein Beispiel ist durch

f:R" = R™

gegeben. Obwohl der Fall X = Y = R ein Spezialfall ist, handelt es sich hierbei in keiner
Weise um eine Wiederholung von Analysis I. Vielmehr werden in den folgenden Kapiteln
Verallgemeinerungen von bisher behandelten Konzepten betrachtet. Beispiele hierfiir sind

Ableitung Fiir eine Funktion f : R — R ist die Ableitung als

o) i TR~ @)

h—0 h

definiert.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Sei f : R — R stetig differenzierbar. Dann
gilt

b
| #@dx=50) - f(a).
a
Kettenregel Fiir differenzierbare Funktionen f,g: R — R gilt

(fog) (x) = f'(g9(x)) ¢ (x).



Kapitel 1

Konvergenz und Stetigkeit im
Mehrdimensionalen

1.1 Strukturen auf Vektorraumen

Um einen Konvergenzbegriff sinnvoll definieren zu kénnen, benétigen wir das Verstdndnis,
wie genau der Abstand zweier Vektoren z,y € X in einem beliebigen (endlich-dimensionalen)
Vektorraum gemessen werden kann. Hierfiir fithren wir den Begriff der Norm ein.

Definition 1.1 (Norm): Sei X ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.! Eine Abbil-
dung ||| : X — [0, 00) heifit Norm in X, falls folgende drei Eigenschaften gelten:

1. (Positive Definitheit) Fiir alle x € X gilt: Aus ||z| = 0 folgt = = 0.
2. (Homogenitat) Fir alle z € X und alle A € R gilt:

[Az]] = Al

3. (Dreiecksungleichung) Fir alle z,y € X gilt
Iz +yll < llzll + llyll-
Das Tupel (X, ||-||) heifit normierter Vektorraum.
Bemerkung 1.2: In einem normierten Vektorraum (X, ||-||) gelten:
a) (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y € X gilt

izl = [lylll < [l =yl

b) (Vierecksungleichung) Fiir alle v, w,z,y € X gilt

v = wl = llz = ylll < llv— 2] + [lw -yl

'Ein Vektorraum heiit reeller Vektorraum, wenn es ein Vektorraum iiber dem Koérper der reellen Zahlen R ist.
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Beweis. Zunéchst gilt
]l = lz =y + yll < [l =yl + llyll,

da die Norm homogen ist und die Dreiecksungleichung erfiillt. Analog gilt
Iyl < lly — =l + [|=]].

Aus beiden Abschétzungen folgt die umgekehrte Dreiecksungleichung.

Der Beweis der Vierecksungleichung ldsst sich ebenso leicht zeigen und bleibt den Studierenden
zur Ubung. O

Beispiele Folgend angegeben sind wichtige Beispiele fiir Normen im Vektorraum R”. Sei
hierfiir x = (x1,...,7,)T € R ein beliebiger Spaltenvektor.

p-Normen Es sei eine natiirliche Zahl p € N\ {0} gegeben Dann ist die dazugehorige p-Norm
definiert als

lelly = (Z|x> " (L.1)
=1

Die 2-Norm, also die p-Norm fiir p = 2, wird auch Fuklidische Norm genannt. Sie ist
von besonderer Bedeutung, da sie eng mit dem iiblichen Skalarprodukt in R™ zusammen-
héngt.

Maximumsnorm Die Maximumsnorm |||« ist definiert als

oo 1= max i (1.2)

Es lassen sich auch Normen in anderen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, beispielsweise
dem Raum der Matrizen M (m,n) definieren. Der Raum ist gegeben durch

ail - Qip
M(m,n):=¢ A= ; : , wobei a;; €R, firallei=1,...m,5=1,...,n

am1 " OGmn
Uber diesen Raum lisst sich beispielsweise die Frobenius-Norm durch
1
m n 2
1Al = D> layl® (1.3)
i=1j=1
definieren.

Die Frobenius-Norm ist als Matrixnorm wvertrdglich mit der Euklidischen Vektornorm. Das
bedeutet, fir alle Matrizen A € M (m,n) und alle Vektoren z € R™ gilt

[Az]l2 < [[Allrl]l2.
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AuBlerdem ist die Frobeniusnorm submultiplikativ, das heifit, fiir alle Matrizen A € M (I, m)
und B € M(m,n) gilt
[AB|[r < [|AllF|IB] F-

Insbesondere gilt fiir alle reguldren Matrizen A € M (m,n), also Matrizen mit det A # 0, die

Abschéitzung
1

1A F >
1Al 7

Definition 1.3 (Normé&quivalenz): In einem normierten Vektorraum heiflen zwei Normen
||| und ||| x dquivalent, falls es positive Konstanten m, M > 0 gibt, sodass fiir alle z € X

mllz| < flz[x < Mlz| (1.4)
gilt.

Satz 1.4: In einem endlich-dimensionalen normierten Vektorraum sind stets alle Normen
dquivalent.

Beweis. Der Beweis kann in Standardlehrbiichern der Analysis nachgelesen werden. Siehe dazu
auch das Literaturverzeichnis am Ende des Skripts. O

Definition 1.5 (Skalarprodukt): Sei X ein (reeller) Vektorraum. Ein Skalarprodukt iiber
X ist eine Abbildung (-,-) : X x X — R, die folgende Eigenschaften erfiillt:

1. (Positive Definitheit) Fiir alle z € X gilt (z,z) > 0. AuBlerdem gilt die Aquivalenz
(x,2) =0 <= x=0.
2. (Symmetrie) Fiir alle z,y € X gilt
{z,y) = (y, ).
3. (Linearitat) Fur alle Vektoren z,y,z € X und alle Skalare A\, u € R gilt

Az +py,2) = Mz, 2) + ply, 2).

Man bemerke, dass die Linearitéit in der zweiten Komponenten nicht gefordert werden muss,
da sie automatisch aus der Symmetrie folgt.

Ein Tupel (X, (-,-)) heifit Skalarproduktraum (auch: Prahilbertraum).

Bemerkung 1.6: In einem Skalarproduktraum (X, (-,-)) gelten:
a) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir alle z,y € X gilt

(2, y)” < (x,2) - (y,y). (1.5)

Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren x und y linear abhéngig sind.
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b) (Binomische Formel) Fiir alle z,y € X gilt
@ty z+y)=(z,2)+2x,y)+(y,y) (1.6)

Beweis. Der Beweis kann in Standardlehrbiichern der Analysis nachgelesen werden. Siehe dazu
auch das Literaturverzeichnis am Ende des Skripts. 0

Proposition 1.7: Sei (X, (-,-)) Skalarprodukt in X. Dann wird durch

]| := /()

eine Norm in X induziert. Insbesondere ist jeder Skalarproduktraum ein normierter Vektor-
raum.

Fiir diese Norm lésst sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (1.5) auch in folgender Form
schreiben:

() < =]l - llyll- (1.7)

Ebenso ist dann die binomische Formel (1.6) dquivalent zu
e+ ylI* = ll2]* + 2(z, y) + Iyl (1.8)

Beweis. Man weise die Normeigenschaften der angegebenen Abbildung als Ubung nach. O

Beispiele Sei X = P3(R) der Raum der quadratischen Polynome iiber R, also
Pa(R) := {p(w) = ap + a1z + asx?, wobei ag, a1, as € R} )
Dann wird durch .
(p,q) = /_lp(:ﬂ)q(ﬂf) dx
ein Skalarprodukt auf X definiert.

Sei nun X = R" und z,y € R". Dann ist die Euklidische Norm |-z die Norm, die vom
Euklidischen Skalarprodukt

n
(T, y) = zyi=a"y (1.9)
i=1
induziert wird. Dieses ist das kanonische (Standard-)Skalarprodukt in R".

Bemerkung 1.8: Da in R" alle Normen dquivalent sind, ist es im Folgenden fiir die Definition
der Konvergenz unerheblich, welche Norm wir verwenden. Wir schreiben deshalb einfach nur
||-||. Bemerke jedoch: Die Wahl der Norm ist nur bei der Frage, ob etwas konvergiert irrelevant,
jedoch nicht bei der Frage, wie schnell etwas konvergiert.
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1.2 Konvergenz von Folgen und Reihen

Definition 1.9 (Konvergenz von Folgen und Reihen): Sei (X, ||-||) ein beliebiger endlich-
dimensionaler reeller normierter Vektorraum.

1. Eine Folge (z;)jen C X heifit konvergent, falls ein ¢ € X existiert, sodass
Ve >03jo € NVj >jo: |o; —z|| <e. (1.10)

Der Vektor € X heifit Grenzwert der Folge. Man sagt: Die Folge () en konvergiert
gegen x und schreibt

r = lim z; oder xj — x fiir j — oo.
Jj—00

2. Sei (2j)jen C X eine Folge. Dann bezeichnet man als Reihe die Folge ihrer Partialsum-
men. Fir die Reihe (s, )nen gilt also

n
81 = 71, So = X1 + X2, Snzzxj.
i=1
Die Reihe (s,,)nen heifit konvergent, falls ein s existiert, sodass

n
s= lim s, = lim E Zj.
n—00 n—00 4 1

J:

[ee]
Anstelle s schreiben wir dann auch Z xj.
j=1

Bemerkung 1.10: Jede konvergente Folge (z;);jen ist beschrankt. Es gibt also ein M > 0,
sodass fiir alle j € N
Jayl < A (1.11)

Andernfalls liele sich fiir jedes n € N ein Folgenglied z;, finden, sodass |z;,|| > n. Das
widerspricht der Definition von Konvergenz.

Definition 1.11 (Konvergenz von Vektoren): Sei X ein n-dimensionaler reeller Vektor-
raum. Wir bezeichnen die Basis von X mit {by,...,b,}. Dann ldsst sich jedes Element in X in
der Basisdarstellung schreiben. Insbesondere gilt fiir jedes Element z; € X einer Folge (z;)jen,
dass Koordinaten z;, € R fiir k = 1,...,n existieren, sodass

n
ZEDIEIUS
k=1
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1. Eine Folge von Vektoren (z;);jen C X konvergiert genau dann gegen einen Vektor

n
Y= bk, Ur €R,
k=1

wenn fiir jedes k = 1,...,n die Folge der Koordinaten (x;,);jcn gegen y, konvergiert. Es
gilt also

n n n
Jim > abe =3 Hm b =3 yibs = v
Die Konvergenz der Vektoren ist somit dquivalent zu koordinatenweiser Konvergenz.

2. Die Vektorreihe (s,) mit
n
Sp = Z Zj
j=1

konvergiert genau dann gegen y € X, falls fiir jedes k = 1,...,n die Reihe
n
Z Lik
j=1
gegen die k-te Koordinate y; von y konvergiert. Es gilt also

IEIEDY ( ﬂfjkbk> =2 (Z%‘k) b= yibi = y.
= 1 k=1

k= k=1 \j=1

Beispiele Die Folge der Vektoren ((v/7, 3, %)T)jeN mit 7 € N konvergiert. Es gilt namlich

lim /j
J]—00

Vi . 1
lim | 3 | = lm3 |=[3
j—00 1 J—00 0
J lim 4
Jj—oo
Die Folge der Partialsummen der Folge ((%, j%)T)j cn konvergiert. Es gilt ndmlich
o [1 1
7! o e
i=0 \ 7 G
Die Folge der Partialsummen der Folge ((2%, %)T)j N konvergiert nicht; sie divergiert. Zwar

konvergiert die Folge der ersten Komponenten (Stichwort: geometrische Reihe), aber die Folge
der zweiten Komponenten diviergiert. In der Tat strebt die Reihe

flir n — oo gegen unendlich. Somit divergiert die Reihe der Vektoren.

10
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Lemma 1.12 (Eigenschaften des Grenzwerts): Sei X ein normierter reeller Vektorraum
und (z;)jen, (yj)jen C X zwei konvergente Folgen von Vektoren aus X. Auflerdem seien zwei
konvergente Folgen reeller Zahlen (\;)jen und (p15)jen gegeben. Dann konvergiert die Folge

(\j@j + 1Y) sen
ebenfalls, und es gilt
hm ()\ z; + py5) = lIm Aj lim 2; + lim p; lim y;.

Jj—o0 j—>oo Jj—o0 j—00

Diese Eigenschaft heifit Linearitit des Grenzwerts.

Ist X ein Skalarproduktraum, gilt fiir eine konvergente Folge (z;)jen C X undy € X auflerdem

J]—00 J—00
Seien (Aj)jen, (Bj)jen C M(m,n) zwei konvergente Folgen von Matrizen und (x;)jen C R"
eine konvergente Folge von Vektoren. Dann gilt sowohl
lim (Ajz;) = lim A; li
o Aiti) = Jig As e
als auch

lim (A;B;) = lim A; lim Bj.

Beweis. Wir beweisen hier beispielhaft die vorletzte Aussage. Sei also (A4;)jen C M(m,n)
eine konvergente Folge von Matrizen mit Grenzwert A € M(m,n), und (z;);en C R" eine
konvergente Folge von Vektoren mit Grenzwert x € R™. Dann existieren nach Definition der
Konvergenz reelle Zahlen 1 > 0 und €2 > 0 und Indizes j1, j2 € N, sodass

||Aj — A”* <er fir allej > jl
und
o — 2| <e2 fir alle j > jo,
wobei |||« eine beliebige mit der Vektornorm ||-|| vertrégliche Matrixnorm ist. Insbesondere
gelten beide Aussagen fir alle j > max{ji,j2}, sodass ||A; — A, < e und ||z; — 2| < e fiir

€ := min{ey, e2}. AuBerdem gibt es nach Bemerkung 1.10 eine Schranke M, sodass || A, < M.
Es folgt, dass

|Aje; — Azl = | Aja; — Aje + Aje — Ag

< [[Aj(x —z;)|| + [|(A; — A)z| (CSU)
< || A4jll«llz — z;]| + [|A; — All«]|z|| (Vertriglichkeit)
< Me+e|z|| = (M + [|z||)e. (Bem. 1.10)

Da €1 und g3 beliebig gewéhlt waren, somit also auch € > 0 beliebig ist, und daher insbesondere
beliebig klein gewahlt werden kann, gibt es fiir alle € := (M + ||z||)e > 0 ein jo € N, sodass fiir
alle j > jo

[Ajzj — Ax|| < &:= (M + |[z]))e
gilt. Die Folge (Ajz;)jen von Vektoren konvergiert also gegen Azx. Insbesondere existiert der
Grenzwert. O

11
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Definition 1.13 (Cauchy-Folge): Eine Folge (z;) C X von Vektoren eines normierten
Vektorraums X heifit Cauchy-Folge, wenn fiir

V5>O:EIJOENW<:,Z2]'0:ka—xlﬂgs (1.12)

gilt.

Satz 1.14 (Cauchy-Kriterium): 1. Eine konvergente Folge ist stets eine Cauchy-Folge.
Es gilt also: Erfiillt eine Folge das Cauchy-Kriterium (1.12) nicht, so kann sie nicht
konvergieren.

2. Eine konvergente Vektorreihe erfiillt das Cauchy-Kriterium. Es gilt also:

k

>

j=i+1

Ve > 03jo € NVE,1 > jo : <e.

Insbesondere muss die Folge, tiber die die Partialsummen gebildet werden, stets einen Nullfolge
sein, damit iiberhaupt die Chance besteht, dass die Reihe konvergiert.

Bemerkung: Die Umkehrung, dass eine Cauchy-Folge eine konvergente Folge ist, gilt im All-
gemeinen nicht! Diese Aquivalenz gilt nur in sogenannten wvollstindigen Riumen.

Beispiel: Die Neumann-Reihe Die Neumann-Reihe ist ein wichtiges und sehr allgemein giil-
tiges Beispiel, mit deren Hilfe die Existenz der Inversen einer Matrix (oder allgemeiner: eines
linearen Operators) bewiesen werden kann.

Sei der Vektorraum M (m, m) der quadratischen Matrizen mit einer submultiplikativen Matrix-
norm ||-||. (bespielsweise der Frobeniusnorm) versehen. Sei A € M (m,m) und gelte ||A]|« < 1.
Dann ist die Neumann-Reihe zu A gegeben durch

(57

Es gilt folgender Satz.

Satz 1.15 (Neumann-Reihe): Unter genannten Voraussetzungen konvergiert die Neumann-
Reihe. Ihr Grenzwert erfiillt die Identitét

(I-A4)~"= i AF,
k=0

Hierbei bezeichnet I € M (m,m) die Einheitsmatrix. Bemerke, dass die obige Gleichheit eine
Verallgemeinerung der Aussage fiir geometrische Reihen ist: Ist ndmlich |z| < 1, so gilt

— = z”.
1—=x =0

12
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Beweis. Definiere mit s, die n-te Partialsumme, also

Sp 1= ZAk € M(m,m).

k=0
Dann gilt
n n+1
n—Aosy=> AF— AZA’“ ZAk > AF =1 A"
k=0 k=1

da sich bis auf den ersten und den letzten Summanden alle anderen gegenseitig ausloschen. Es
ist also

(I — A)Sn =] — An+1’ weswegen (I — A) lim s, =1 — lim Antl (*)

n—o0 n—oo

folgt. Da [|All« < 1, ist (||A]|?)nen eine Nullfolge. Daraus folgt nun wegen der Submultiplika-
tivitat der gewédhlten Matrixnorm, dass

1A™ = 0]l = A"l < A} === 0.

Damit ist also auch (A"),— 0 eine Nullfolge. Die rechte Seite in obiger Abschétzung () kon-
vergiert somit gegen I, woraus

lim s, = lim ZAJ (I—A)~1

n—oo n—oo

folgt. Damit ist alles gezeigt. O

Die Exponentialfunktion fiir Matrizen

Definition 1.16: Sei A € M(m,m) und ||-||« eine beliebige Matrixnorm. Dann existiert der

Wert
o0
exp(A Z

und die Abbildung exp : M(m,m) — R mit A — exp(A) wird auch Ezponentialfunktion fir
Matrizen genannt.

1
]

Hinweis: Die Existenz der Werte muss streng genommen gezeigt werden. Der Beweis lauft
analog zum Beweis der Existenz des Grenzwerts fiir die Neumann-Reihe und verbleibt daher
zur Ubung.

Lemma 1.17 (Eigenschaften der Exponentialfunktion fiir Matrizen): Fiir beliebige
Matrizen A, B € M (m,m) gelten folgende Aussagen.

a) Falls AB = BA, so gilt
exp(A + B) = exp(A) + exp(B).

13
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b) Falls B regular ist, also det B # 0, so gilt

exp(BAB™! = Bexp(4)B™ .
c¢) Fiir alle A € M (m,m) gilt die Gleichheit

A)=1li I ! A '

ap(d) = i (I+54) -

d) Fiir alle A € M (m,m) ist exp(A) reguldr. Es gilt also det(exp(A)) # 0. Auflerdem gilt
-1
(exp(A)) ~ = exp(—A).

Beispiele

1. Sei A= (&9) mit a,b € R. Dann gilt

(10 a 0 1(a®> 0 _ (exp(a) O
exp(A)—(O 1>+<0 b>+2<0 b2>+"'—< % exp(b)>'

2. Sei B=(J¢) mit a € R. Dann gilt

fir n > 2, und deshalb

exp(B)z(é (1)>+<8 8)4—0:((1] Cf)

3. Sei C' = (g _O‘p) mit ¢ € [0,27). Dann ist

o) 1 k @216 _ oS 1 k ¢2k+1
ey | 2T TR ) (COSSO —sif“O)
o) 2k+1 x 2k singo COs ’
kgo(_l)k% kzzjo(_l)kék)!

1.3 Offenheit und Abgeschlossenheit von Mengen

Sei (X, ||-]|) ein normierter Vektorraum und M C X eine Teilmenge von X.

Definition 1.18: Sei z € X und r > 0 eine positive reelle Zahl.

14
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8.

. Die Mengen

Kp(z) ={y € X, [z —yll <r} (1.13)
beziehungsweise
Ko (z)={yeX, |z -yl <r} (1.14)

heiflen offene beziehungsweise abgeschlossene Kugel mit Radius r um z.

. Ein Punkt z € M heifit innerer Punkt von M, falls ein > 0 mit K,(z) C M existiert.

. Die Menge aller inneren Punkte einer Menge M heifit innerer Kern von M und wird mit

int M oder M bezeichnet. Es gilt stets int M C M.
Eine Menge M heifit offen, wenn [ M = M.

. Ein Punkt z € M heiit Randpunkt von M, wenn fiir alle » > 0 gilt:

(K@) N M #0) A (Ko () 0 (X \ M) £0).

Hierbei bezeichnet X \ M := M® := {zx € X, x # M} das Komplement von M in X.

. Die Menge aller Randpunkte von M heifit Rand von M und wird mit OM bezeichnet.

Beispielsweise gilt
K, (z) ={z € X, |z —y| =r}.

Die Menge M := M U OM heiit abgeschlossene Hiille von M oder Abschluss von M.
Allgemein gilt M C M.

M heiBt abgeschlossen, wenn M = M.

Beispiele

a)

Endliche Mengen M = {z1,...,x,} sind abgeschlossen. Es gibt namlich fiir alle z; ein
ri > 0, sodass K, (x;) N M = {z;}. Insbesondere ist jeder Punkt z; Randpunkt von M,
sodass M = OM.

Die Mengen X und () sind die einzigen Teilmengen von X, die gleichzeitig offen und
abgeschlossen sind.

Sei X = R. Dann gilt fiir alle a,b € R mit a < b, dass das Intervall (a, b) offen, das Intervall
[a, b] abgeschlossen, und die Intervalle (a, b] und [a, b) weder offen noch abgeschlossen sind.
AuBlerdem gilt fiir den Rand 9((a, b)) = 9((a,b]) = d([a,b)) = I([a,b]) = {a,b} und fur
das Innere int(a, b) = int(a, b] = int[a, b) = int[a, b] = (a,b).

Sei X =R und M = Q C R. Dann gilt: intQ = ) und 0Q = Q = R.

Sei X = R2. Dann sind die Achsen {(z,y), = = 0} und {(z,y) y = 0} abgeschlossenen.
Ebenso sind die beliebige abgeschlossene Intervalle [a,b] C R? abgeschlossen. Keine der
genannten Teilmengen besitzt innere Punkte.
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Lemma 1.19 (Dualitdt von Offenheit und Abgeschlossenheit): Es gelten folgende
Aussagen:

1. Eine Menge M C X ist genau dann offen, wenn X \ M abgeschlossen ist.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Men-
gen ist abgeschlossen.

3. Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist
offen.

4. Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthalt.
5. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthélt.

6. Sei I C N eine abzéhlbare Indexmenge und M; C X fiir alle i € I. Dann gelten die De
Morgan’schen Regeln:

X\ (U Mi> =X\ M; (1.15)

el el
X\ (ﬂ Mi> = J X\ M (1.16)
el el
und
X\X=0. (1.17)

Beweis. Wir beweisen hier beispielhaft nur, dass die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen
offen ist. Sei dazu x € U;crM; beliebig gewahlt. Dann gibt es ein 79, sodass x € M;,. Da M;,
offen ist, existiert also ein Radius » > 0 und eine Kugel K, (z), sodass K,(z) C M;,. Diese
Kugel ist also auch Teilmenge der Vereinigung aller M;. Insbesondere ist x € int U;c;M;. Da
dies beliebiges x galt, ist die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen offen. O

Bemerkung 1.20: Sei j € N\ {0}. Fiir jedes j ist das Intervall (—%, %) C R offen. Fiir den
Durchschnitt all dieser (abzédhlbar) unendlich vielen Intervalle gilt jedoch

~ 11

N(=53) =t

[N

Er ist also abgeschlossen. Das illustriert, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen
im Allgemeinen nicht offen ist.

Sei nun [—14—%, 1—%] C R. Fiir jedes j ist dies ein abgeschlossenes Intervall. Fiir die Vereinigung
all dieser (abzahlbar) unendlich vielen Intervalle gilt jedoch

Sie ist also offen. Das illustriert, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen
im Allgemeinen nicht abgeschlossen ist.
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Satz 1.21: Es gelten folgende Aussagen:

1. Die Menge int M ist die gréfte offene Teilmenge von M. Mathematisch ausgedriickt: Fiir
alle A C M mit A offen gilt A C int M.

2. Die Menge M ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthélt. Mathematisch aus-
gedriickt: Fiir alle A D M mit A abgeschlossen gilt M C A.

3. Ein Element x € X ist genau dann ein Randpunkt von M, d.h. x € OM, wenn Folgen
(xj) C M und (y;) C X \ M existieren, sodass x; — x und y; — x fiir j — oo.

4. Eine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten
Folge (x;) C M ebenfalls in M liegt. Dieses Kriterium heifit auch Folgenabgeschlossenheit
von M.

1.4 Grenzwerte von Funktionen in einem Punkt

Abbildungen (Funktionen) zwischen hoher-dimensionalen Vektorrdumen haben, je nach Di-
mension des Definitions- und Wertebereichs, verschiedene Namen beziehungsweise physikali-
sche Interpretationen. Zum Beispiel sind

o skalare Felder Abbildungen f : R®™ — RR. Sie beschreiben beispielsweise die zeitliche
Anderung einer Temperaturverteilung: 7 : R* — R mit T'(x,y, 2,t) ist die Temperatur
an einem Ort (z,y, z) zu einem Zeitpunkt ¢.

o Vektorfelder Abbildungen f : R™ — R"™. Sie beschreiben beispielsweise die Geschwindig-
keit einer flieenden Fliissigkeit an einem Ort: v : R? — R3 mit v(z,y, 2) = (vs, vy, v2),
wobei vy, vy, v, die Geschwindigkeitskomponenten an (x,y, z) parallel zu den entspre-
chenden Achsen sind.

o Tensorfelder Abbildungen R" — M (l,m). Jedem Punkt x € R™ wird also eine Matrix
zugeordnet. Beispielsweise lassen sich in der Elektrodynamik einem Punkt der Feldstéar-
ketensor zuordnen.

Im Folgenden seien X und Y normierte Vektorrdume, M C X und f : X — Y eine Abbildung,
zunédchst ohne weitere spezielle Eigenschaften.

Definition 1.22 (H&aufungspunkt): Ein Element xy € X heifit Hdaufungspunkt von M,
wenn

Vo >03x e M\ {xo}: |z —zo| <9 (1.18)

Es gibt also eine Folge (z;) C M \ {zo} mit x; — xo.
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Beispiel Sei X =R, M C X und bezeichne HP(M) die Menge der Haufungspunkte von M.
Dann ist

HP(N) = (),
die Menge der natiirlichen Zahlen besitzt also keine Haufungspunkte;
HP(Q) =R,

jede reelle Zahl ist also Haufungspunkt der Menge der rationalen Zahlen. Man sagt auch: Die
rationalen Zahlen liegen dicht in R; sowie

HP({1+ 1 neN}) ={1}.

n?
Definition 1.23 (Konvergenz von Funktionswerten): Sei nun z( ein Hiufungspunkt von
M, yo € Y beliebig, und es gelte
Ve>030>0Ve e M : ||z —aollx <0 = || f(z) —wlly <e. (1.19)

Dann heifit f konvergent fiir x — xo und yg heifit Grenzwert von f fir x — . Falls so ein yg
existiert, schreibt man auch

Yo = li_>m f(x) oder f(x) = yo fir x — xo.
T—x0

Bemerkung 1.24: Man bemerke:

a) Fiir die Definition der Konvergenz von Funktionswerten (1.19) muss f nicht in xy definiert
sein.

b) Durch die Bedingung (1.19) ist yo eindeutig festgelegt.
c) Es gilt die Aquivalenz folgender Aussagen:

1. Der Punkt yq ist Grenzwert von f fiir x — g, also yo = le f(x).
T—T0

2. Fiir jede Folge (z;) C M \ {zo} mit z; — x gilt: f(z;) = yo.

Ebenso wie bei der Konvergenz von Vektoren im vorigen Abschnitt ist Konvergenz von vektor-
wertigen Funktionen dquivalent zur Konvergenz aller Komponenten. Konvergenz bedeutet also
koordinatenweise Konvergenz. Um das einzusehen, betrachte eine Funktion f: M C X — R",
wobei X ein beliebiger Vektorraum und M eine Teilmenge dieses Vektorraums ist. Wir wéahlen
eine Basis {b1,...,b,} des Zielraums R™. Dann lésst sich der Funktionswert f(z) fiir alle z € M
darstellen als

F@) =3 @b
k=1
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Hierbei bezeichnen die Funktionen fj : M — R die Koordinatenfunktionen zu f beziiglich der
Basis {b1,...,b,}. Fir einen Haufungspunkt z¢ von M gilt dann

35, 1) = g, (ka >:Z<JL“£ (@) ) b
k=1

Der Grenzwert auf der linken Seite existiert also genau dann, wenn alle Grenzwerte der Koor-
dinatenfunktionen fj fiir x — x¢ auf der rechten Seite existieren.

Betrachten wir zu guter Letzt noch den Spezialfall X = R", wobei wir als Basis die kanonische
Basis der Einheitsvektoren im R™ wéhlen. Sei f : R — R™ eine beliebige Funktion mit

f@1,.. xy) = (fi(x),..., fm(x)).

Dann ist

lim (fi(x),..., fm(z)) = (lim fi(z),. tho Im(z)).

T—To T—T0

Beispiele

1. Sei f:R? — R? gegeben durch
f(z1,22) := (sinzy, cos za, exp(z1 + x2)).
Dann ist }:1_1% f(z1,22) = (0,1,1).

2. Sei f:R? — R? gegeben durch

fl@,y) = (22 y* +2, sin(zy)) .
Dann liegt der Grenzwert von f fir (z,y) — (0,0) bei (2,0,0).
3. Sei f:R?\ {(0,0)} — R definiert durch

_ *7Y
f(a:,y) T2 +y2'
Dann existiert der Grenzwert von f fir (z,y) — (0,0) nicht. Dies ldsst sich leicht einse-
hen, denn wie zuvor bedeutet Konvergenz koordinatenweise Konvergenz. Sei jedoch ()
eine Nullfolge und betrachten wir die Folge (x,0), die dann gegen (0, 0) konvergiert, so
gilt fiir die Funktionswerte, dass

Tk 1

0)=2k -~
f(xkv ) xi T

Die rechte Seite strebt jedoch fiir x; — 0 gegen unendlich. Deswegen ist f nicht konver-
gent fir (x,y) — (0,0).
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4. Sei f:R?\ {(0,0)} — R gegeben durch
222

f(z,y) = 2t

Wir fragen uns, ob der Grenzwert von f fiir (z,y) — (0,0) existiert. Dazu schétzen wir
die Funktionswerte folgendermaflen nach unten und nach oben ab:

2,2 2
<2Y 2 Y <22
—x2+y2 x2+y2 —

da 32 > 0. Wihlen wir nun eine beliebige Nullfolge (2, vz ), so liegen alle Funktionswerte
dieser Folge zwischen im Intervall [0, z7]. Es gilt also

0 < f(ok, yk) < 77

Da die obere Schranke fiir z; — 0 nun gegen Null konvergiert, miissen auch die Funkti-
onswerte gegen Null konvergieren, da die obere und die untere Schranke gleich Null sind
(Sandwich-Argument). Deswegen existiert der Grenzwert und wir diirfen schreiben
lim z,y) = (0,0).
(z,y)—(0,0) fle.y) = (0.0)
Alternativ lasst sich der Nachweis auch folgendermaflen fithren: Wir vermuten 0 als

Grenzwert. Wir miissen also die Bedingung (1.19) nachpriifen. Dazu halten € > 0 beliebig
fixiert und wéhlen § < y/z. Dann folgt aus der Voraussetzung

|z < [[(z,y) = (0,0)[]2 = \/2? +y? <6,

dass
y?
x2 + 92

22y
x2 + 92

0| = |2°| < |2?] < 2 < 6% <,

weswegen | f(z,y) — 0] < e. Das war zu zeigen.

5. Sei f : R? — R definiert durch

f(z,y) = —2

x—1
Hier ist die interessante Frage, ob der Grenzwert fiir (z,y) — (1,0) existiert. Sei dafiir
(zx) eine Folge mit x; — 1 und betrachte die Funktionswerte zu (zy,0). Es gilt zwar,
dass

f(zx,0) =0,
weswegen f entlang dieser Folge gegen 0 konvergiert. Fiir die Funktionswerte der Folge
(zg,zr — 1), die ebenfalls gegen (1,0) konvergiert, gilt jedoch

:ck—l_l

flg, zx) = P

Der vermeintliche Grenzwert ist also nicht eindeutig bestimmt; die Funktion divergiert
fir (z,y) — (1,0).

20



Kapitel 1 Konvergenz und Stetigkeit im Mehrdimensionalen

Lemma 1.25 (Eigenschaften des Grenzwerts): Sei M C X und seien skalare Funktionen
Ap s M — R sowie vektorwertige Funktionen f,g : M — R™ gegeben. Auflerdem seien
Matrixabbildungen (Tensorfelder) A : X — M(m,n) und B : X — M (n,l) gegeben. Sei x( ein
Héaufungspunkt von M. Dann gilt

1. lim (A(z)f(x) + p(z)g(z)) = lim A(z)- lim f(z)+ lm p(z)- lim g(z), (1.20)

2 lim (A@)f(z) = lim A(x)- lim f(z), (1.21)

3. Jlim (A(@)B(2)) = lim A(2) lim B(x), (1.22)
sowie

1 Jim (7o) g(@) = (Jim (@), lim o(z) ). (1.23)

Hierbei ist (-,-) das Standardskalarprodukt in R™.

Die Grenzwerte auf den linken Seiten existieren genau dann, wenn die Grenzwerte auf den
entsprechenden rechten Seiten konvergieren.

Beweis. Der Beweis verwendet die Eigenschaften des Grenzwerts nach Lemma 1.12 und ver-
bleibt zur Ubung. O

Wir haben nun bereits einige Figenschaften der Grenzwertbildung wie Linearitét kennenge-
lernt. Eine Frage ist dabei bisher unbeantwortet geblieben, ndmlich die Frage nach der Ver-
tauschbarkeit von Grenzwerten. Gilt also beispielsweise fiir eine Funktion f : M C R? — R,
dass

lim (lim f(:c,y)) = lim (hm f(a:,y)), (1.24)

Y—Yyo \T—To T—x0 \Y—Yo

wobei (z9,yo) ein Haufungspunkt von M ist? Existiert also der rechte Grenzwert genau dann,
wenn der linke Grenzwert existiert, und miissen, falls dies der Fall ist, auch beide tiibereinstim-
men? Wie die néchsten Beispiele zeigen, ist leider weder das eine noch das andere zutreffend.

Beispiele Zunéichst zur Existenz lediglich eines der beiden Grenzwerte. Sei hierfiir eine Funk-
tion f: M C R? — R gegeben, wobei M = [0, 00) x [0,00) \ {(0,0)} und
72

flz,y) = PN

Dann gilt

lim (lim f(:]:,y)) = lim 0=0

Y—Yo \T—T0 Yy—Yyo
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und

lim (lim f(x,y)) = lim 1 =1

T—xo \Y—Yo T—T0

Auflerdem existiert der Grenzwert von f fur (z,y) — (0,0) nicht, da

2
T
li =i =1
(x,O)l—rQ0,0) J(w,y) = lim z2+0 '
aber fiir y = x, also entlang der Gerade (x, z) gilt
x2 1
li =lim —— = —.
(ac,x)l—>nl(0,0) J(w,y) = lim 2 +22 2

Es ist sogar moglich, dass die koordinatenweise Grenzwerte iibereinstimmen, aber der punkt-
weise Grenzwert dennoch nicht existiert. Das zeigt das folgende Beispiel: Sei f : R?\ {(0,0)} —
R mit 2y
T,Y) = 5.
flay) = — oy

Dann existiert wegen

lim  f(z,y)=0#3= lim f(z,y)

(z,0)—(0,0) (z,2)—(0,0)

der Grenzwert von f beztiglich (x,y) — (0,0) nicht, obwohl

i (L £(.9)) =0 = lmy (1 £(2.)).

z—0 y—0

Wir wollen die Beobachtungen nun in einem kleinen Lemma zusammenfassen.

Lemma 1.26: Sei f : M C R? — R eine beliebige Funktion und (xo,%0) ein Hiufungspunkt
von M. Folgende Bedingungen sind hinreichend dafiir, dass der Grenzwert

lim x,
(z,y)—(x0,y0) f(@y)

nicht existiert.

1. Die Grenzwerte

lim <lim f(x,y)) und lim (lim f(a:,y))

Yy—Yyo \rT—To T—To \Y—Yo
existieren, sind aber verschieden.
2. Es existieren konvergente Folgen xj, — xo und yi — o, sodass f(xy, yx) nicht konvergiert.

3. Es existieren konvergente Folgen x; — xg und yr — yo sowie T — xo und yr — Yo,
sodass f(xg,yx) und f(Zg,yx) existieren, aber beide Grenzwerte stimmen nicht iiberein.
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Definition 1.27: Sei eine Funktion f : M C R? — R gegeben. Dann konvergiert f(x,-) fiir
x — o gleichmdflig gegen eine Funktion g auf (yo — r,y0 + 1), wenn

Ve>0Vy e (yo—r,yo+7r) 30 >0:|x—x9| <d = |f(z,y) —g(y)| <e. (1.25)

Bemerkung: Der Ausdruck f(z,-) kann als Schar von Funktionen verstanden werden, die mit
x parametrisiert wird: Zu jedem z gehort eine Funktion f(x,-) : M NR — R. Die gleichméBige
Konvergenz im zweiten Argument fiir z — zg bedeutet nun, dass die Konvergenz unabhéngig
vom gewéhlten z ist: Das § > 0 in obiger Definition hdngt nur von xg, nicht jedoch von =x.

Satz 1.28: Wenn f(x,-) fiir v — xo gleichméBig gegen g auf (yo — r,yo + r) konvergiert und
g(y) fiir y — yo gegen ein zy konvergiert, dann existiert der gleichméfige Limes von f fiir
(z,y) — (zo,y0) existiert. AuBerdem ist

lim T,Y) = 20-
(Iyy)%(wovyo)f( ) ’

1.5 Stetige Funktionen zwischen normierten Vektorraumen

Kommen wir nun zu einem der zentralen Begriffe der Analysis.

Definition 1.29 (Stetigkeit): Seien X und Y zwei normierte Vektorrdume. Eine Abbildung
f:M C X — Y heif}t stetig in einem Punkt xo € M, wenn gilt

Ve>030>0Vz € M:|lz—zolx <6 = ||f(z) — fzo)ly <e. (1.26)

Die Abbildung heifit stetig, falls sie in jedem Punkt in M stetig ist.

Lemma 1.30: Sei M C X, xg ein Hiufungspunkt von M und f : M — Y. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

1. Die Funktion f ist stetig in xg.

2. Fiir jede Folge (x) C M mit x3, — xo gilt: liLn f(zx) = f(x). Diese Eigenschaft heif3t
T —To
auch Folgenstetigkeit.

Beweis. OJ

Bemerkung 1.31: Wenn zg € M kein Haufungspunkt von M sondern ein isolierter Punkt
ist, dann ist jede Abbildung f : M — Y stetig in zg.
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Beispiele
1. Jede konstante Funktion f: X — Y ist stetig.

2. Sei Y = X. Dann ist die Abbildung id : X — X mit x — x stetig. Diese Abbildung heifit
auch Identitdtsabbildung.

3. Jede lineare Abbildung f : R®™ — R™ ist stetig. Bemerke, dass die Menge der linearen
Abbildung isomorph zur Menge der Matrizen M (m,n) ist. Fir jede lineare Abbildung
f:R™ - R™ existiert also genau eine Matrix A € M (m,n) mit

flx) = Ax.

Zum Beweis der Stetigkeit betrachte ein beliebiges x € R™ und irgendeine submulti-
plikative Matrixnorm ||-||« in M (m,n), die mit der gewédhlten Vektornorm |||, in R"
£

vertraglich ist. Sei € > 0 beliebig gewédhlt und setze § := AT Dann gilt

[z =ylln <0 = [f(@) = fW)llm = Az — AYllm < [|All:]lz —ylln <€

nach Wahl von d. Bemerke, dass wir weiterhin zum Nachweis von Konvergenz, insbeson-
dere zum Nachweis von Stetigkeit der Abbildungen, beliebige Normen wéihlen kénnen,
weil sie in unserem endlich-dimensionalen Setting dquivalent sind.

4. Alle Polynomfunktionen sind stetig.
5. Die Abbildung det : M(n,n) — R, die einer Matrix ihre Determinante zuweist, ist stetig.

6. Die Exponentialfunktion fiir Matrizen exp : M(n,n) — M(n,n) mit A — exp(A) ist
stetig.

Satz 1.32: Seien X, Y und Z normierte Vektorraume und seien M C X und N C Y beliebige
Teilmengen. Weiterhin seien die Funktionen f : M — Y und g : N — Z mit f(M) C N
gegeben. Sind die Funktionen f in xg € M und g in f(xg) =: yo € N stetig, so ist auch die
Komposition (Verkniipfung) beider Funktionen

gof:M—=Y mit(gof)(z):=g(f(z))
stetig in xg.
Beweis. Sei € > 0 beliebig fixiert. Da g stetig in yg ist, existiert ein §; > 0, sodass fiir alle
y € N gilt

ly —yolly <01 = [lg(y) —g(yo)llz < e.

Das gilt insbesondere fiir die y € N, die im Bild von f liegen. Zudem ist f nach Voraussetzung
stetig in xg € M, sodass d2 > 0 existiert, sodass fiir alle z € M gilt

[ = zollx <da = [[f(2) = fwo)lly <e

Wir kénnen fiir beliebiges € > 0 insbesondere §; := ¢ wahlen. Dann folgt

|z —xol[x <d2 = | f(z) = f(@o)lly e =01 = [g(f(x)) —g(f(@0))llz <e

und damit die Stetigkeit der Komposition in xg. O
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Beispiele Sei f: R? — R stiickweise definiert durch

%, fir x #0

0, sonst

f@wMZ{

-L) gegen (0,0) konvergiert, aber

1
n’.\/n

Dann ist f nicht stetig in (0,0), da die Folge (

ist. Die Funktion konvergiert also fiir die angegebene Nullfolge nicht gegen den Funktionswert
£(0,0) = 0 und ist somit in diesem Punkt unstetig.

Sei nun f : R? — R erneut stiickweise definiert durch

sin(wy) gy (2 2
f(w)::{ )i (2,y) € (R\ {0})°*

1, sonst
Zum Nachweis der Stetigkeit von f definieren wir die Funktionen

g:R? >R mit g(x,y) = zy

und

sinz i 0
hiRoR  mit h(z) = ¢ @70
1, sonst

Dann ist g stetig in ganz R?, da es ein Polynom ist. Zudem ist h stetig auf R, insbesondere

stetig x = 0, da .
sinz
lim =1,
z—=0 X

wie man leicht aus der Reihendarstellung der Sinusfunktion ablesen kann. Insgesamt ist also
auch die Komposition h o g = f stetig.

Lemma 1.33: Seien zwei Funktionen f,g : M C X — Y gegeben, die stetig auf M sind.
Dann ist auch die Funktion A\f + pug : M — Y fiir alle A, u € R stetig.

Beweis. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir A # 0 # p an. Da f und g stetig
in allen Punkten = € M sind, gibt es fiir beliebiges € > 0 Zahlen §; > 0 und d2 > 0, sodass fiir
alle y € M gilt

Hx_WX§51=¢Hﬂ@—f@NY§i%

sowie
€
[z —yllx <02 = |lg(z) —g(y)lly < Sl

Wihle ¢ := min{d;,d2}. Dann gelten beide Implikationen fiir alle y mit ||z — y||x < . Es folgt

(A + pg)(@) — (Af +pg) W)y = IMf(@) + pg(z) — M (y) — ng(y)lly
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= IA(f(@) = FW) + u(g(z) — pg)) |l
< ANf @) = FW)ly + lulllg(@) —g@W)lly <5+ 5 =¢.

Damit ist alles gezeigt. O

Lemma 1.34: Seien f,g : M C X R zwei auf M stetige Funktionen, so ist auch das
Produkt f-g: M — R mit (f-g)(z) := f(z) - g(x) stetig auf M.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 1.25. Es gilt ndmlich fiir alle g € M, dass

lim (f-g)(z) = lim f(z)-g(z) = lim f(z)- lim g(z) = f(zo) - g(x0) = (f - 9)(20),

T—rT0 T—T0 T—T0 T—T0

weil beide Grenzwerte auf der rechten Seite aufgrund der Stetigkeit beider Funktionen existie-
ren. O

Bemerkung 1.35: Bemerke, dass aus den Lemmata 1.33 und 1.34 direkt die Stetigkeit von
Polynomfunktionen folgt.

Wir untersuchen nun, wie sich offene und abgeschlossene Mengen unter stetigen Funktionen
verhalten.

Satz 1.36: Sei M C X eine Teilmenge und f: M — Y stetig.
1. Sei M offen. Dann gilt: Ist B C'Y offen, so ist das Urbild f~*(B) C M offen.
2. Sei M abgeschlossen. Dann gilt: Ist B C Y abgeschlossen, so ist auch f~'(B) ¢ M

abgeschlossen.

Beweis. Sei B C'Y offen. Ist f~!(B) = (), das Urbild also leer, so ist die Behauptung erfiillt.
Andernfalls wiihle einen beliebigen Punkt z¢ € f~(B). Dann gilt f(zo) € B und da B offen
ist, gibt es einen Radius r > 0, sodass

K. (f(zo)) C B.
Da f stetig ist, gibt es zu diesem r > 0 ein § > 0, sodass fiir alle z € M aus

[z —zollx <6 = [If(x) = flzo)lly <

Da M offen ist, kann § > 0 insbesondere so klein gewéhlt werden, dass die Ungleichung scharf
ist. Das Bild all dieser x € M mit ||z — zo||x < ¢ liegt ja nun in B. Also liegen diese z
insbesondere im Urbild f~!(B). Damit ist aber die gesamte Kugel

Ks(zo) € f~4(B).

Da x¢ € f~1(B) beliebig gewihlt war, ist damit fiir alle zg € f~1(B) gezeigt, dass ein § > 0
existiert, sodass die offene Kugel um zg ebenfalls Teilmenge des Urbilds f~!(B) ist. Damit ist
die Offenheit dieser Menge gezeigt.

26



Kapitel 1 Konvergenz und Stetigkeit im Mehrdimensionalen

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, B C Y sei abgeschlossen. Dann liegt der
Grenzwert 2 jeder konvergenten Folge () C f~!(B) in M. Es gilt also: z, — 2 € M. Um zu
zeigen, dass f~!(B) abgeschlossen ist, miissen wir nun begriinden, warum sogar = € f~!(B)
gelten muss. Da z € M, ist der Funktionswert f(z) definiert, und wegen der Stetigkeit von f
folgt, dass

lim f(zy) = /(@)

Da f(zy) € B fiir alle k € N, und da B abgeschlossen ist, so muss auch f(z) € B liegen. Damit
ist jedoch € f~!(B) nach Definition des Urbilds. Somit ist das Urbild abgeschlossen. O

Bemerkung: Es gilt sogar die Riickrichtung: Ist das Urbild jeder offenen Menge von einer
Funktion f offen, so ist f stetig. Ebenso gilt: Ist das Urbild jeder abgeschlossenen Menge von
einer Funktion f abgeschlossen, so ist f stetig. Beide Eigenschaften in Satz 1.36 sind also
dquivalente Charakterisierungen der Stetigkeit.

Beispiele Seien f,g: M C X — R stetige Funktionen.

e Sei M abgeschlossen. Dann ist auch die Menge
{e €M, f() >0} = f(0,00))

abgeschlossen.

e Sei M offen. Dann ist auch die Menge

{x e M, f(z) o)y =(g-f)" '(—00,0))

offen.

e Sei M abgeschlossen. Dann ist auch die Menge

{zeM, f(x) g(x)=c}=(f 9)"" ({c})
abgeschlossen.
1.6 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 1.37: Eine Teilmenge M C X heifit kompakt, wenn jede Folge aus M eine kon-
vergente Teilfolge besitzt, deren in M liegt.

Satz 1.38 (Heine-Borel): In einem endlich-dimensionalen Vektorraum X ist eine Teilmenge
M C X genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.
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Beweis. ( =) Wir setzen Kompaktheit voraus und miissen Abgeschlossenheit und Be-
schrianktheit nachweisen. Sei also (x,) C M eine gegen z € X konvergente Teilfolge. Da M
kompakt ist, besitzt x,, eine konvergente Teilfolge (z,, ) mit Grenzwert & € M. Da alle Teilfol-
gen von konvergenten Folgen gegen den gleichen Grenzwert konvergieren — man iiberlege sich,
warum —, muss £ = x und somit x € M sein.

Nehmen wir nun an, M sei nicht beschriankt. Dann existiert zu jedem N € N ein Folgenglied
xy mit ||zy|| > N. Diese Teilfolge (zn) C (z,) kann jedoch selbst keine beschréankte, insbeson-
dere keine konvergente Teilfolge haben. Damit existiert, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Kompaktheit, eine Folge ohne konvergente Teilfolgen.

(<=) Sei M zunéchst beschrankt. Dann besitzt jede Folge nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge. Ist M nun auch noch abgeschlossen, so liegt der Grenz-
wert dieser Teilfolge ebenfalls in M. Damit ist die Kompaktheit von M bewiesen. O

Bemerkung 1.39: Die Hinrichtung gilt auch in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen. Die
Riickrichtung gilt jedoch im Allgemeinen nicht, da der Satz von Bolzano-Weierstrafl nur in
endlich-dimensionalen Vektorrdumen gilt. Es gibt aber in unendlich-dimensionalen vollstandi-
gen normierten Vektorrdumen ein vergleichbares Resultat: den Satz von Eberlein-Smulian.

Beispiele

o Fiir beliebige Werte a,b € R ist das abgeschlossene Intervall [a, b] kompakt.

o In endlich-dimensionalen Vektorrdumen X ist die abgeschlossene Kugel K, (z) C X (ins-
besondere also die abgeschlossene Einheitskugel) kompakt.

Lemma 1.40: Ist M C X eine beliebige Teilmenge und f : M — X stetig. Ist K C M
kompakt, so ist f(K) ebenfalls kompakt. Stetige Funktionen bilden also kompakte Mengen auf
kompakte Mengen ab.

Beweis. Sei (y,) C f(K) eine beliebige Folge. Dann existiert nach Definition des Bildes fiir
jedes Folgenglied y,, ein x,, € K mit f(z,) = y,. Da K kompakt ist, besitzt also die Folge (zy,)
eine konvergente Teilfolge (xy,) mit Grenzwert x € K. Da f stetig ist, muss dann die Folge
(f(@n,)) = (yn,) konvergieren, und zwar gegen f(z) € K. Somit besitzt (y,) C f(K) eine in
f(K) konvergente Teilfolge. O

Satz 1.41 (Weierstrafl): Sei K C X eine nicht-leere kompakte Teilmenge und f : K — R
stetig. Dann besitzt die Funktion f iiber K ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Sei f: K — R stetig. Nach Lemma 1.40 ist das Bild f(K) ebenfalls kompakt, insbe-
sondere also beschriankt. Wir setzen

s:=sup{f(K)} € R.
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Dann existiert eine Folge (s,,) C f(K) mit s, — s. Da f(K) auch abgeschlossen ist, muss
s € f(K) sein. Es gibt also ein Element z¢ € K, sodass f(z¢) = s. Damit gilt jedoch fiir alle
z € K, dass

fx) < f(o)

nach Definition des Supremums. Auflerdem ist das Supremum sogar ein Maximum, da es an-
genommen wird.

Zum Nachweis des Minimums argumentiere analog. O

1.7 Zusammenhdngende Mengen und Gebiete

Definition 1.42: Eine Menge M C X heifit wegzusammenhdngend, falls zu je zwei Punkten
a,b € M eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] C R — M mit ¢(0) = a und ¢(1) = b existiert.

Die Abbildung ¢ heifit auch Weg von a nach b.

Bemerkung 1.43: Sei ¢; : [0,1] — X ein Weg von a nach b und ¢2 : [0, 1] — X ein Weg von
¢ nach d, wobei b = ¢. Dann definiert ¢z : [0, 1] — X mit

e1(2-t), furte[0,1/2]
p2(2-t), furte (1/2,1]

p3(t) == {

einen Weg von a nach d.

Beispiele

1. Sei X ein endlich-dimensionaler Vektorraum und z,y € X. Dann liefert die Abbildung
¢ :[0,1] = X mit p(t) = x+1t(y —x) die stetige Strecke zwischen = und y. Insbesondere
ist jeder endlich-dimensionale Vektorraum wegzusammenhingend.

2. Die Kugel K, (z) C X ist wegzusammenhéngend.

3. In R ist jedes Intervall wegzusammenhingend und jede wegzusammenhangende Teilmen-
ge von R ein Intervall .

4. Die Menge M = {(z,y, 2) € R3, sodass z? + y* = 1} ist wegzusammenhéngend.
5. Die Menge

{(z,y) € R mit (z —1)* +y* <1} U{(z,y) € R mit (z +1)* +3y* < 1}
ist nicht wegzusammenhangend.

Satz 1.44: Sei M C X und f : M — Y stetig. Ist M wegzusammenhédngend, so ist auch
f(M) wegzusammenhéangend.
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Beweis. Seien yy,y2 € f(M) beliebig. Dann existieren x1, z9 € M mit f(z1) = y1 und f(z2) =
y2. Da M wegzusammenhéingend ist, existiert ein stetiger Weg ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = x;
und (1) = x9. Fir die Verkniipfung f o ¢ : [0,1] — Y gilt dann, dass (f o ¢)(0) = y; und
(fop)(1l) = ya. AuBerdem ist foep als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig. Die Komposition
ist also ein stetiger Weg zwischen y; und y9. Da die Punkte im Bild von f beliebig gewahlt
waren, ist f(M) wegzusammenhéngend. O

Definition 1.45: Eine nicht-leere offene wegzusammenhéngende Teilmenge 2 C R™ heifit
Gebiet.

Bemerkung 1.46: In einem Gebiet lassen sich je zwei Punkte durch einen Polygonzug verbin-
den. Das Aneinandersetzen funktioniert wie in der Bemerkung 1.43: Die Punkte z1, 2o, ..., 2z,
lassen sich durch

x1 + nt(re — 1) fiir t € [0, %]

w3 + (nt — 1)(x3 — x2) fir ¢ € (3, 2]
o(t) =

Tn-1+ (0t = (n—1))(zn —an-1) flirte (nT_17 1]

verbinden.

Beispiel In der Menge
M = {(z,y) € R?, [[(z,y) — (0,4)]l2 <4 A[l(z,y) = (0,2)[]2 > 2A 0 < y < 2}

gibt es einen Weg zwischen den Punkten (—2,2) und (2, 2), der ganz in M liegt. Es gibt jedoch
keinen endlichen Polygonzug, also keinen Polygonzug durch endlich viele Punkte, der die beiden
Punkte verbindet. Wir verzichten ihr auf einen Beweis und verweisen auf die Anschaulichkeit
der folgenden Illustration.

(—2,2) (2,2)

\4

T2

Fiir einen beliebigen Punkt = € M ist die Strecke von x zum Ursprung (0, 0) zwangsldufig eine
Sekante des inneren Kreises, da dessen Kriimmung fiir £ nahe bei Null grofler ist als die des
dufleren Kreises. Deshalb kann der Ursprung durch einen Polygonzug durch Punkte innerhalb
der Menge nicht erreicht werden.
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Kapitel 2

Differentialrechnung in R"

2.1 Totale Differenzierbarkeit und Ableitungen

In diesem Kapitel sei 2 C R™ stets ein Gebiet. Der Vektorraum R sei standardméBig mit der
Fuklidischen Norm und dem Euklidischen Skalarprodukt versehen.

Definition 2.1 (Umgebung): Unter einer Umgebung eines Punktes z € Q verstehen wir
eine offene Menge U, die = enthélt.

Definition 2.2 (Differenzierbarkeit): Sei f : Q — R™ eine Abbildung und U eine Umge-
bung von a € Q. Dann heifit f (total) differenzierbar in a € 2, wenn eine lineare Abbildung
L :R” - R™ existiert, sodass

fla+h) = fla) — L(h)

& il - >
gilt. Alternativ muss fiir jedes x € U die Gleichheit
f(x) = f(a) + L(x — a) + R(x — a) (2.2a)
gelten, wobei
lim =) _ (2.2b)

ava |z —al
Die Funktion f ist also in a € () differenzierbar, wenn sie in einer Umgebung von a durch die
affine Abbildung
x— f(a)+ L(x — a)

approximiert werden kann.
Die Funktion f heif3t differenzierbar in ), wenn f fiir alle a € Q) differenzierbar ist.

Die Abbildung L ist durch die Bedingung (2.1) eindeutig festgelegt und heifit Ableitung von f
an der Stelle a. Statt L schreiben wir auch df (a), f'(a) oder Df(a).

Bemerkung: Man erkenne, dass h € R"™ hier ein Vektor ist. Auflerdem soll noch bemerkt
werden, dass eine Abbildung f : R™ — R" genau dann differenzierbar ist, wenn all ihre Kom-
ponentenfunktionen fi,..., f,, differenzierbar sind. Diese Tatsache bedarf streng genommen
eines Beweises; es soll uns aber geniigen, sie an dieser Stelle zu akzeptieren.

31



Kapitel 2 Differentialrechnung in R™

Beispiele

1. Eine affine Abbildung f : R” — R™ mit f(x) := Az + c ist iiberall differenzierbar. Die
Ableitung ist fir alle a € Q gegeben durch f'(a) = A, da

f(z) = f(a) + A(z — a),
sodass R = 0.

2. Sei A eine symmetrische Matrix. Dann ist eine quadratische Form @ : R"” — R mit
Q(z) := (z, Az)
iiberall differenzierbar. Aufgrund der Symmetrie von A und des Skalarprodukts ist

Qa+h) =(a+h,Ala+h))={a,Aa)) + (h, Aa)) + (a, A(h)) + (b, A(h))
= Q(a) +2(h, A(a)) + (h, A(h)).

Somit ist die Ableitung von ) durch

Q'(a) = 2(A(a) )

gegeben. Da das Skalarprodukt bilinear ist, ist das tatséchlich eine lineare Abbildung
(von R™ nach R). Auflerdem gilt fiir R(h) := (h, A(h)) unter Verwendung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

R(h) _ (h,Ah) _ [[p][AR] _

R(h)
= < < |A||l|p]|] = hm
Al Al Al < Il

o [l

3. Sei f : R? — R3 die Abbildung, die mit = (z1,z2) € R? durch
x% + x%
f(z) = x1

Z2

definiert ist. Dann ist f differenzierbar auf R?. Die Ableitung an x ist durch

2r1 2x9
df(x):==( 1 0
0 1
gegeben. Es gilt ndmlich
R(h
” ||§1”)” I£(x+B) — F(x) — df(a)h]
:111 -+ h1 (CUQ + h2)2 JZ% + ZU% 21 2x9
hy
1+ h — € — 1 0 (h )
To + ho ) 0 1 2
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(:111 + h1)2 + (CCQ + h2)2 JZ% + CC% 2x1hy + 2x9h9
= x1 + hy — x1 — h1
T9 + ho ) ho
h? + h3
= 0
0

Die rechte Seite strebt nun fiir h — 0 gegen Null, also strebt auch die linke Seite gegen
Null. Damit ist Bedingung (2.2) erfiillt.

Bemerkung: Es sei nochmals betont, dass die Ableitung einer Funktion f an einem Punkt a
eine lineare Abbildung ist. Die iibliche Schreibweise df (a) kann etwas irrefithrend sein, denn
nicht etwa df ist linear in a, sondern ,df (a)” ist eine lineare Abbildung iiber den Richtungen,
auf die sie angewendet wird. Es gilt also

df (a)(Ahy + pha) = Adf (a)(h1) + pdf (a)(he)

fir alle A, u € R und Ay, ho aus dem gleichen Raum wie a. Wie bei linearen Abbildungen und
Matrizen iblich, schreibt man haufig df (a)h statt df (a)(h). Diese Schreibweise heifit aber hier
nicht, dass df (a) und h multipliziert werden, sondern bedeutet vielmehr ,.df (a) angewendet auf
h¢. Fiir reellwertige Funktionen ist dieser Unterschied vernachlassigbar, &hnlich wie der Unter-
schied zwischen linearen Abbildungen und Matrizen. In allgemeinen normierten Vektorrdumen,
sogar schon bei vektorwertigen Funktionen, muss aber mehr Sorgfalt walten.

2.2 Partielle Differenzierbarkeit

Viele Funktionen sind nicht total, sondern nur in bestimmte Richtungen differenzierbar. Der
Differentialquotient (der Grenzwert) existiert also nicht fiir beliebiges h € R™ mit ||h]| — 0
sondern lediglich fiir bestimmte Komponenten. Das fiihrt auf die Definition der partiellen
Differenzierbarkeit.

Definition 2.3 (Partielle Differenzierbarkeit): Sei f: ) — R eine Abbildung, a € Q ein
Punkt und v = (vy,...,v,) € R" eine Richtung. Wir betrachten die Funktion ¢, : R — R mit
ou(t) := fla+ tv).

Falls die Abbildung ¢, an der Stelle t = 0 differenzierbar ist, so nennen wir

Dyf(a) := d—imm —lim . (@ ””t) — /@) (2.3)

die Richtungsableitung von f an a in Richtung v.

Die partiellen Ableitungen von f sind nun die Richtungsableitungen in die Einheitsrichtungen
ex. Die Vektoren e, sind also die kanonischen Einheitsvektoren, die an der k-ten Stelle eine 1
und ansonsten nur Nulleintrdge haben. Die k-te partielle Ableitung von f ist also durch

De, f(a) == ii(a) =l fla+ te,;) ~ f(a)

(2.4)
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gegeben. Statt 88 I schreiben wir auch 0y f. Bezeichnen wir einen Punkt in R? mit (x,y,2), so
schreiben wir auch Oxf, Oyf und 0. f.

Satz 2.4: Ist f: Q — R™ an der Stelle a € ) differenzierbar, so ist f dort stetig.

Beweis. Da f an a differenzierbar ist, gilt
fla+h) = f(a)+df (a)h + R(h),

wobei R die Eigenschaft (2.2b) erfiillt. Da Q ein Gebiet ist, also offen, gibt es eine offene Kugel
Ks(a) C Q fir ein gewissen ¢ > 0. Auflerdem lasst sich o. B.d. A. annehmen, dass

R(h)

<1
Il

fir alle h € R"™ mit 0 < ||h|] < J. (Ansonsten wéhle ein kleineres 6 > 0. Damit gilt

1f(a+h) = fla)ll = ldf (a)h + R(R)[| < [|df (a)|[|2]| + [[R(R)]]
h—0
< |ldf (@) [[[Ial] + 1Rl = (lldf (@) ]| + 1) |Al] === 0.
Damit ist alles gezeigt. O
Satz 2.5: Ist f : Q@ — R™ in einem Punkt a € () differenzierbar, so existiert die Rich-
tungsableitung von f in a in jede Richtung v. Insbesondere sind die Komponentenfunktionen

fi,..., fm partiell differenzierbar. Da die Ableitung df (a) eine lineare Abbildung ist, gibt es
eine dazugehérige Matrix J¢(a), sodass

df (a)(v) = Jy(a)v (2.5)
fiir alle v € R™ gilt. Diese Matrix heifit Jacobi-Matriz von f an der Stelle a. Es gilt

(g ... b
ox1 Oxn
. . dfi
Jpa):=| : (@)) 2o = (00Si(@) )1 <icpm- (2.6)
oxy, 1<i<m
Ofm .. Ofm 1<k<n I<k=n
oo (@) ]
r1 Tn

Insbesondere ist die Ableitung von f in a eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei f in a differenzierbar. Dann gilt Bedingung (2.1) fiir alle h € R™ mit A — 0. Wir
wahlen h := tv, sodass tv -+ 0 <= ¢ — 0. Damit gilt

o Tla+ 1) = f@) i@t _ 1| fa+ 1) — f(a)

t

0= —
=0 [t][v]l [[v]| t=0

—df(a)(v)|,

wobei wir hier die Linearitat der Ableitung ausgenutzt haben. Insbesondere existiert der Limes
auf der rechten Seite, und wir haben

Dy f(a) = df (a)(v). (2.7)
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Dies gilt fiir beliebige Richtungen, insbesondere also fiir die Einheitsvektoren, also die partiellen
Ableitungen. Deswegen ist

of ofi ) < Ofi,
d = — p— = R —— - 2:8
e = 5o = (gr@) =3 g (2.8
wobei e, ..., e, die n kanonischen Einheitsvektoren in R™ und €f,..., e}, die m kanonischen

Einheitsvektoren in R™ sind.

Dass zu jeder linearen Abbildung eine Matrix mit der Eigenschaft (2.5) existiert, ist aus der
linearen Algebra bekannt. Dass die Matrix durch die Formel (2.6) gegeben ist, ist durch Mul-
tiplikation der Matrix mit den Einheitsvektoren ersichtlich. O

Beispiele

1. Sei f : R?® — R gegeben durch f(z,y, z) := 22 exp(y) +sin(z). Dann lauten die partiellen
Ableitungen

0 0 0
@) = 2enly), G ) = den) wd P () = cos(z)

2. Sei f:R? — R3 gegeben durch

22 4 42
flay) =] =
Yy
Dann lauten die partiellen Ableitungen

df1 df1
5y (&Y) =22, ay (z,y) = 2y,
Ofo dfs
/2 -1 e} =
By (Ty) =1, oy (z,y) =0,
0fs Jfs3
ZJs — —= =1.
5y (@y) =0, dy (z,y)

Konsequenterweise ist daher die Jacobi-Matrix gegeben durch

2z 2y
Jea)=|[1 0
0 1

Bemerkung 2.6: Fiir eine differenzierbare Funktion f : 2 — R erhalten wir fiir alle h € R™

df(a)h = ﬁ(a)hl +o %

= B
B, (a)

Bemerke jedoch, dass die Existenz der partiellen Ableitungen allein nicht die Existenz der
totalen Ableitung garantiert!.
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Beispiel Sei die Funktion g : R? — R gegeben durch
i (2,) # (0,0)

g(z,y) =
0, sonst

Diese Funktion ist in (0, 0) partiell, jedoch nicht total differenzierbar. Bilden wir die partiellen
Ableitungen, ergeben sich

0 t,0) — ¢(0,0
99,0 = tim 260 =90.0) _,
ox t—0 t
und
15) 0,t) —¢q(0,0
990,0) = 11 400 =900 _
oy t—0 t
Wiére die Funktion g in (0,0) differenzierbar, wére sie dort nach Satz 2.4 insbesondere stetig.

Allerdings ist
L 11 . 1) —
3 =~ M 9Gn) 7 im0, 0) =0,

was der Stetigkeit von g widerspricht.

05

-0.8
-0.6

Bemerkung: Die totale Differenzierbarkeit liefert Richtungsdifferenzierbarkeit in alle Richtun-
gen, nicht nur in Einheitsrichtungen.
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2.3 Das Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit

Satz 2.7: Existieren alle partiellen Ableitungen einer Abbildung f : Q@ — R™ an allen = € (),
und sind diese partiellen Ableitungen stetige Funktionen in ), so ist f in ganz § (total)
differenzierbar und es gilt

Ofi

@) = (52-@) 2o (29

1<k<n

Beweisskizze. Zunéachst geniigt es, diese Aussage fiir reellwertige Funktionen zu zeigen, da die
Aussage dann fir alle Komponentenfunktionen von f und damit fiir f selbst gilt.

Sei also f : 2 C R” — R eine Abbildung, deren partielle Ableitungen auf ganz 2 existieren.
Da Q offen ist, gibt es fiir a € Q eine Kugel Ks(a) C Q. Sei nun h = (hy,...,h,) € Ks(a).
Dann gilt

fla+h) = fla) = flar + hi,a2,...,a,) — f(a1,...,an)
+ f(a1 + hi,a2 + ho,as, ... a,) — f(ar + hi,az,. .., a,)

+ f(a1 + hl, N hn) — f(a1 + hl, e, Qp—1 + hnfl, an).
Wir setzen p1(x) := f(x,as9,...,ay,). Nach Voraussetzung existiert die Ableitung

of

o (z) = a—xl(a:,ag, ceeyQp)

von ¢ fir alle Werte zwischen a; und a; + h. Daher kénnen wir den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung in R auf ¢ anwenden (vgl. Analysis I) und erhalten

0
flar + hyag,...,a,) — f(a1,...,an) :hl-ag{l(gl,ag,...,an).

Dieser Schritt lasst sich nun auch analog fiir alle anderen Komponenten von a durchfiithren. Es
lésst sich daher

flath) =@ =3 b o @+ 3 he (@) - 2w)

=1 Tk =1 8xk 8.73k

schreiben, wobei
™ = (a1 + hy. .o apo + hiet, Qg - - Q).

ist. Die erste Summe wird nun definiert als der lineare Operator L(h), der zweite als R(h).
Fiir diesen Term miissen wir die Bedingung (2.2b) nachweisen. Mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung gilt nun

N (O oy OF . x
RO =3 e (g @) = g @) < el o, (¥
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wobei b € R" ist und die Komponenten durch
p oo 9 (c®) of

gegeben sind. Da die partiellen Ableitungen nach Voraussetzung stetig sind, geht mit h — 0
auch jedes ¢®) — a. Bemerke, dass die &, — ay, fiir alle k = 1,...,n, da jedes &, auf der Strecke
zwischen ag und ay + hy liegt. Deswegen gilt

OF )y h=o, OF
axk(c ) axk(a),

weswegen by, — 0 fiir alle k, mithin ||b|| — 0. Es folgt aus (x), dass

IR
1 — 2 =0.
BT I

Damit ist alles gezeigt. [

Beispiel Sei f:R? — R durch f(x,y) := (exp(z) cosy, exp(z) sin(y))* gegeben. Beide Kom-
ponentenfunktionen sind partiell differenzierbar, wobei

afl afl

67(%.@) = exp(z) cosy aﬁy(%y) = —exp(z)siny
df2 B . 0fs _
I (z,y) = exp(z)siny ay (z,y) = exp(z) cos y.

Alle partiellen Ableitungen sind iiberall stetig. Somit ist f total differenzierbar und es gilt

_ [exp(z)cosy —exp(x)siny
df(x7 y) - (exp(gj) siny exp(ﬂs) Ccosy > '

2.4 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

2.4.1 Linearitat der Ableitung

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Ableitung einer Funktion eine lineare Abbildung, die
einer Richtung, also einem Vektor h € R”, einen Wert oder einen Vektor zuordnet. Wir wissen
also schon, dass die Ableitung (oder auch: das Differential) einer Funktion an einem Punkt
linear ist. Auf der anderen Seite ldsst sich auch untersuchen, ob der Differentialoperator, also
der Operator, der einer Funktion f ihre Ableitung f’(a) an einem Punkt zuordnet, linear ist.
Und tatséchlich ist das ja auch schon aus der Schule bekannt. Sind ndmlich f,g: Q@ C R* — R™
zwei an der Stelle a € Q differenzierbare Funktionen, so ist auch af + B¢ : @ — R™ fiir alle
a, B € R eine in a differenzierbare Funktion. Es gilt:

d(of + Bg)(a) = adf (a) + Bdg(a). (2.10)
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2.4.2 Kettenregel

Seien zwei Abbildungen g : Q@ C R® — R™ und f :52 C R™ — RP gegeben, wobei g(Q) C Q
sein soll. Ist g an = € Q und f an y := g(z) € Q differenzierbar, so ist die Komposition
fog:Q — RP an z differenzierbar und es gilt

d(f o g)(x) = df (y) o dg(x). (2.11)

Fiir die partiellen Ableitungen fir k =1,...,n gilt

Nio9) oy =5 O (@), gu(e)) - 2 (). (2.12)

Beispiele
1. Seien g: [0,T] — R3 und f : R® — R zwei Abbildungen mit
cost
g(t) :== | sint und f(z,y,2) =2+ yz.
t
Definiere zunéchst h : [0,7] — R als h := f o g. Dann ist h gegeben durch
h(t) := cost + tsint.

Die Ableitung von h lisst sich dann mithilfe der Produktregel der Differentialrechnung
in R bestimmen. Sie lautet.

h'(t) = —sint +sint + tcost = tcost.

Bestimmen wir die Ableitung der Verkniipfung fog : [0,7] — R an t € [0,T] direkt
mithilfe der Kettenregel, so erhalten wir

1 —sint
d(fog)(t)=df(g(t))-dg(t)y=1| t |-| cost | =tcost.
sint 1

Beide Ableitungen stimmen also tatsédchlich iiberein. Bemerke, dass die Multiplikation
hier Skalarmultiplikation bedeutet.

2. Seien g : R? — R? und f : R? — R zwei Abbildungen mit
22y

9(z,y,2) = y? und flu,v,w) = u? + 0 — w.

exp —xz
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Wir bezeichnen die Komponentenfunktionen von g wie tiblich. Die Ableitungen von f
und ¢ sind gegeben durch

T
df (u,v,w) = <8f of 0f> = (2u,2v,—-1)"

A’ v’ dw
sowie
991 Og1 Ogq
o T 2y @’ 0
dg(z,y,2) = | 52 By 9 | = 0 2y 0
093 093 0g3 — — — —
Ge g2 S zexp(—zz) 0 —zexp(—zz)

Die Ableitung der Verkniipfung f o g ergibt sich damit als

222y 2xy z? 0
df(9(x),9(y),9(2)) - dg(z,y,2) = | 2% | - 0 2y 0
-1 —zexp(—zz) 0 —zexp(—zz)
4z3y? + zexp(—x2)
= 224y + 4y
xexp(—xz)

Hierbei ist die Multiplikation von wie eine spaltenweise Skalarmultiplikation zu verstehen.

3. Seien die Funktionen f, g : R> — R? mit

[ exp(u?) N o) e [ COSYTF x?
9(u,v) := (u - sinv) und fley) = (exp(:c +y)>

gegeben. Die Ableitung der Verkniipfung f o g an (0,0) ergibt sich dann aus

B 2x —siny _ (2uexp(u?) 0
df‘f”’y)‘(expmw) exp<x+y>> und dg(x’”‘( 1 )

— COSv

d(fog><0,0>=df<g<0,0)>-g<0,0)=(2 0) (0 0):(“ 0)

e e 1 -1 e —e

als

da ¢(0,0) = (1,0)T.

2.4.3 Produkt- und Quotientenregel

Seien zwei Abbildungen f,g : 2 C R™ — R gegeben, die an a € 2 differenzierbar sind. Dann
ist auch das punktweise Produkt f-g:Q — R in a differenzierbar und es gilt

d(f - g)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df (a). (2.13)
Bemerke, dass f(a),g(a) € R und df(a),dg(a) € R™.
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Falls g(a) # 0, so ist auch der punktweise Quotient 5 an a differenzierbar, wobei
(1) (0 = 4@ Tt
g (9(a))

(2.14)

gilt.

Die Produktregel lisst sich auf die Kettenregel zuriickfithren. Ist ndmlich F : R? — R und
G : R" — R? mit

F(u,v) :=uv und G(x) := <£83> ,
sodass
dF(u,v) = (v,u)" und dG(x) = (%8) € M(2,n),

so gilt f - g = F o G nach Definition des punktweisen Produkts von Funktionen. Insbesondere
ist

d(fg)(z) = d(F o G)(x)

= AF(G()) - dG(x) = (?EQ) - (j’;gg) = gla) () + F(2)g/ (@)

Ganz analog lasst sich auch die Quotientenregel auf die Kettenregel zuriickfithren. Definiere
hierfir H : R? — R mit H(u,v) := %, sodass

dH (u,v) = (1, —u>T ,

v V2

und leite anschlieend die Verkniipfung H o G ab. Es ergibt sich,

d(

@ [~
=
=
Il
2
[¢]
-2
—~
~—
Il
=
—~
=
8
=
U
2
&

2.5 Stetige Differenzierbarkeit

Definition 2.8: Eine Abbildung f : @ C R — R™ heifit stetig differenzierbar, wenn alle

partiellen Ableitungen g—i’z(:n) fiir alle x € ) existieren und stetig sind. Wir definieren

Cl(Q,R") = {f : Q — R", sodass f stetig differenzierbar auf Q} (2.15)
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Bemerke, dass Abbildungen f € C!'(€,R") nach Satz 2.7 differenzierbar sind. Ist n = 1,
schreiben wir auch C(Q2).

Analog lassen sich (rekursiv) stetig differenzierbare Funktionen héherer Ordnung definieren:
Eine Abbildung heifit k-mal stetig differenzierbar (f € C¥(Q,R")), wenn f € C*~1(Q,R") und
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f stetig sind. Wir schreiben

C(Q,R") := () CF(Q,R) (2.16)
k=1
flir beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen. Wir erweitern die Schreibweise auch fiir

stetige Funktionen und bezeichnen den Raum der stetigen Funktionen von 2 nach R™ mit
C(Q,R™) :=C(Q,R").

Bemerke, dass vektorwertige Funktionen f : Q — R" genau dann k-mal stetig differenzierbar
sind, wenn alle Komponentenfunktionen f; : 2 — R k-mal stetig differenzierbar sind.

Bemerkung 2.9: Fiir alle k € NU {0} ist C*(Q,R") ein reeller Vektorraum.
Offensichtlich gilt C°(Q,R™) C --- € C1(Q,R™) € CO(Q, R™).

Satz 2.10 (Schwarz): Sei Q@ C R? und f € C*(Q,R). Dann gilt fiir alle i,k =1,...,n

8(; (aé;i) N aik (g:{) ‘ (2.17)

Die partiellen Ableitungen sind also unabhéngig von der Reihenfolge des Differenzierens.

Bemerkung: Auch wenn der Satz hier nicht bewiesen wird, sei darauf hingewiesen, dass zur
Anwendung des Satzes von Schwarz die totale Differenzierbarkeit nicht ausreicht! Man bené&tigt
die Stetigkeit der Ableitungen fiir den Beweis.

Die Aussage lésst sich leicht induktiv fiir partielle Ableitungen héherer Ordnung zeigen. Auch
hierfiir wird die Stetigkeit der partiellen Ableitung héchster Ordnung benétigt.

Beispiel Sei f:R3 — R durch f(z,y,2) := exp(xy) + zcosz definiert. Die partiellen Ablei-
tungen

of _ o of _ of _
8$(x’y7 Z) —yexp(my) Z ST, 82/ (l‘,y, Z) —SUGXp(LIZ‘y), und g(fﬁ,y,?«’) =cosxw

von f sind allesamt stetig. Somit ist f € C'(R3,R). Betrachten wir nun auch die zweiten
partiellen Ableitungen, so gilt

82 82 62

8752(37;%2) :yQGXp($y> —2COST, 8@/']20(‘1.73/72) :x2exp(a:y), aiz');(mvyvz) =0
82 62 ) 2
&Céfy(xay7z) :exp(:cy)(1+x), 8xéfz($7y72) = —Ssnwz, und ayéfz(xvyaz) =0.

Da auch diese Ableitungen allesamt global stetig sind, ist sogar f € C2(R3,R).
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2.6 Reellwertige Funktionen

Wie am Anfang des Kapitels gesehen, kann die Ableitung einer Funktion durch die dazugeho-
rige Jacobi-Matrix beschrieben werden. Fiir reellwertige Funktionen gibt es noch eine andere
Darstellungsmoglichkeit, die auf einer allgemeinen und mathematisch sehr tiefgreifenden Aus-
sage beruht, die als Darstellungssatz von Riesz bekannt ist. Sie besagt, anschaulich gesprochen,
dass zu jeder linearen Abbildung f iiber einem Hilbertraum (vollsténdiger Skalarproduktraum)
X ein eindeutiges Element y € X existiert, sodass

f(z) =(z,y) fiuralleze X

gilt. Betrachten wir beispielsweise lineare Funktionen in R, also Funktionen f : R — R mit
f(x) = maz, so lasst sich f eineindeutig mit m identifizieren, denn es gilt

flx)y=m-x=(m,x)g.

Diese Beobachtung fiihrt, im Kontext der Differentialrechnung von Funktionen in mehreren
Variable, auf den Begriff des Gradienten.

Definition 2.11 (Gradient): Sei @ C R" und f € C'(Q,R) eine stetig differenzierbare
Funktion. Die Ableitung von f an a € 2 wird durch die lineare Abbildung df(a) : R" —
R beschrieben, die auch Differential genannt wird. Im vektorwertigen Fall gehort zu einer
linearen Abbildung die Jacobi-Matrix Im skalarwertigen Fall gibt es zu df (a) einen eindeutig
bestimmten Vektor V f(a) € R", sodass fiir alle h = (h1,...,h,)"

g L (@ = (V£(0) B (2.18)

gilt. Dieser Vektor V f(a) heit (Vektor-)Gradient von f in a. Er ist durch

o f(a)
Vf(a):= : (2.19)
Onf(a)

gegeben.

Lemma 2.12: Seien f,g € C}(Q) und a € Q. Fiir den Gradienten gelten folgende Rechenre-
geln:

1. (Linearitat) Fiir alle o, f € R gilt
V(af + Bg)(a) = aVf(a) + BVg(a). (2.20)
2. (Produktregel) Es gilt

V(f-9)a) = f(a)Vy(a) + g(a)V f(a). (2.21)
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3. (Quotientenregel) Fiir alle a # 0 gilt

v (£) ()= g(@)Vf <a3(;)§<a>v9<a>.

Das folgt direkt aus den bereits bekannten Ableitungsregeln.

(2.22)

Definition 2.13: Sei I C R ein Intervall. Dann heifit eine einmal stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : I — R"™ C!'-Weg. Die Ableitung einer solchen Funktion an tq € I kann durch
den Tangentenvektor

e1(to)
(p(t) — p(to)) = : €R" (2.23)
@ (to)

1
/ .

to) =1
¢'(to) Pl r—

beschrieben werden.

Bemerkung 2.14: Im physikalischen Kontext, wenn I ein Zeitintervall beschreibt, wird statt
¢’ auch ¢ geschrieben, um die Zeitableitung von den Ableitungen beziiglich der Raumvariablen
T zu unterscheiden.

1. Beschreibt ¢(t) nun beispielsweise den Ort eines Massepunktes zu einem Zeitpunkt ¢, so
lasst sich ¢(t) als Geschwindigkeitsvektor des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ interpretieren.

2. Ist f € CH(Q) und ¢ : I — Q ein C'-Weg, so gilt
S H((0) = dF(p0)dpt) = (1 (P(0), o0 (o(1) 611
Z k() = (VF((1) , (1))

3. Sei a €  und fixiere einen Richtungsvektor v € R™ mit ||v|| = 1. Sei ¢ der C'- Weg mit
©(t) := a + tv. Betrachten wir die Ableitung der Verkniipfung f o ¢ an der Stelle t = 0,
so ergibt sich

d .
/()] = (VF(2(0)),£(0)) = (VS(a) ,v) = df (a)(v) = Dy f(a).
So lasst sich die Richtungsableitung von f an a in Richtung v auch einfach als Ableitung
der Verkniipfung f mit dem C'-Weg ¢ verstehen. Insbesondere folgt

[Dof(a)l = [(Vf(a),v)] < [[VFf(@)lo]l = [IVF(a)]-

Wie in Bemerkung 1.6 bemerkt, gilt hierbei Gleichheit genau dann, wenn v und V f(a)
linear abhéngig sind, also wenn

L Vi)
IV f ()]
Daher wird v = II%%H auch Richtung des steilsten Anstiegs und v = IIVfgggll Richtung

des steilsten Abstiegs genannt.
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Beispiel (Ableitung der Norm) Sei ||-|| : R" — R die Euklidische Norm, also die Abbildung

o\
xH(in) |
k=1

Dann ist die partielle Ableitung von |-|| gegeben durch

_1
M(x) = 27y - % <Z xi) _ Tk

oxy, =

Es folgt fiir die Ableitung der Normfunktion
1 T
|

d(l-N (@) = 7 (@1, .- 70) =

[z (el

2.6.1 Hauptsatze fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen

Satz 2.15 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R"): Seien 2 C R”
und a, b € Q. Seien auBerdem eine stetig differenzierbare Funktion f € C*(2,R) und ein C'-Weg
¢ : o, B] = Q mit (o) = a und p(5) = b gegeben. Dann gilt

8
f(0) = fla) = / (Vf(p(®),@(t))dt. (2.24)

a

Beweis. Der Satz lasst sich mittels ¢ leicht auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihren. Es
gilt ndmlich

50 = fa) = f(o(e)) = £(#(8)
B d B
— (foplla) = (Fop)®) = [ Jp/e®)dt= [ (VI(p(t), 4(0) d

« o

wobei in der zweiten Zeile der aus Analysis I bekannte Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung verwendet wurde. O

Satz 2.16 (Schrankensatz): Sei f € C1(2) und a,b € ), sodass die Verbindungsstrecke S
zwischen a und b ganz in § liegt.! Dann gilt

f6) - f@] < Mlp—al,  wobei M :=max {|Vf(@)]}, = € S}. (2.25)
Fiir vektorwertige Funktionen f € C'(Q,R™) gilt analog
1F®) = F(@) < LIb ]l wobei L := max {|Js(@)lp, 2 €S}, (2.20)
Hierbei ist ||df (x)|| := supjp =1 [|df (z)(h)|| die Operatornorm von df (z).

Bemerke, dass das Maximum in beiden Féllen wohldefiniert ist, da die Ableitung nach Vor-
aussetzung stetig ist, und deswegen das Maximum auf der kompakten Menge S annimmt.
Insbesondere ist f Lipschitz-stetig, wenn die Ableitung beschriankt ist.

'Mathematisch ausgedriickt: S := {tb+ (1 — t)a € Q fiir alle ¢ € [0,1]} C Q.
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Beweis. Die Strecke S lasst sich durch den Weg ¢(t) := a + t(b — a) mit t € [0, 1] beschreiben.
Dann gilt nach dem Hauptsatz 2.15 fiir reellwertiges f

50) - 1@l = | [ (V500), # ) at
< [ 195 et0) b~ apl s

1
< [I95®) b - all2de < 2]~ al.
0

Falls f vektorwertig ist, so gilt die erste Aussage fiir alle Komponentenfunktionen f;. Es folgt

I1f(b) — fa)||3 = Zm-(b) ~ fia)l3

< f; ([19newizac) ([ aBa) (CsU)

1
< lb=al} [ 195 ®)Fdt < M= alf:

Bemerke, dass die Gradienten V f;(x) die Spalten der Jacobi-Matrix Jy(x) sind. O

Satz 2.17 (Mittelwertsatz): Sei f € C1(Q) und liege die Strecke von a nach b in €. Dann
gibt es ein 6 € (0, 1), sodass

fb) — fla) =(Vfla+0(b—a)),b—a). (2.27)

Beweis. Betrachte die Funktion ¢ : [0,1] — R mit g(¢) := f(a 4+ 6(b — a)). Dann ist g(0) =
f(a) und ¢g(1) = f(b). Wir nutzen die aus Analysis I bekannte Taylorreihenentwicklung fiir
Funktionen in einer Variablen. In erster Ordnung gilt dann

9(1) = 9(0) + 4'(6)
fir irgendein 6 € (0, 1). Parametrisiere nun ¢ die Strecke von a nach b, also ¢ : [0, 1] — © mit
o(t) :==a+t(b—a). Dann ist g = f o ¢ und es folgt

g'(t) = df ()¢’ (t) = (Vf(a+t(b—a)),b—a)
Die zu beweisende Aussage folgt nun durch Einsetzen dieser Darstellung in obige Taylorreihen-
entwicklung von g. O

Korollar 2.18: Verschwindet der Gradient einer C'-Funktion auf einem Gebiet €, so ist die
Funktion dort konstant.

Beweis. Sei xg € € fest und wahle x € Q beliebig. Da ) zusammenhédngend ist, lassen sich

x und zg durch einen polygonalen Weg durch die Punkte xg,x1,...,2n := x miteinander
verbinden. Nach dem Mittelwertsatz 2.17 ist dann

flxo) = f(z1) = -+ = flan-1) = flan) = f(2).
Das gilt fiir beliebig gewahltes x¢ und beliebige Wege. O
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Bemerkung: Ist 2 nicht wegzusammenhéngend (und damit insbesondere kein Gebiet), so gilt
Korollar 2.18 nicht. Seien beispielsweise 21 und €25 zwei offene disjunkte Mengen (21 NQe = 0)
und Q := Q1 UQ9, so kann f: Q) — R als

1, firx e
f) = {2, fir z € Q9

gewihlt werden. Dann ist f € C1(Q), Vf(z) = 0 auf ganz (2, aber f ist nicht konstant.

2.6.2 Taylorreihen und Taylorentwicklung

Erinnerung Fiir ein Gebiet Q C R” und eine Funktion f € C¥(Q) ist das k-Ableitung von
fan z € Q (auch: das Differential k-ter Ordnung von f an x) gegeben durch die Abbildung
DW) f(z) : R™ — R mit

DW f(z)h = D f(2)(h) = d(d(-- (df (z)) ) ) b (2.28)

k—mal

Satz 2.19 (Taylor-Formel): Sei f € C*1(Q) und » € Q. Dann gilt mit § > 0 fiir alle
h e Ks(z) CQ

k
fl@+h)=f@)+> ;'D(j)f(x)hj + Ri(z + h, z) (2.29)
j=1""

wobei der Restterm gegeben ist durch

1

mit 7 € (0,1).

Beweis. Wie so oft fiihren wir den mehrdimensionalen auf den eindimensionalen Fall zurtick.
Sei also ¢ : [0,1] — Q der Weg mit ¢(¢) := x + th und definiere ¢ : [0,1] — R als Verkniipfung
f o . Dann gilt g(0) = f(z) und g(1) = f(x + h), und insbesondere ist g € C**1(]0,1]) als
Verkniipfung zweier C**1-Funktionen. Somit haben wir nach der Taylor-Formel fiir reellwertige
Funktionen in einer Variablen

k
9(1) = g(0) +; ;!g(k)(O) S(1-0) + Gt 1)!g(k+1)(T)(1 —0)k+! (+)

fur ein 7 € (0,1).

Nun ist

gV () = DU (fop)(t) = f'(p()#'(t) = f'(i2(t))h,
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und deswegen induktiv fir n > k + 1

g™ (1) = DW(f o @)(t) = DW(F" D (p(t))h) = fT (p(1))h",
sodass (x) dquivalent ist zu

k

[+ h) = f@)+ 3 jl!f@ ()1 +

fED (2 4+ Th)RFHL O
Jj=1 )

(k+1)

Bemerkung: Die Taylor-Formel ldsst sich auch auf vektorwertige Funktionen verallgemeinern.
Der Beweis folgt ebenso aus dem eindimensionalen Fall. Allerdings muss dabei die Ordnung
der partiellen Ableitungen mitgefiihrt, und die Kettenregel fiir partielle Ableitungen verwendet
werden. Das ist an und fiir sich nicht schwieriger, erfordert aber eine etwas angepasste Notation
und die Verwendung sogenannter Multiindizes.

Beispiele Sei f: R? — R die Funktion mit f(x,y) := exp(xy). Wir suchen die Taylorreihen-
entwicklung der zweiten Ordnung fiir h = (hq, h2) € R? im Punkt 0 € R?. Es gilt:

f(h1,ha) = £(0,0) + df(0,0) (8) + %D(Q)f(o, 0)h? + Ry (h,0).

Dabei ist die zweite Ableitungen gegeben durch die Hesse-Matriz (die Jacobi-Matrix der ersten
Ableitung)

@) O f
TiOTk ) 1< k<o
Sie berechnet sich, wie sich zweite Ableitungen gewohnlich berechnen, als Ableitung der ersten
Ableitung von f. Da

df (z,y) = (yexp(zy), = exp(zy))
ist also
D(2)f(:c,y) _ ( %(%y) 69?125;;2 (x,y)) _ <( y? exp(zy) (1+2xy) exp(wy)) .

s (z,v) gimg(l', ) 1 + zy) exp(zy) z? exp(zy)

Oxo0x1

Berechnen wir die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung an 0 € R?, so gilt also an h € R? die
Taylordarstellung

1
f(h)=1+0+ h <‘1) é) “h + Ra(h,0)

=1+ hihy + RQ(h,O)

Man bemerke, dass es sich bei Ableitungen um vektorwertige Funktionen handelt. Deswegen
bedeuten die Multiplikationen in der Taylorreihendarstellung wieder Skalarmultiplikationen in
den entsprechenden Raumen.
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Sei nun f : R? — R mit f(z,y) := sin(z + 2y). Dann sind die Ableitungen bis zur Ordnung 2
gegeben durch

0 0
L () = cos(a +29), o (2.9) = 2c0s(a +2)
82 . 82 '
873{(% y) = —sin(z + 2y), ayJ;(a:, y) = —4sin(z + 2y),
sowie
0% f 0% f

(x,y) = —2sin(z + 2y) = (z,y).

0xdy Oyoz
Damit lautet die Taylorreihenentwicklung von f an der Stelle h € R%2 um 0 € R?

F(h) = 0+ hy + 2hs + Ry(h, 0).

2.7 Lokale Extrema
Definition 2.20: Eine Funktion f : @ C R® — R hat in a €  ein lokales Minimum
(respektive lokales Mazimum), falls ein 6 > 0 existiert, sodass

fla) < f(x) (beziehungsweise f(a) > f(z)) (2.31)

fir alle x € Ks(a) gilt. Ist a lokale Minimal- oder lokale Maximalstelle, so heifit a lokale
Extremalstelle.

Definition 2.21: Sei Q C R™ und f € C'(£2). Dann heifit a € Q stationdrer (oder kritischer)
Punkt von f, wenn
Vi(z)=0 (2.32)

gilt.
Satz 2.22: Ist Q C R™ und f € C*(Q) und ist a € ) eine lokale Minimalstelle, so gilt
f(a)=0 und f"(a) >0 (2.33)
beziehungsweise
f'(a)=0 und f"(a) <0, (2.34)
wenn a eine lokale Maximalstelle ist.

Erfiillt auf der anderen Seite eine Funktion die Bedingungen
f(a)=0 und f"(a) >0 (2.35)
beziehungsweise

f(a)=0 und f"(a) <0, (2.36)
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so ist a eine lokale Maximal- beziehungsweise Minimalstelle. Die obere Aussage gibt somit
ein notwendiges Kritierium, die untere ein hinreichendes Kriterium fiir Extremalstellen an.
Hierbei schreiben wir f”(a) > 0 (f"(a) > 0), wenn die Hesse-Matrix positiv (semi-)definit und
f"(a) <0 (f"(a) <0), wenn die Hesse-Matrix negativ (semi-)definit ist. Ist die Hesse-Matrix
weder positiv noch negativ semi-definit (also indefinit), so ist a keine Extremalstelle von f.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die notwendigen Bedingungen. Da min f(z) = — max — f(x) ist,
genugt es, den Beweis fir das Minimum zu fiihren.

Sei h € R™ fixiert und definiere g : (—¢,e) — R durch

g(t) := fla+th),

wobei a die lokale Minimalstelle von f ist. Dann gilt fiir € hinreichend klein, dass

g(t) = fa+th) = f(a) = g(0),

nach Definition der lokalen Minimalstelle. Da dies fiir alle t € K.(0) gilt, ist 0 eine lokale
Minimalstelle von g. Deswegen gilt nach Analysis I

g'(0)=0 und ¢"(0) > 0.
Die Forderungen sind nach Definition von g und Kettenregel dquivalent zu
(Vf(a),h)=0 und (h,Hf(a)h) > 0.
Beide Aussagen gelten fiir beliebige h, weswegen V f(a) = 0 und H f(a) > 0 gelten muss.

Der Beweis der hinreichenden Bedingungen sei nur skizziert: Nehmen wir an, die Hesse-Matrix
von f an a sei positiv definit. Wir bezeichnen mit Any;, ihren kleinsten Eigenwert. Dann gilt

(h,Hf(a)h) > A||h|?

(siehe Lineare Algebra). Nun ldsst sich zeigen, dass die Hesse-Matrix von f auch in einer
hinreichend kleinen Kugel um a positiv definit sein muss und daher

(h,Hf(z)h) > %HhHQ fiir x € Ks(a)

und alle h € R™ und § > 0 hinreichend klein. Akzeptiert man diese Aussage, so folgt aus der
Taylorreihenentwicklung. Es gilt

A
>

> NP + Ro(a + hya).

1
fla+h)— f(a)=Vf(a)h+ E(h,Hf(a)M + Ro(a+ h,a)
=0
Der Restterm beinhaltet Potenzen grofler 2 von h und geht damit fiir A — 0 schneller gegen
Null als die anderen Terme niedrigerer Ordnung.? Damit ist fiir hinreichend kleines h die rechte
Seite strikt positiv. Es gilt also

fla+h)— f(a) >0

flr hinreichend kleine h, weswegen a lokale Minimalstelle von f sein muss. O

2Man sagt auch: Der Restterm ist von Ordnung O(h?). Diese O ist ein sogenanntes Landau-Symbol.
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Bemerkung: Zur Erinnerung: Eine Matrix symmetrische A € M (n,n) ist positiv definit, wenn
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Es gilt (z,Az) > 0 fir alle z € R mit « # 0.
2. Alle Eigenwerte der Matrix sind positiv (insbesondere reell).
Eine positiv semi-definite Matrix hat entsprechend nicht-negative Eigenwerte.

Fiir negativ (semi-)definite Matrizen gelten die entsprechenden Aussagen mit umgedrehten
Relationszeichen.

Beispiele

1. Sei f:R? — R mit f(x,y) := 2% + y? + 2y + 1. Wir suchen die lokalen Extremalpunkte
von f. Dazu berechnen wir

of of
%f%—l—y und 8y—2y+x.

Nun muss also gemé8 (2.32) 2x + y = 2y + x = 0 sein. Dies ist nur fiir den Punkt (0, 0)
erfiillt, der also der einzige kritische Punkt ist. Wir bilden die Hesse-Matrix von f

H(2.y) = HJ(z.y) = (f §>.

Sie ist konstant, insbesondere ist H f(0,0) = (2 }). Entweder weif man nun, dass strikt
diagonal dominanten Matrizen positiv definit sind, wenn ihre Diagonalelemente positiv
sind, oder man uberpriift, dass

(h, Hf(x,y)h) = 2h3 + hihg + hohy + h3 = (hy + ha)? + h? + h3 > 0

fir alle h = (hi, he) # 0. Also ist die Hesse-Matrix stets positiv definit, insbesondere ist
(0,0) ein Minimalpunkt von f.

2. Sei f:R? = R mit f(z,y) = 23 + 3y — y> — 3z. Die partiellen Ableitungen von f lauten

of ) of 2

— =3z"-3 d — =-3 3.

O x un By Y-+

Dieses quadratische Gleichungssystem in zwei Variablen hat die vier Nullstellen (—1, —1),

(—1,1), (1,—1) und (1,1). Die Hesse-Matrix von f lautet

H () = (65” _%y> .

Setzen wir die vier kritischen Punkte ein, finden wir direkt, dass die Punkte (—1,—1)
und (1, 1) Sattelpunkte von f sein miissen. An (1, —1) ist die Matrix positiv definit und
f nimmt somit an (1, —1) ein lokales Minimum an. Analog ist H f(—1, 1) negativ definit,
sodass f an dieser Stelle ein lokales Maximum annimmt.
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Man kann die kritischen Punkte im Plot
rechts gut erkennen. Es fillt insbesondere
auf, dass die Sattelpunkte aus z-Richtung
eine andere Charakterisierung haben als
aus y-Richtung: Liefe man von der Mini-
malstelle gerade auf die Sattelpunkte zu,
so befénde sich an dieser Stelle lokal der
hochste Punkt des Wegs. Von der Maxi-
malstelle aus kommend sind die Sattel-
punkte jedoch lokale Minimalstellen. Die-
se ambivalente Charakterisierung ist ty-
pisch fiir Sattelpunkte.

Bemerkung 2.23: Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f : R? — R gilt:

1. Die Hesse-Matrix H f(z,y) an (x,y) ist genau dann positiv definit, wenn det H f (z,y) > 0
und Oy f(z,y) > 0.

2. Die Hesse-Matrix H f(z,y) an (x, y) ist genau dann negativ definit, wenn det H f(z,y) > 0
und Oy f(z,y) < 0.

3. Ist die Determinante der Hesse-Matrix an (z,y), so hat sie dort einen Sattelpunkt.

2.8 Der Satz von der Umkehrabbildung und der Satz iiber implizite
Funktionen

Aus der linearen Algebra wissen wir, wann und wie wir lineare Gleichungssysteme Az = 0 mit
m Gleichungen und n Unbekannten 16sen kénnen. Falls n > m ist, werden zum Beispiel mit
Hilfe des Gau3-Verfahrens die Gleichungen sukzessive nach den einzelnen Variablen aufgelost.
Auflerdem kennen wir die Struktur der Losungsmenge des Gleichungssystems: Im homogenen
Fall besitzt sie die Struktur eines linearen Unterraums, im nicht-homogenen Fall die eines
affinen Unterraums. Die gleichen Fragen nach der Losbarkeit lassen sich auch fiir nichtlinea-
re Gleichungssysteme stellen. Hier ist jedoch zunéchst vollig unklar, ob ein System mit m
nichtlinearen Funktionen und n Unbekannten tiberhaupt Losungen besitzt, wie die Struktur
der Losungsmenge aussieht und von wie vielen Parametern die Losungsmenge abhiangt. Um
diese Fragen zu beantworten, versuchen wir ebenso wie im linearen Fall, Gleichungen nach
verschiedenen Variablen aufzulésen.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion f : R? — R mit f(x,y) = 22 +y? — 1. Die Nullstel-
lenmenge S dieser Funktion beschreibt den Kreis (genauer: den Rand des Kreises) mit Radius
1 um den Nullpunkt in der reellen Zahlenebene. Nun lésst sich die Gleichung 2 + > —1 =0
nach y auflésen. Dabei erhalten wir
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y=+V1-—22 i

S
Definieren wir also die Funktionen ¢, ¢_ : [—1,1] — R mit
or(x) :=+V1+22 und - = —V1+ 22,
-1

so beschreiben die Graphen dieser beiden Funktionen jeweils
einen Teil der Losungsmenge S. Beide Funktionen ¢4 und
w_ sind lokale Auflosungen der Gleichung f(z) = 0. Eine
globale Auflésung gibt es hier jedoch nicht.

Bevor wir zur entscheidenden Aussage dieses Abschnitts, dem Satz iiber Implizite Funktionen,
kommen, der diese Beobachtung mathematisch beweist, fiihren wir zunéchst wichtige Defini-
tionen ein.

Definition 2.24 (Diffeomorphismus): Seien U,V C R" zwei Gebiete. Eine Abbildung
f U — V heifit Diffeomorphismus zwischen U und V , wenn f eine stetig differenzierbare
Abbildung ist, deren Umkehrabbildung f~! : V — U existiert und ebenfalls stetig differenzier-
bar ist. Die Funktion f heifit C*-Diffeomorphismus zwischen U und V, wenn f und f~' beide
k-mal stetig differenzierbar sind.

Diffeomorphismen heiflen auch Koordinatentransformationen.

Satz 2.25: Seien U,V C R™ und f : C*(U,V) ein C*-Diffeomorphismus. Dann ist die Jacobi-
Matrix J¢(x) an jeder Stelle v € U invertierbar. Fiir die Jacobi-Matrix der inversen Funktion
1V = U gilt mit y = f(z) € V die Identitét

(Jr ) = (Jp(x) . (2.37)

Beweis. Da f~' o f = idy und die Jacobi-Matrix der Identitit die Einheitsmatrix ist, gilt

1 0
. =J(fHo f)=J(fH(f(2))) Jp(x)
0 1
nach Kettenregel. Die Jacobi-Matrix der Umkehrabbildung f~! ist nach Voraussetzung inver-
tierbar. Die Aussage folgt nun aus der Eindeutigkeit der Inversen einer Matrix. O

Bemerkung 2.26: Aquivalent zur Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix J¢(z) von f an x ist
die Aussage, dass das Differential df (x) von f in x also fiir alle x € U ein Isomorphismus ist.
Der Satz 2.25 liefert eine Moglichkeit zur Berechnung der Ableitung der inversen Abbildung,
ohne die inverse Abbildung selbst bestimmen zu miissen.

Beispiel (Koordinatentransformation in der Ebene) Seien die Menge U := (0, 00) X (—m,7)
und V := R?\ {(2,0), = < 0} gegeben.® Wir definieren f : U — V als die Abbildung, die

3V ist also die reelle Zahlenebene ohne den nicht-positiven Teil der x-Achse.
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Polar- in kartesische Koordinaten transformiert, also

ﬂwy(ﬁf6$®. (2.39)

Die Umkehrabbildung zu f ist durch f=!:V — U mit

fHax,y) = (r) = ( v +%2> (2.39)

© arctan ()

gegeben. In der Tat ist f~! aufgrund der Einschrinkung in V' wohldefiniert. Beide Abbildungen
sind beliebig oft stetig differenzierbar, sodass f ein C*°-Diffeomorphismus ist.

Betrachten wir nun die Ableitungen. Die Jacobi-Matrix von f lautet

__[cosp —rsing
Jf(r’¢)<sincp rcosg0>'

Thre Inverse lasst sich mithilfe der bekannten Regel fiir 2x2-Matrizen bestimmen. Sie lautet

_ 1 (rcos 7 sin
1+ 12 ¥
<hmw>—rﬁﬂw,mw>.

Berechnen wir die Ableitung der Umkehrabbildung f~!, finden wir

J (f_l(:n,y)) _ (\/x§;ry2 \/x2z+y2) .

- x2 +y2 x2 +y2

Die Matrizen J(f~1(z,y) und (J¢(r, @))_1 stimmen also tatsdchlich tiberein.

Satz 2.27 (Satz von der Umkehrabbildung): Sei Q@ C R” und f € CF(Q), wobei die
Jacobi-Matrix J¢(a) von f an einem Punkt a € Q invertierbar sein soll. Dann gibt es eine
Umgebung U C Q) von a und eine Umgebung V von f(a), sodass die Restriktion von f auf U

f‘U: U—-V mit f‘U(x) = f(x)
ein C*-Diffeomorphismus zwischen U und V ist.

Beweis. Der Beweis ldsst sich in der angegebenen Literatur nachlesen. Der Satz von der Um-
kehrabbildung (inversen Funktion) ist ein Korollar des nachfolgenden Satzes iiber implizite
Funktionen 2.28. O
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Beispiel Sei f:R? — R? durch

[+ y+exp(z)
fay) = (ﬂf +y+ exp(y)>

definiert. Die Jacobi-Matrix von f lautet

(14 exp(z) 1
i@ y) = ( 1p 1+ exp(y))

und ist somit am Punkt (0,0) invertierbar. Da f € C°°(R?), existiert nach Satz 2.27 eine Umge-
bung U um den Ursprung und eine Umgebung V um f(0,0) = (1, 1), sodass die Einschrénkung
von f|U: U — V ein C*°-Diffeomorphismus ist. Nach Satz 2.25 gilt auflerdem

-1
J(f—l(l,l)) = (J;(0,0)"! = (? ;) = % <_21 _21> :

Obwohl wir also dieses Wissen {iber die Umkehrabbildung der Einschrankung von f auf U
haben, ist eine explizite Darstellung dieser Umkehrfunktion nicht bekannt.

Satz 2.28 (Satz iiber Implizite Funktion (IFT)): Sei Q) C RPxR™ offen und die Funktion
f:Q — R™ k-mal stetig differenzierbar. Sei (z,y) € Q eine Nullstelle der Funktion f, und es
gelte die Bedingung

Ofi

0 # det (
7 Oy,

(z, y)) I<i<m ® (2.40)
1<k<m
Die letzten m Spalten der Jacobi-Matrix seien also linear-unabhéngig. Dann gibt es Umge-
bungen U C Q von (z,y) und V C RP von & und eine eindeutige Funktion ¢ € C*(V,R™),
sodass
f@,y) =0 <= y=9p(z) (2.41)

fiir alle (x,y) € U gilt. Das Gleichungssystem f(x,y) = 0 ldsst sich also lokal eindeutig nach y
auflésen. Die Lésungsmenge von f wird lokal durch den Graphen von ¢ beschrieben. Auflerdem
gilt fiir die partiellen Ableitungen von ¢ und alle x € V

D ~ (Ofk - Ofi
(ami(x))lglgm = <ayl(‘rv @(x))>1<k<m : <81:i (z, Sﬁ(x)))lgkgm. (2.42)
1<i<p 1<i<m 1<i<p
Beweis. Der Beweis ldsst sich in der angegebenen Literatur nachlesen. O

Bemerkung 2.29: Durch f(z,y) = 0 ist die lokale Auflésungsfunktion ¢ implizit gegeben.
Sie lasst sich jedoch nicht immer explizit angeben. Nichtsdestotrotz liefert das Theorem eine
fundamentale Moéglichkeit, die Existenz von Ldsungen nichtlinearer Gleichungssysteme nach-
zuweisen.
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Beispiel Sei f:Q C R? x R — R die Funktion mit
fla1,@2,y) == af + dw139 + y° — 339y” — 3.

Durch scharfes Hinsehen finden wir die Nullstelle (1,1,1) von f. Die partielle Ableitung von f
nach y ist durch

of
“J — 9y —
dy (x1,22,9) y — 6x2y

gegeben, sodass 2—5(1, 1,1) = —4 # 0. Damit lasst sich die Funktion f nach Satz 2.28 lokal
eindeutig nach y auflosen. Es existieren also Umgebungen U von (1,1,1) und V von (1, 1) sowie
eine eindeutige Funktion ¢ : V C R? — R, sodass

f($17$27 (;0(:17171:2)) =0

fiir alle (x1,x2) € V gilt. Berechnen wir die partiellen Ableitungen von f an (1,1,1) beziiglich
der beiden z-Komponenten, so finden wir

of a2 of _
. (x1,x2,y) = 327 + 4o = o, (1,1,1)=7
of a2 of _
R (x1,x2,y) =421 — 3y = s (1,1,1) = 1.

Damit ist die Ableitung von ¢ gemé8 (2.42) an (1, 1) gegeben durch

(%(m,m%iﬁ(m,m)) =- <g£(1,1,1))1 ((%(1’1,1),552(1,1,1)) = <Z,i) .

Bemerke: Die Ableitung von ¢ existiert nicht nur an (1, 1), sondern fiir alle Punkte in einer
Umgebung um (1,1).

Parametrisierung von Losungsmannigfaltigkeiten

Definition 2.30: Sei f: Q@ C R” — R™ k-mal stetig differenzierbar und 1 < m < n. Die
Nullstellenmenge
N:={zeQ, f(z)=0} (2.43)

heiit Losungsmannigfaltigkeit von f, falls N # () ist und die Jacobi-Matrix Jf(z) an jedem
x € N vollen Zeilenrang hat. Die Gradienten der Komponentenfunktionen V fi(x), ...,V fi,(z)
miissen also fiir alle z € N linear unabhéngig sein.

Sei nun f : @ C R® — R™ eine Funktion mit Losungsmannigfaltigkeit N und ¢ € N. Dann
hat J¢(c) vollen Zeilenrang. Da Spaltenrang gleich Zeilenrang ist, gibt es also m linear unab-
héngige Spalten in der Jacobi-Matrix J¢(c). Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, das seien die letzten m Spalten der Matrix (andernfalls sortieren wir um). Dann
schreiben wir die Losungsmannigfaltigkeit als

N = {(z.y) € R" xR, f(a,y) =0},
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wobei n — m > 1. Nach Definition ist dann

det <§§k (c)> £,

Der Satz iiber Implizite Funktionen liefert uns nun die lokale Parametrisierung der Losungs-
mannigfaltigkeit: Wir kénnen das Gleichungssystem f(x,y) = 0 in einer Umgebung W von ¢

nach den letzten m Variablen y1, ...,y eindeutig auflésen, sodass
yl = Spl(xla e 7xn—m)
ym - @m(x:h cee 733n—m)7

wobei @1, ..., m CF-Funktionen in einer Umgebung U von x sind.

2.9 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Wenn an die Suche nach lokalen Extremstellen Nebenbedingungen gestellt werden, ist klar, dass
die in Satz 2.22 gegebenen hinreichenden und notwendigen Bedingungen nicht ohne Weiteres
ibertragbar sind. Beispielsweise nimmt die konvexe Funktion f(z) = x auf [1,2] ihr striktes
globales Minimum in = 1 an. Dabei gilt weder f’(1) = 0 noch f”(1) > 0. Die Suche nach
lokalen Extremalstellen unter Nebenbedingungen unterscheidet sich also grundlegend von der
unrestringierten Suche.

Im Folgenden sei Q C R™ ein Gebiet und f1,..., f,, € C1(Q) und g € C*(2), wobei m < n.
Definition 2.31: Definiere
N:={ze€Q, filz)=0firallei=1,...,m}

die gemeinsame Losungsmenge der f;. Ein Punkt «* € N heifit lokale Minimalstelle (lokale
Mazimalstelle) von g iiber N, wenn fiir alle z € N N K (z*)

g(z*) < g(x) (beziehungsweise g(z*) > g(z)) (2.44)
gilt. Die Gesamtmenge dieser lokalen Minimal-/Maximalstellen heifien lokale Eztremalstellen

von g unter den Nebenbedingungen fi =---= f,, =0.

Satz 2.32 (Notwendige Bedingung fiir Extremalitét): Sei N eine Lésungsmannigfal-
tigkeit und habe g an der Stelle z* € N ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen
fiy--y fm = 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte \1,...,\,, € R (sogenannte Lagrange-
Multiplikatoren), sodass

Vo) = YAV, (2.15)
j=1

m
Die Funktion g — ) A\;V f; hat an z* einen kritischen Punkt.
j=1
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Beweis. Da m < n ist, konnen wir die alle z € € wieder aufspalten in die ersten n — m und
die letzten m Komponenten, sodass

N = {(z,y), fi(z,y) =0},

wobei mit z = (z1,...,%n—m) die ersten n — m und mit y = (y1, ..., yn) die letzten m Kom-
ponenten von z bezeichnet werden. Da N nach Voraussetzung eine Loésungsmannigfaltigkeit
ist, konnen wir wie im Anwendungsbeispiel des letzten Abschnitts vorgehen. Fir z* = (z*, y*)
existieren also, als Konsequenz des Satzes iiber Implizite Funktionen 2.28, zwei Umgebungen
U CR*™xR™ von (z*,y*) und V C R ™ von z* sowie eine Funktion ¢ € C(V,R™), sodass

f(@,y) =0 <= y=p(x)
fir alle (z,y) € U. Bemerke, dass auflerdem y* = ¢(z*) gilt.

Wir betrachten nun die Funktion g : V- C R"™™ — R mit g(z) := g(z, ¢(z)). Nun hat g nach
Voraussetzung ein lokales Extremum in (z*, y*), weswegen

9(z") = g (2%, p(27)) = g(«",y") < g(x,y) = g(z, p()) = g(x)

fiir alle (z,y) € NN K ((*,y*)) gilt. Also hat g = g(-, ¢(+)) eine lokales Extremum in z*. Ins-
besondere verschwinden die partiellen Ableitungen von g an z*. Es gilt somit nach Kettenregel

n—m-4j

0=

firallei=1,...,n —m.

Des Weiteren sei f; : V. — R fiir i = 1,...,m definiert durch f;(z) := fi(z,¢(x)). Dann
gilt f; = 0 nach Definition der Losungsmann1gfalt1gke1t Die Funktion f; ist also konstant,
weswegen ihre partiellen Ableitungen null sind. Es gilt also

0=
) = G *Zanmﬂ VG2 a)
firallei=1,...,n—mund alle k = 1,..., m. Fir die Vektoren

gilt also nach obigen Uberlegungen

0= (v, Vg(z*,y")) und 0= (v, Vr(z",y"))

fir £ = 1,...,m. Die Vektoren Vg(z*,y*) und Vfi(z*,y*),..., Vfm(z*, y*) liegen also im
Annhililator W+ von W := span{vy,...,v,_m}, wobei

Li={weR", (w,v) =0 firalleve W}
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Aus der Definition der v; folgt direkt ihre lineare Unabhéngigkeit, sodass dimU = n — m.
Deswegen ist dim U+ = n — dim U = m. Da nach Voraussetzung und Definition einer Lésungs-
mannigfaltigkeit die m Vektoren V f;(x*, y*) linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von
U~. Wir koénnen also jeden Vektor aus U+ eindeutig als Linearkombination der V f; darstellen.
Das gilt insbesondere fiir Vg(z*, y*) € U, also

Vo™, y") = Y MV fi(a",y")
k=1

mit eindeutig bestimmten Ay, ..., Ap,. ]

Satz 2.33 (Hinreichende Bedingungen fiir Extremalitét): Seien Funktionen fi,..., fn,
und g nun C%-Funktionen auf €. Sei auerdem N wieder eine gemeinsame Losungsmannig-

faltigkeit der f;. Angenommen, es existieren Lagrange-Multiplikatoren A1,..., A\, und eine
Funktion G : Q@ — R™ mit

G(2) = a(z) — S mAss(2). (2.46)
=1

die an einem Punkt z* € Q) folgende Bedingungen erfiillt:
1. Es gilt
VG(z") = 0; (2.47)

2. fiir alle Vektoren v € R™ \ {0}, die senkrecht auf den Gradienten V f;(z*) stehen, also
, N
vespan{Vfi(z*), i=1,...,m} ", gilt

(v, DAG(z*)) >0 (beziehungsweise (v, D®)G(z*)v) < 0) (2.48)

Dann ist z* € N eine lokale Minimalstelle (beziehungsweise lokale Maximalstelle) von g unter
den Nebenbedingungen fi =--- = f,, = 0.

Beispiel Gegeben sei die Funktion g : R? — R mit g(z,%) := xy + 14. Wir suchen
min x,
i, 9(z,y) |
wd.N. (z,y) € {(z,y) €R*: 22 +¢* — 18 =0}
Die Nebenbedingungen werden also durch die Nullstellenmenge N der Funktion f : R?> — R

mit f(z,y) := 22 +y?— 18 beschrieben. Bemerke, dass die Funktion g eine lokale Extremalstelle
an (0,0) hat, da Vg(0,0) = 0. Diese lokale Extremalstelle liegt jedoch nicht in N.

Nehmen wir an, dass eine Stelle (z*,y*) € N existiert, an der g ein lokales Extremum hat.
Dann muss an dieser Stelle Bedingung (2.45) erfiillt sein. Bestimmen wir also zunachst die
Gradienten von g und f. Wir haben

Vy(z,y) := (y) und Vi(z,y):= (233) ,

x 2y
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sodass an (z*,y*)
Vg(z*,y") = A\Vf(z",y*) = (", .
¥ =2\y

gelten muss. Bemerke, dass A € R liegt. Aus beiden Bedingungen folgt

2% 2y*

am moglichen Extremalpunkt (z*,y*). Da der Punkt auch Nullstelle von f sein muss, muss
also
0=a?+y?—18=222—18 <= 22=9

sein. Diese Bedingung wird von den vier kritischen Punkten
21 = (—3,-3), z9 = (—3,3), z3 = (3,-3), und za = (3,3)

erfiillt. Je nach Wahl ist dann A = % oder \ = —%. Insbesondere sehen wir, beispielsweise fiir

z3 = (3,—3), dass
Vg(3,-3) = (;’) = —% (_66> — AV /(3,-3).

Uberpriifen wir nun Bedingungen (2.47) und (2.48). Sei dafiir G := g — Af. Dann ist

_(y— A2z
sodass tatsichlich VG(z;) =0 fir i = 1,2, 3,4.

Zur Uberpriifung von (2.48) bestimme die Hesse-Matrix von G' als

HG(z,y) = <_12/\ _12)\> i

Betrachten wir den Punkt z; = (—3,—3). Hier ist A\ = % Zunéchst miissen wir die Vektoren
bestimmen, die senkrecht auf dem Gradienten von f an z; stehen. Nun ist

0= (v,Vf(-3,-3)) — —6v1 + —6v2 =0 = v] = —Ug.

Da nun fiir v = (vy, —v1)T # 0

(v,HG(z1)v) = (v1 —vl) <_11 _11> (_vzl}l> = —4v <0

gilt, ist z; = (=3, —3) eine lokale Maximalstelle von g unter den Nebenbedingungen N.

Auf analogem Weg findet man, dass auch z4 eine lokale Maximalstelle ist, und dass zy und
z3 lokale Minimalstellen von g unter den Nebenbedingungen N sind. Die Funktionswerte an
den Maximalstellen betragen g(—3,—3) = ¢(3,3) = 23, an den Minimalstellen g(—3,3) =
9(37 _3) = 5.
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Im Bild ist der Graph der Funktion g geplottet. Die durch die Nullstellenmenge von f gegebene Re-
striktionsmenge ist rot dargestellt. Die zulédssige Menge des Optimierungsproblems ist also die Menge
aller Punkte (7,y,2) € R3, die im Graphen von g liegen, und deren ersten beiden Komponenten eine
Nullstelle von f bilden. Im Plot entspricht das der roten Linie im Graphen von g. Die Extremalpunkte
des restringierten Optimierungsproblems sind gekennzeichnet.
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Kapitel 3
Integralrechnung in R”

In diesem Kapitel schauen wir uns Verallgemeinerungen des Riemann-Integrals fiir Funktio-
nen in mehreren Variablen an. In der Schule wurde das Integral anschaulich als Flacheninhalt
der Fldche unterhalb eines Funktionsgraphen eingefiihrt. Wir mochten deswegen versuchen,
einen Integralbegriff einzufiihren, der in natiirlicher Weise die Begriffe , Fldcheninhalt* und
»,Volumen“ verallgemeinert. Insbesondere soll die Berechnung des Integrals von elementargeo-
metrischen Objekte (wie etwa Quadraten, Kreisen, Kegeln, Kugeln, Zylindern, ...) den gleichen
Wert liefern wie die Berechnung des Flidcheninhalts/Volumens der Objekte nach den aus der
Schule bekannten Formeln.

Um dem gerecht zu werden, werden folgende Bedingungen an einen Integralbegriff gestellt:

1. Der Integralbegriff soll monoton sein: Ist A also eine Teilmenge von B, so fordern wir,
dass das Integral iiber A kleiner oder gleich dem Integral iiber B ist.

2. Das Integral iiber ein Objekt soll translationsinvariant sein. Man muss das Objekt also
verschieben konnen, ohne dass sich das Integral andert.

3. Der Integralbegriff soll in natiirlicher Weise die Berechnungsformeln fiir den Flécheninhalt
von Rechtecken und Quadern in 3 Dimensionen verallgemeinern.

4. Das Integral soll o-additiv sein. Das bedeutet, das Integral iiber die Vereinigung ab-
zahlbar vieler paarweise disjunkter Mengen entspricht der Summe der Integrale iiber die
einzelnen Mengen. Nimmt man also beispielsweise n zweidimensionale Objekte, die sich
nicht tiberlappen, soll der Flacheninhalt der Vereinigung all dieser Mengen der Summe
der Flacheninhalte der einzelnen Objekte entsprechen.

Es lasst sich nun recht einfach beweisen, dass sich solch ein Integralbegriff nicht wohldefinieren
lasst. Es gibt also keine Funktion p : P(R™) — [0, 00] mit den vier genannten Eigenschaften.
Der entscheidende Punkt ist hier die Wahl des Definitionsbereiches: Einen Integralbegriff auf
beliebigen Teilmengen der reellen Zahlen schaffen zu wollen, ist zu ambitioniert. Wir miissen
uns also auf bestimmte Teilmengen des R™ beschrinken. Betrachten wir nur bestimmte be-
schrankte Teilmengen des R™, fithrt das auf den Begriff des sogenannten Jordan-Volumens.
Diesem historisch lange Zeit etablierten und geometrisch leicht zugénglichen Integralbegriff
steht der modernde Begriff des Lebesgue-Integrals gegeniiber. Letzterer ermdoglicht die sinn-
volle Definition eines Integrals auf einer deutlich gréfieren Klasse von Mengen und erlaubt
hierbei insbesondere auch unbeschrinkte Mengen. Auch besitzt das Lebesgue-Integrals bessere
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Figenschaften als das Riemann-Integral. Die Einfithrung ist jedoch technisch viel schwieriger
und aufwandiger. Deswegen beschéftigen uns hier mit der ersten, urspriinglichen Variante, dem
Jordan-Volumen.

3.1 Das Riemann-Integral auf Quadern

Fithren wir also zunéchst einen Integralbegriff in m Dimensionen ein, der die Flacheninhalts-
berechnungen tiber Rechtecken/Volumenberechnungen iiber Quadern in 3 Dimensionen verall-
gemeinert.

Definition 3.1: Seien eine natiirliche Zahl n > 1 und reelle Zahlen a, ..., ay, b1,...,b, mit
a; < b; fur alle i = 1,...,n gegeben. Als abgeschlossenen n-dimensionalen Quader bezeichnen
wir die Menge

Q = a1,b1] X -+ X [an,bp] :={x € R", a; <x; <b; firallei=1,...,n} (3.1)
und als offenen n-dimensionalen Quader bezeichnen wir die Menge
Q° = (a1,b1) x -+ X (ap,bp) :={x €R", a; <z < b; firallei =1,...,n}. (3.2)

Das Volumen der Quader ist durch
vol(Q) := vol(QO) = H\bl — a
i=1
definiert.

Definition 3.2: Sei @ ein offener oder abgeschlossener Quader. Fiir jedes k € {1,...,n} heifit
Zy = {ap = 0 < -+ < Tp A = i) (3.3)

Zerlegung von |ay, by] und wir bezeichnen das n-Tupel von Mengen
Z = (Z1,...,Zp) (3.4)

Zerlegung des Quaders Q. Sei o = (v, ..., ) ein n-Tupel von Indizes mit oy, € {1,..., A(k)}
far alle k = 1,...,n. Dann ist

Qa = (xl,oafl - 1'1,041) Xoeee X (mnvanfl o mn,an) (35)

der zu a gehorende offene Teilquader von (). Um zu kennzeichnen, dass der Quader @, zur
Zerlegung Z des Quaders ) gehort, schreiben wir

Q. C Z.

Bemerke, dass die Wahl der « von der Wahl der Zerlegung Z abhéngt.
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Bemerkung 3.3: Die Teilquader einer Zerlegung sind nach Definition disjunkt. Deswegen
gilt
vol(Q) = Z vol(Qq)- (3.6)

QaCZ

Definition 3.4: Sei f : Q C R"™ — R eine beschriankte Funktion auf dem Quader ). Sei
weiterhin eine Zerlegung Z von () gegeben. Dann definiert

U(f; Z):== > vol(Qa)inf{f(z), z € Qa} (3.7)

QalCZ

die Untersumme von f diber QQ mit Zerlegung Z, und mit

O(f; 2) ==Y vol(Qa)sup{f(z), z € Qa} (3.8)

QaCZ
die Obersumme von f diber QQ mit Zerlegung Z.

Das untere Integral von f diber ) ist nun durch

I(f) :=sup{U(f; Z), Z ist eine Zerlegung von Q}, (3.9)
das obere Integral von f tiber () durch

I(f) :==inf{O(f; Z), Z ist eine Zerlegung von Q} (3.10)
definiert.
Die Funktion f heifit Riemann-integrierbar, falls I(f) = I(f). Wir schreiben dann

/Q f dvol == I(f) = T(f) (3.11)

und nennen diesen Wert das Riemann-Integral von f dber Q.

Lemma 3.5: Sei Q ein Quader, Z = (Zu, ..., Zy) eine Zerlegung von Q und Z' = (Z1,...,Z))
eine Verfeinerung von Z. Jedes Z! ist also eine Verfeinerung von Z; fiir allei =1,...,n. Dann
gilt

U(f;2) <U(f;2") <O(f;2') < O(f; 2).

Daraus folgt fiir beschrankte Funktionen f : () — R insbesondere

I(f) =I(f). (3.12)

Beschrankte Funktionen sind also Riemann-integrierbar iiber Quadern.

Eigenschaften des Riemann-Integrals

Das Riemann-Integral besitzt folgende Eigenschaften:

64



Kapitel 3 Integralrechnung in R™

Linearitat Sei Q C R” ein Quader und seien f, g : @ — R zwei Riemann-integrierbare reell-
wertige Funktionen, sowie A, p € R. Dann ist auch die Funktion A f 4+ pg Riemann-integrierbar.
Es gilt

/ (Af + pg) dvol = )\/ f dvol —I—u/ gdvol. (3.13)
Q Q Q

Monotonie Besitzt eine Funktion f nur nicht-negative Funktionswerte, so ist das Integral
iiber einem beliebigen Quader nicht-negativ: Fiir beliebiges @ C R™ und f : Q — R gilt

F>0 — /fdvolZO. (3.14)
Q

Wird eine Funktion durch eine andere dominiert, so gilt das auch fiir die Integrale der Funk-
tionen iiber beliebigen Quadern: Fiir beliebiges  C R™ und f,g: @ — R gilt

f<g — /Qfdvolg/divol. (3.15)

Dreiecksungleichung Sei f : Q@ C R™ — R Riemann-integrierbar. Dann ist auch |f| Riemann-
integrierbar. Es gilt
‘ / fdvol
Q

Als néchstes geben wir Kriterien an, mit denen die Riemann-Integrierbarkeit bestimmter Funk-
tion tiberpriift werden kann. Die Kriterien sind also gewisse Charakterisierungen der Integrier-
barkeit.

< /Q]f| dvol. (3.16)

Lemma 3.6: Sei f : Q C R® — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann
Riemann-integrierbar, wenn fiir beliebiges € > 0 eine Zerlegung Z von @ existiert mit

O(f;2)-U(f;2) <e. (3.17)

Dieses Kriterium heifit auch Riemannsches Integrierbarkeitskriterium.

Lemma 3.7: Sei Q C R" abgeschlossen (und damit auch kompakt). Dann ist jede stetige
Funktion f : () — R Riemann-integrierbar.

Definition 3.8: Eine Teilmenge N C R” heifit Nullmenge, falls fiir jedes £ > 0 eine abzdhlbare
Menge von offenen Quadern {Q) C R", k € N} gibt, sodass

N C U Qx und Zvole <e.

k=1 k=1
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Lemma 3.9: Sei f : Q C R" — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann
Riemann-integrierbar, wenn die Menge

N :={x € Q, f ist unstetig in z} C R"
eine Nullmenge ist. In diesem Fall heifit f fast tiberall stetig.
Bemerkung: Die Verwendung der Beschreibung fast tiberall im Kontext der Integralrechnung
ist mathematisch klar gefasst: Sei x € R™. Dann gilt eine Aussage A(z) fast iiberall in R™,

wenn die Menge
N :={z € X, A(x) gilt nicht}

eine Nullmenge ist. Die Aussage A gilt also iiberall, aufier an endlich/abzéhlbar vielen Punkten.

Beispiele Es folgen ein paar Beispiele fiir Nullmengen.

o Die Menge {x} C R™ ist eine Nullmenge fiir beliebiges x € R™. Die Menge {x} ist namlich
in beliebig kleinen Quadern @) C R™ enthalten.

o Jede abzdhlbare Menge von R" ist eine Nullmenge, so zum Beispiel auch Q™.
o Jeder Unterraum R¥ € R™ mit 0 < k < n ist eine Nullmenge des R™.

o Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. Auch abzéhlbare Vereinigungen von
Nullmengen sind Nullmengen.

3.2 Das Riemann-Integral von Funktionen iiber Jordan-messbaren
Mengen

Definition 3.10: Eine Menge B C R” heiflit Jordan-messbar, falls es einen Quader @ C R"
mit B C @ gibt, sodass die charakteristische Funktion

1, fallsz e B
xB(x) = (3.18)
0 sonst

auf @ Riemann-integrierbar ist.

Ist B Jordan-messbar, so ist das Jordan- Volumen (auch: Inhalt oder Jordan-Maj$) von B durch

vol(B) ::/BXB dvol (3.19)

definiert.

Bemerkung 3.11: Das Volumen vol(B) ist wohldefiniert und héngt nicht von der Wahl des
Quaders @ mit B C @ ab. (Bemerke, dass dies streng genommen bewiesen werden muss!)
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Lemma 3.12: FEine Menge B C R" ist genau dann Jordan-messbar, wenn sie beschriankt und
ihr Rand 0B eine Nullmenge ist.

Falls zwei Mengen B, By C R"™ Jordan-messbar sind, so ist auch By U By sowie By \ Bs
Jordan-messbar.

Definition 3.13: Sei B C R" eine beschriankte Jordan-messbare Menge und f : B — R eine
Funktion. Dann heift f Riemann-integrierbar iber B, falls es einen abgeschlossenen Quader
Q C R™ mit B C @ gibt, sodass die Funktion xpf : @ — R mit

f(x), fallszeB
. = 3.20
&p - 1)) {0, falls 7 € Q\ B (3.20)
auf @ Riemann-integrierbar ist. Wir schreiben in diesem Fall f € R(B) und nennen
/ f dvol ::/ xB - fdvol (3.21)
B Q

das Riemann-Integral von f tiber B.

Bemerkung 3.14: Analog zum Integral der charakteristischen Funktion iiber B hingt auch
dieser Integralbegriff nicht von der Wahl des Quaders Q C R™ mit B C @ ab.

Die im vorigen Abschnitt besprochenen Eigenschaften des Riemann-Integrals (Linearitét, Mo-
notonie, Dreiecksungleichung) tibertragen sich auf das Integral von Riemann-integrierbaren
Funktionen tiber Jordan-messbaren Mengen B C R".

Satz 3.15: Sei B C R" Jordan-messbar und f : B — R beschrinkt. Dann ist f genau dann
Riemann-integrierbar, wenn f auf B fast iiberall stetig ist

Lemma 3.16: Seien By, Bo C R" zwei Jordan-messbare Mengen und f : By U By — R eine
beschrinkte Riemann-integrierbare Funktion. Dann sind auch die Einschrédnkungen f| By’ il By

und f| BiNBy Riemann-integrierbar. Es gilt

/ fdvol = / fdvol+/ fdvol—/ fdvol. (3.22)
B1UBsy B, B> Bi1NBy

Beweis. Fiir die charakteristischen Funktionen gilt

XB1UB; = XB; T+ XBy — XB1nBa-

Die Aussage folgt dann aus der Linearitdt des Riemann-Integrals. O

Definition 3.17: Eine Menge N C R"™ heifit Jordan-Nullmenge, falls fiir jedes € > 0 eine
endliche Menge von offenen Quadern @1, ...,Qx C R" gibt, sodass

K K
N C U Qi und ZvolQi <e.

i=1 i=1
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Satz 3.18: Sei N C R". Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. N ist eine Jordan-Nullmenge.
2. N ist Jordan-messbar und vol(N) = 0.
3. Der Abschluss N = N UON ist beschrinkt und eine Nullmenge.

Bemerkung: Es ist aus der Definition sofort klar, dass jede Jordan-Nullmenge eine Nullmenge
ist. Allerdings sind nicht alle Nullmengen Jordan-Nullmengen. Nullmengen miissen nicht einmal
Jordan-messbar sein. Zum Beispiel ist die Menge [0, 1]NQ C R aller rationalen Zahlen zwischen
0 und 1 abzdhlbar, also insbesondere eine Nullmenge. Sie ist aber keine Jordan-Nullmenge, da

ihr Abschluss [0,1] N Q = [0, 1] keine Nullmenge ist. Die Menge ist nach der Charakterisierung
aus Lemma 3.12 nicht Jordan-messbar.

3.3 Der Satz von Fubini

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis, dass Integrale von gewissen Funktionen in R"™ suk-
zessive nach allen Komponenten integriert werden kénnen, und dass die Reihenfolge der suk-
zessiven Integration keine Rolle spielt.

Um zu veranschaulichen, was damit gemeint ist, sei zunichst Q = [a,b] x [c,d] C R2. Sei
auflerdem f : QQ — R stetig. Wir fixieren zunéchst die erste Variable von f, betrachten also die
parameterabhéngige Funktion f, : [¢,d] — R mit f,(y) := f(x,y) und betrachten das Integral
iiber diese Funktion

/cdfz(y)dy—/cdf(w,y)dy-

Die Frage, die sich unmittelbar stellt, ist, inwieweit der Wert dieses Integrals von = abhéngt.
Andert sich der Wert des Integrals also auch nur gering, wenn z gering gestort wird (— stetige
Abhdngigkeit von x)? Ziel des Abschnitts ist es zu zeigen, dass dass das Integral der Funktion
Iy :[a,b] — R mit

i) = [ ey = [y ay

gleich dem Integral von f tiber den Quader ist. Es soll also gezeigt werden, dass

/Qfdvolz/:If(a:)dx:/ab/cdf(a:,y)dde:/cd/abf(x,y)dxdy

gilt. Ist dies der Fall, so schreiben wir statt dvol auch dy dx beziehungsweise dxdy. Im Falle
n-dimensionaler Variablen schreiben wir d™x statt dxj ...dx,.

Satz 3.19: Sei ) C R"™ ein abgeschlossener (und daher kompakter) Quader und Q C R™ ein
Gebiet. Sei zudem f : Q) x Q in allen Komponenten stetig. Dann ist auch die Funktion

F(y) := /Qf(x,y) d"x (3.23)
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stetig in 2.
Ist f zudem tiberall stetig partiell differenzierbar in y, existieren also die Ableitungen aa—y];(x, Y)
in ganz Q x Q) und sind stetig fiir alle k = 1,...,m, so ist F' eine C'-Funktion auf Q. AuBerdem
gilt dann
el d’x 3.24
8Z/k / (9yk (3.24)

Beweis. Wir fixieren y € Q und wéahlen r > 0, sodass K := K,(y) C Q. Da Q x K kompakt ist,
ist f hier gleichméBig stetig. Also gibt es fur alle € > 0 ein § € (0,7), sodass fir alle z,Z € K

Iz =2l <6 = |f(z,2) = f(z,2)]| <e

gilt, wobei x € () beliebig ist. Aus der Dreiecksungleichung fiir Integrale folgt

F(:) - FO)| = | JREERCELS

Damit ist die Stetigkeit von F' gezeigt.

§/Q]f(a?,z)—f(:];,Z)\d“x<Evol(Q).

Sei nun f stetig partiell differenzierbar. Wir betrachten wieder nur den Fall m = 1, da der
allgemeine Fall aus der Aussage fiir die Komponentenfunktionen folgt. Damit reduziert sich die
zu betrachtende Menge auf K = [y — r,y + r] C Q. Sei nun p < r gewédhlt. Dann gibt es nach
dem Mittelwertsatz fir differenzierbare Funktionen fiir jedes x € Q und § € K mit |§ —y| < p
ein 6 € (y — p,y + p), sodass

—(z,0) = Z .
dy (z.6) gy
Insbesondere ist
Fg) —Fly) af
vy Q Oy (@y)d dy

B
x,0)

505,

- (2, y)d"x
dy
Bilden wir den Limes § — y auf beiden Seiten, so muss auch § — y gehen. Wegen der Stetigkeit
der partiellen Ableitungen verschwindet daher der Integrand auf der rechten Seite, mithin das
Integral. Also muss auch die linke Seite verschwinden. Nach Definition und Eindeutigkeit des
Differentials muss deswegen

dF of
— (y) = F' d™x
1y (y) = F'(y) = o 9y - (2,9)
Mit dem ersten Teil des Beweises folgt sogar die Stetigkeit der Ableitung von F'. 0

Bemerkung: Die Bedeutung der Aussage aus Satz 3.19 kann nicht genug betont werden. Es ist
némlich per se iiberhaupt nicht klar, dass Integration und Differentiation so einfach vertauscht
werden diirfen.
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Satz 3.20 (Fubini): Sei f : [a,b] x [c,d] C R? — R stetig. Dann gilt

/Wx[c?d} flz,y) d2(x,y) = /ab </cdf(£c,y) dy) dx — /Cd (/abf(x,y) dx> dy. (3.25)

Analog gilt fiir kompakte Quader Q1 C RP und Q)2 C R? und jedes stetige f : Q1 X Q2 — R

/QlXQQf(as,y) dP*9(x,y) = /Ql ( QQf(x,y) de> dPx = /Q2 ( . F(z,y) dpx) 9y . (3.26)

Beweisidee. Um die Aussage zu beweisen, betrachten wir zunéchst die Funktion f, : Q2 — R
mit f,(y) := f(z,y). Diese ist fiir alle z € @ stetig, also Riemann-integrierbar. Insbesondere
ist nach Satz 3.19 die Funktion F': Q; — R

Pa)i= [ fley)dy
Q2
Riemann-integrierbar und es gilt

QIF(az,y)dx:/Ql/Q2f(1:,y)dydx.

Analog lasst sich die Aussage fiir f, : Q1 — R mit f,(z) := f(z,y) und G : Q2 — R mit

Gly) = [ flay) dx

1

zeigen. O

Bemerkung 3.21: Ist f nicht stetig sondern lediglich Riemann-integrierbar, so folgt die
Riemann-Integrierbarkeit von f; und f, nicht. Sie muss stattdessen zusétzlich vorausgesetzt
werden. Auch kann dann Satz 3.19 nicht verwendet werden, um die Riemann-Integrierbarkeit
von F' und/oder G zu zeigen. Diese lésst sich folgendermaflen zeigen: Wahlen wir Zerlegungen
Z1 von Q1 und Zs von @2, so ist Z = (Z1, Zs) eine Zerlegung von Q1 X Q2. Dann gilt

U(f:2) <U(F; Zh)
und analog
O(f;2) = O(F; Z1).

Da f auf Q1 x Q2 integrierbar ist, folgt nun, dass
L ) daxy) = supU(f:2) = inf O(: 2),
Q1xQ2 z z

weswegen auch sup U(F'; Z;) = inf O(F'; Z;) sein muss. Also ist F' Riemann-integrierbar. Ana-
log funktioniert der Beweis der Riemann-Integrierbarkeit von G. Der Satz bliebe also auch
unter den genannten schwécheren Voraussetzungen giiltig.
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Korollar 3.22: Sei Q = [a1,b1] X -+ X [ap, by] ein n-dimensionaler Quader und f : Q@ — R
Riemann-integrierbar. Dann gilt

b by
/ fdvolz/ flz1,...,xp)dxy - dxy . (3.27)
Q an a

1

Korollar 3.23: Sei D C R"! eine Jordan-messbare Menge. Fiir beschrankte und stetige
Funktionen h_,hy : D — R mit h_ < hy sei die Jordan-messbare Menge B definiert durch

B:={(z,y) € DxR, h_(z) <y < hy(x)} CR™

Das ist also die Menge, die auf D zwischen den Graphen der Funktionen h_ und hy liegt.
Dann gilt fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f: B — R

hy ()
/Bf(:c,y)dxdy:/D/h(z) f(z,y) dy dx, (3.28)

wobei hier dx = dxj - - - dxp-1.

Beispiele

1. Sei die Funktion f : [0,7]> — R mit f(z,y) := sin(z + y) gegeben. Sie ist stetig und
daher Riemann-integrierbar. Dann ist

™
=cosy — cos(y + ) = 2cosy

Gy) = /07r sin(z + y) dx = — cos(z + y) .

und deswegen

™

G(y)dy = /07r 2cos(y)dy = 2sin(y)| =0.

/ sin(z + y) dxdy =
[0,7]2 0

[0,7]

2. Wir betrachten die Menge B := {(z,y) € [0,1%, 22 < y < /z}, die von den beiden
Parabeln y = x2 und = y? begrenzt wird und oberhalb der z-Achse liegt. Wir mdchten
den Flachenschwerpunkt von B berechnen. Er entspricht dem Massenmittelpunkt eines
physikalischen Koérpers, der aus homogenem Material besteht. Die Masse ist also gleich-
mafig auf B verteilt. In diesem Fall ist die Masse gleich dem Flicheninhalt, der sich
als

2z — g3 '

1
Vol(B):/ dvolz/ Vi —z?dx = 3
B 0

0
berechnet. Der Schwerpunkt S = (zg,ys) hat nach Definition die Koordinaten

1 1
g 1= vol(B) /B:I:d(x,y) und ys == vol(B) /Byd(X,Y)-
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Wir berechnen also

! d 3 L dyd
xS_VOI(B)/Bm (X7Y)_ /0/1‘2 €T y X
1 Ve
:3/0 [azyLz dx

1 90>/ 471
23/ :US/Q—az3dx:3[x _ac] :g
0

5 4

sowie

! dxd 3 1 \/Edd
1247
— L
_S/O[Q]deX

1 2 571
:3/33—:64dX:3 r_r :g.
2 Jo 212 5 0 20

—

Der Flichenschwerpunkt liegt also bei S = (35, o )-
Bemerke, dass die Grenzen fiir die y-Komponenten in B 08
von z abhangen. Deswegen integrieren wir hier zunachst
nach y. Alternativ liefle sich natiirlich auch = in Ab-
héngigkeit von y beschreiben, wobei dann zunéchst nach
x gelost werden miisste. Die Reihenfolge der Integrati- o2
on spielt also tatsdchlich keine Rolle; die Integrations-
schranken miissen aber addquat gewéahlt werden. 0 02 04 06 08 1

0.4

. Wir mo6chten das Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel berechnen. Dafiir be-
trachten wir die Menge A := {z € R3, ||z[|* < 1} mit Rand 04 := {z € R3, ||z| = 1}.
Es gilt

ACQ:=[-1,1] x[-1,1] x [-1,1].

Die Menge A ist also beschréankt; ihr Rand ist eine Nullmenge. Insbesondere ist A Jordan-
messbar.

Nun gilt

1 1 g1
Vol(A):/ XA(CL‘)dSX:/ 1d3X:/ / / x4 dxdydz.
Q A —1J-1/1

aufgrund der Definition des Volumens und des Satzes von Fubini 3.20. Die Frage ist
nun, wie wir die charakteristische Funktion y 4 charakterisieren kénnen. Dazu machen
wir uns klar, dass die erste Variable x unabhéngig von den anderen beiden Variablen y
und z zwischen den Grenzen —1 und 1 integriert werden kann. Fiir die zweite Variable y
gilt nun nach Satz des Pythagoras in zwei Dimensionen, dass der entsprechende Punkt
(7,y, z) nur dann innerhalb von A liegt, wenn y € [—v/1 — 22, /1 + 2. Analog muss fiir
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fest gewdhlte x und y die dritte Variable z €

V1 =122 —y2 /1 — 22 — y2] sein, damit
der Punkt (x,y, z) in der Kugel liegt. Somit ist das Volumen durch

V1i—z2? 1— foy
vol(A / /
Vi—z2

1dzdydx
—/1—z2—y2
gegeben. Wir berechnen also

1— x2—y
vol(A / /

_ 1dzdydx
—\/1—x2—y2

2 1—m2—y2dydx

/dummy_image.png

An dieser Stelle fithren wir eine Variablensubstitution durch: Wir ersetzen y durch
y(¢) := V1 — 22sin(p). Das ist ein C!-Diffeomorphismus, wobei T5(p) =
Das neue Integrationsintervall ist nun [

ity =2 [ [\

=1 —x2cos(p)
_37%} day )

4++/1 — 22. Damit ist

2
1—22 s1n(g0)> V1 —2z2cos(p)dpdx

_2/_1/_1\/1—352) (1 —sin?(p)) V1 — 22 cos(p) dp dx

1 z 2
:2/ /2 (\/1—1‘2) cos?(¢) dp dx
1J_z
371
—/ 1—a? / ldgodx—[l—m?)] am

Tmdx = —.

Das bestétigt die bereits aus der Schule bekannte Formel fiir das Volumen von Kugeln

Bemerke: Die Gleichheit aus der vorletzten und der letzten Zeile folgt aus

(cos(ip) sin(g))" = cos® () — sin* ()
Die beidseitige Integration im Intervall [—7

5, 5] liefert

Aus sin?(p) = 1 — cos?(¢) folgt nun, dass

[} cotioae- [

us
2
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Volumenberechnung von Rotationskérpern im R3

Sei r : [a,b] — [0, R] eine stetige Funktion. Wir betrachten in der zz-Ebene die Fliche zwischen
Graph der Funktion r und der z-Achse, also

{@y.2) eR® zelab], y=0, 2 €0,r()]}.
Diese Fléache rotieren wir um die z-Achse, wobei der Rotationskérper
K = {(m,y,z) €ER?, x € la,b], y* + 22 < 7“(37)2}

entsteht. Bemerke, dass fiir jedes fixierte x der Schnitt von K mit der durch z und parallel
zur yz-Achse verlaufenden Ebene ein Kreis mit Zentrum (z,0,0) und Radius r(z) ist. Da die
Funktionswerte von 7 nach oben durch R beschriankt sind, gilt |y| < R fiir die y-Komponente
aller Punkte (z,y,2) € K.

Wir definieren die Funktion f : [a,b] X [-R, R] — R durch

Vr(x)? —y?, fir [y] < r(z)

0, sonst, also fiir |y| € (r(x), R]

f(xvy):::{

Diese Funktion beschreibt also die Oberfliche des Rotationskoérpers oberhalb der zy-Ebene:
Fiir jeden Punkt (z,y) innerhalb der Schnittmenge von Rotationskoérper und zy-Ebene gibt f
die z-Koordinate zuriick, sodass (z,y,z) € 0K. Damit ist klar, dass das Volumen des Rota-
tionskorpers zweimal der Flache zwischen dem Graphen von f und der zy-Ebene entspricht:
Aufgrund der Rotation um die z-Achse fungiert die zy-Ebene wie eine Spiegelungsebene; sie
teilt K in zwei kongruente Halften. Es gilt also

vol(K) :2/ab/_if(w,y)dydx:Q/Gb/_r(x))\/r(m)Q—dede:W/abr(x)de.

r(z

Der Leser mache sich zur Ubung die Giiltigkeit der letzten Gleichheit klar. Als Hilfestellung
sei erneut darauf hingewiesen, dass fiir fixiertes « der Graph von f einen Halbkreis mit Radius
r(x) beschreibt.

./dummy image.png

Ubungen Zur Ubung berechne man

1. das Volumen des Korpers K, der durch Rotation der Fléiche

{(x,y,2) €R® x €10,8], y € [0, ¥z, 2 =0}
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und die x-Achse entsteht.
Losung: Man setze hierfiir r(z) = /. Dann ist y € [0, 2] (also R = 2) und wir definieren
r(z)? —y?, fir|ly| <r(z
flz,y) = Via? -y % (..) :
0, sonst, also fiir |y| € (r(z), 2]

Es ergibt sich, dass

96

8
vol(K7) :7r/ Vrdx = ?ﬂ
0

2. das Volumen einer Kugel Br(0) mit Radius R und Zentrum im Ursprung als Volumen
eines Rotationskorpers.
Losung: Hierbei ist dann r(z) = v R? — 22, sodass

R
4
vol(B) = 7r/ (R? —2*)dx = EWRB.
-R

3.4 Das Riemann-Integral stetiger Funktionen iiber offenen Mengen

Wir moéchten nun die Definition der Integrierbarkeit von Funktionen iiber Jordan-messbare
Mengen auf Funktionen auf beliebigen offenen Mengen ausweiten. Das schlieit also ausdriicklich
auch unbeschrankte Mengen ein.

Definition 3.24: Sei {2 C R” eine beliebige offene nicht-leere Teilmenge des R™. Sei weiterhin
eine Folge von kompakten Quadern (Ql)z oy Mit int @Q; Nint Q5 = () fir alle i # j gegeben, die
Q tberdecken, also

Q= fj Q.. (3.29)
i=1

Dann heifit eine solche Zerlegung Quaderzerlegung von €1, wenn jede kompakte Teilmenge
K C Q bereits von endlich vielen dieser Quader {iberdeckt wird.

Satz 3.25: Fiir jede beliebige offene nicht-leere Menge 2 C R™ gibt es eine solche Quader-
zerlegung.

Definition 3.26: Sei ) C R" eine offene nicht-leere Menge mit der Quaderzerlegung (QZ)Z N’
Dann definieren wir das n-dimensionale Volumen von £ durch

Z vol(Q;), falls die Reihe konvergiert;
=\ i=1

vol(Q) : (3.30)

00 andernfalls.

Insbesondere folgt aus der Definition des Integrals iiber Quader (vgl. Definition 3.10)
vol(Q) = / 1d"x. (3.31)
Q

Bemerke: Die Definition des Volumens ist unabhéngig von der Wahl der Quaderzerlegung.
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Bemerkung 3.27: Auch unbeschrinkte Mengen kdnnen ein endliches Volumen haben. Bei-
spielsweise gilt fiir das Volumen der Menge 2 := {(z,y) € R, 2> 1, 0 <y < ;12}

0o plfe? © 1
VOI(Q):/Qld2(X,y):/1 /0 1dydx=/1 ?dle.

Das Beispiel dient lediglich der Illustration. Die Wohldefiniertheit des Integrals auf der rechten
Seite ist ndmlich bisher noch iiberhaupt nicht klar, und wird erst in den folgenden Abschnitten
sichergestellt.

Wir haben jetzt die Definition des Volumens mithilfe von Quaderzerlegungen auf unbeschréankte
Mengen erweitert. Kommen wir nun zur Integrierbarkeit von Funktionen iiber offenen (und
potentiell unbeschriankten) Mengen. Dazu nutzen wir wieder die Quaderzerlegungen.

Definition 3.28: Sei 2 C R" und f : @ — R stetig. Dann heifit f Riemann-integrierbar
dber €}, wenn es eine Konstante M > 0 gibt, sodass fiir alle k£ € N eine Auswahl endlich vieler
kompakter und disjunkter Quader @1, ..., Qr C € existiert mit

k
Z/Q']f(m)]d“x <M. (3.32)
=1 4

Ist f eine iiber €2 Riemann-integrierbare Funktion und (QZ)’L cy €ine beliebige Quaderzerlegung
von 2, so definieren wir das Integral von f diber €2 durch

k

/Qf = /Qf(x) d"x := lim Z 0. flz)d"x = ;/QZ f(z)d"x < oo. (3.33)

k—o0 -1

Satz 3.29: Unter der Voraussetzung (3.32) ist der Grenzwert in (3.33) wohldefiniert und
insbesondere unabhéngig von der gewéahlten Quaderzerlegung.

Beweis. Zur Erinnerung: Eine Reihe ist absolut konvergent, wenn die Summe der Betriage der
Folgenglieder konvergiert. Deswegen folgt die absolute Konvergenz der Reihe aus
Z flx)d"x

k
< / f(2)]d"x < M
i=1 Qz ; Qz

flir beliebiges k € N. O

k

Bemerkung 3.30: Ist f auf einem kompakten Quader @) stetig, so ist f iiber () integrierbar
und es gilt nach Definition 3.28
/ f=1 r (3.34)
Q int @

Der Vergleich mit Definition 3.13, insbesondere (3.21), zeigt, dass die Definition 3.28 als Ver-
allgemeinerung des Integrals von Funktionen iiber Jordan-messbaren Mengen gesehen werden
kann. Sie ist auflerdem die direkte Verallgemeinerung der aus der Schule bekannten Definition
des ,uneigentlichen* Integrals {iber offene Intervalle in R.
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Satz 3.31: Sei 2 C R" offen und beschrinkt. Jede beschriankte stetige Funktion f : 2 — R
ist iiber ) Riemann-integrierbar.

Beweis. Da 2 beschrinkt ist, gibt es einen kompakten Quader ) mit endlichem Inhalt und
Q C Q. AuBlerdem existiert nach Voraussetzung eine Konstante ¢ > 0, sodass |f(x)| < ¢ fiir
alle z € Q). Sei N € N beliebig und wéhle N kompakte und disjunkte Quader Q1,...,Qx C Q.
Dann gilt

N N
Z/ |f(z)]d"x < CZ vol(Qg) < vol(Q) < oo.
k=17 @k k=1

Damit ist f nach Definition Riemann-integrierbar iiber €. O

3.4.1 Eigenschaften des Riemann-Integrals iiber offene Mengen

Das Riemann-Integral {iber offene Mengen Q2 C R" besitzt folgende Eigenschaften:

Linearitat Seien f, g : Q) — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen iiber €2, sowie A, u € R.
Dann ist auch die Funktion Af 4+ pg Riemann-integrierbar. Es gilt

/Q()\f—k,ug)(a?) d'x = /\/Qf(:c) dnx—i—u/ﬂg(az) d"x. (3.35)

Monotonie Seien f,g : (0 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen und gelte f < g auf
Q. Dann gilt

/Qf(x)dnxg/ﬂg(x) d"x. (3.36)

Dreiecksungleichung Ist f: Q C R" — R tiber © Riemann-integrierbar, so ist auch | f]| iiber
Q Riemann-integrierbar. Es gilt

‘ /Q f(z) dx

Integrierbarkeit auf Teilmengen Ist f: ) — R iiber {2 Riemann-integrierbar, so ist f auch
iiber jeder offenen Teilmenge €2 C 2 Riemann-integrierbar. Offensichtlich gilt dann

< [Ir@)iax. (3.37)

/ﬁlf(a:)\d“xg /Q\f(x)\d“x (3.38)
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3.4.2 Kriterien fiir die Integrierbarkeit von Funktionen iiber offenen Mengen
3.4.2.1 Zerlegungbarkeitskritierium

Eine Funktion f : Q — R ist genau dann iiber 2 Riemann-integrierbar, wenn beide Funktio-
nen

1

fr= 5 U1+ 1) und fo= 5 Uf1- 1)

|

iiber 2 Riemann-integrierbar sind. Es gilt

/Qf(ac) d%{z/ﬂf.,.(m) dnx—/ﬂf_(x) d"x. (3.39)

3.4.2.2 Majorantenkriterium

Satz 3.32 (Majorantensatz): Ist f: ) — R stetig und existiert eine Riemann-integrierbare
Funktion g : Q — R mit |f| < g in Q, so ist f iiber € integrierbar.

3.4.2.3 Alternative Charakterisierung iiber Ausschopfungen

Die Riemann-Integrierbarkeit von stetigen Funktionen iiber offenen Mengen lasst sich auch
iiber sogenannte Ausschopfungen mit offenen Mengen charakterisieren. Je nach Anwendungs-
fall ist zum Nachweis der Integrierbarkeit einer Funktion der Zugang tiber offene Mengen (Aus-
schopfungen) oder abgeschlossene Mengen (Quaderzerlegung) intuitiver. Insbesondere recht-
fertigt die nachfolgende Charkterisierung die Schreibweise aus Bemerkung 3.27.

Definition 3.33: Die offene und nicht-leere Menge 2 C R™ wird von den offenen Mengen
(Qi>z’eN ausgeschopft, falls ; C ;14 fiir alle ¢ € N und

oo
Q= U Qi, (3.40)
i=1
gilt, und die Menge Q; C Q fiir alle i € N eine kompakte Teilmenge ist.

Beispiel Die Menge R? wird von den offenen Mengen Qy, := (—k, k) x (—k, k) ausgeschopft.

Allgemeiner: Sei (Q;),y eine Quaderzerlegung von Q und setze

N
Qy = int(U Qz)
i=1

Dann ist (Qn) eine Ausschépfung von .
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Satz 3.34: Sei Q) C R” und (QZ)Z cy €ine Ausschopfung von ). Dann ist eine stetige Funktion
f: Q2 — R genau dann Riemann-integrierbar iber ), wenn die Folge der Integrale

[ 1r@l s (3.41)
Q;
beschrankt ist. In diesem Fall gilt, unabhdngig von der Wahl der Ausschépfung,

/Q f(x)d*x = lim /Q S, (3.42)

1—00
Beweis. Ist f stetig und integrierbar auf €2, so ist

/Q]f(a;)|dx < o0,

Wegen der Figenschaft der Integrierbarkeit auf Teilmengen ist dann fiir beliebiges ¢ € N auch

Aﬁﬂ@Mx<m,

womit die Beschréanktheit der Integrale gezeigt ist.

Sei nun fiir die Riickrichtung f stetig und die Folge der Integrale (3.41) beschrankt. Sei
0.B.d.A. f >0.! Aus der Monotonie des Integrals beziiglich Teilmengenbeziehungen, also

/Qifdxg/fz,-+1fdx

und aus der Beschrianktheit der rechten Seite fiir alle ¢ € N folgt die Existenz eines a > 0 mit

lim fdx=:a.
1—00 JQ,

Wir bezeichnen die (nach Satz 3.25 existente) Quaderzerlegung von 2 mit (Q;). Angenommen
f sei nicht integrierbar iiber €. Dann existiert nach Definition 3.28 fiir alle M > 0 eine Auswahl
von kjs disjunkten Quadern, ks € N, sodass

knr
M < flz)dx.
;;@jm>

Aufgrund der Eigenschaft der Ausschopfung und der Offenheit vom () existiert aber fir jede
Auswahl endlich vieler Quader aus der Quaderzerlegung ein €);, sodass |JQ; C ;. Wegen der
Monotonie des Integrals beziiglich Teilmengenbeziehungen folgt damit

knr

M<jz::1/ij(x)dx§/Qif(:L‘)dX§a.

!'Bemerke zunéchst, dass aus der Beschranktheit der Integrale von f iiber Q; die Beschranktheit der Integrale
von fy und f_ uber Q; folgt (vgl. Zerlegbarkeitskriterium oben). Zudem lasst sich der Fall f < 0 wegen
—f+ = f— direkt auf den Fall f > 0 zurtickfithren. Mit (3.39) folgt nun der allgemeine Fall.
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Die rechte Seite ist unabhéngig von M beschrankt. Da M aber beliebig gro3 werden kann,
ergibt sich ein Widerspruch. Also war die Annahme falsch und f ist auf Q integrierbar.

Wir miissen nun noch die Beziehung (3.42) zeigen. Dazu tiberlegen wir uns, dass es fiir jedes €;
aufgrund der Kompaktheit des Abschlusses €2; eine Auswahl von endlich vielen Quadern mit
); C UQ)j gibt. Die Vereinigung dieser endlich vielen Quader ist aber nun ihrerseits Teilmenge
eines ) fiir £ € N. Die Eigenschaft der Quaderzerlegung €2 komplett auszufiillen, und eine
Anwendung des Sandwicharguments liefern (3.42). O

Beispiele Sei n € N. Wir wollen wissen, ob das Integral
[ exp(=llal) a7 ()

existiert. Zuniichst stellen wir fest, dass die Funktion f : R" — R mit f(z) := exp(—||z||3) auf
ganz R” stetig ist. Sei € definiert als

Qo :={zeR", -k<z;<kfiralei=1,...,n}.

Dann bilden die € eine Ausschépfung von R™. Es gilt nach dem Satz von Fubini 3.20

k k [k
/ exp(—||z|l3) d"x = / / (/ exp(—z3) - -+ - - exp(—22) dxn> dxpq ...dxg
Qp —k —k \J—k

n ook
= H/ exp(—2?) dx;
i=17—F

= (/_kk exp(—t?) dt)n < (/_O:O exp(—t?) dt)n =:c

Das Integral auf der rechten Seite existiert. Deswegen ist das Integral auf der linken Seite
unabhingig von k£ durch ¢ beschrankt. Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 3.34 erfiillt,
und wir diirfen schreiben

k n
/ exp(—||z||3) d"x = lim / exp(—||z[|3) d™x < lim </ exp(—t?) dt) =c.
R™ k—oo JQ k—o0 —k

Also existiert das Integral ().
Sei nun f: R?® — R\ {0} gegeben durch

T1 -T2 X3

fx) =

113

Diese Funktion hat einen Pol im Ursprung. Wir mochten diese Funktion iiber der Menge
D := (0,1)3 integrieren. Zunichst stellen wir fest, dass f nach Satz 3.31 auf D integrierbar ist.
Das Integral ist also endlich. Wir definieren

Qs ={reR® e < <6 firi=1,2,3} CD,
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sodass die Mengen (), 5 fiir e = k und § =1— ¢ eine Ausschopfung von D bilden. Wegen der
Integrierbarkeit von f auf Teilmengen und Satz 3.34 gilt

/ FdPx =limlim [ fd%.
D

e=06—1Jq, 5

Berechnen wir also das Integral von f tiber (). s mithilfe des Satzes von Fubini 3.20:

[ ) T1ToT
/ o) Px :/ / / I g dxg
fe.s ¢ JeJe (o] 4 2f + a3)

Nun ist f auf dem Definitionsbereich stetig, weswegen der Grenzwert fiir § — 1 definiert ist.

Es gilt
lim 3% = / / / L17273 T dxs dxo dx;
61 Qsa x + 22 )
1 1 a=l
1 T1T9
- §/ / 2 2 2\%/2 dxz dxy
£ (@1 +a5+a3) " | .

B T127 T122 dxnd

~3 2 2 23/2+ 2 2 2%/ X2 dx1
e Jeo (2] + 23+ 12) (21 + 23 +€?)

xo=1

1 1

(22 +23+12)7 (22 + a3 +2)"

_ 1 d
3 ) 1

Tro=¢&

/ 211 n xr1 dx
=3 - 1
3Je (a242)"  (@24+1242)" (a242:2)"

r1=1

1 2 2 2
G +2)" — 20} +12 43 + (a3 + 267

= %(\/§+3\/1 +222 - 32 +2 - V3e2)

xr1=¢

Betrachten wir nun den Grenzwert fir ¢ — 0, so finden wir, dass

/Dfd?’x: é(\/§+3—3\@).

3.4.2.4 Kriterium fiir die Integration iiber R?

Sei f: R? — R stetig. AuBerdem setzen wir voraus, dass

a) zu jedem kompakten Intervall I eine Riemann-integrierbare Majorante g; : R — R exis-
tiert, sodass

|z, 9)] < g1(y) (3.43)
fiir alle x € I und alle y € R gilt.
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b) die Funktion |F|: R — R mit

Pl@)i= [ 1)y (3.44)

Riemann-integrierbar iiber ganz R ist.

Unter diesen Voraussetzungen sind die Funktionen F' : R — R mit
o
F(z) = / flz,y)dy
—0oQ

und |F| stetig. AuBlerdem gilt
/RQ fa,y) dP(x,y) = /_O:O F(z)dx = /_O; (/_O; f(z,y) dy) dx. (3.45)

Satz 3.35 (Fubini in 2D): Sei f : R? — R stetig. Falls sowohl f als auch f : R2 — R

mit f(z,y) := f(y,z) das Kriterium fiir die Integration iiber R? erfiillen, dann kann die Inte-
grationsreihenfolge vertauscht werden. Dann gilt also

/R2 Foy) d(x,y) = /O:o (/O:o f(x,y)dy> dx = /O; (/O:o f(x,y)dx) dy.  (3.46)

Beispiel Zunichst betrachten wir ein Gegenbeispiel fiir die Integration iiber R?. Theorem 3.35
fordert unmissverstédndlich, dass die Funktion f in beiden Variablen die Kriterien aus Ab-
schnitt 3.4.2.4 erfiillen muss. Um die Notwendigkeit dieser Forderung einzusehen, betrachten
wir folgendes Beispiel. Sei f : R? — R durch f(x,y) := exp(—|y|(1 + 2?)) definiert. Dann gilt
fiir die kompakten Intervalle I, :== [-n,n| und alle x € I,,

|f ()| = exp(—|y) exp(—|y|z?®) < exp(—|y|) =: g1, (y).

Insbesondere ist also das Kriterium a) erfiillt. Auflerdem ist die Funktion

F@) = |FI@) = [ 1fwy)ldy= [ exp(-lsl(1+2%) dy

—00 —

= 2/000 exp(—y(1 + %)) dy

y=00

lim ——— exp(—y(1 + %) + — :
= lim — exp(— x = :
y—oo 14 2 Py 1+22 1422

iiber R integrierbar. Das erfiillt Kriterium b). Auf der anderen Seite ist f(z,0) = 1, sodass

\ﬁ(O)y:/_ny(x,O)de:/oo 1 dx.

—00

Die Integrationsvariablen diirfen also nicht vertauscht werden.

82



Kapitel 3 Integralrechnung in R™

3.4.3 Transformationssatz

Wir kommen nun noch zu einem wichtigen Satz fiir die Berechnung von Integralen. Mit seiner
Hilfe kann das Riemann-Integral {iber ,komplizierte Mengen“ auf das Integral iiber ,einfa-
chere“ Mengen, beispielsweise Wiirfel, zuriickgefithrt werden. Dazu verwendet man die bereits
kennengelertne Koordinatentransformation.

Satz 3.36: Seien U,V C R" offene Mengen und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann
gilt fiir alle stetigen Funktionen f € C(V)

s =[ sy = [ () jdetsp]as. (3.47)

Beispiel Sei 0 < a < b und

D := {(:E,y)GR2, aé\/mﬁba z,y = 0.

Die Menge D beschreibt also den Teil der Kreisscheibe mit innerem Radius a und &uflerdem
Radius b, der im ersten Quadranten liegt. Wir mochten das Integral

J @+ dey)
D

berechnen. Wir verwenden hierzu den C'-Diffeomorphismus ¢ : Q := [a,b] x [0,5] — D aus

Abschnitt 2.8 mit
T 7 cos
o(r,0) = (y) = (7" sin 9> . (3.48)

Dann ist die Jacobi-Matrix von ¢ durch

?

To(r,0) = (cose —7rsin 9)

sinf rcosf

ihre Determinante ist . Damit ist

[ @ pdtey) = [ et e, 0)|dr.0)
D Q

b pm/2
= / / 2rIn(r)d@ dr
a JO

b
= g/ 2rIn(r)dr

(o] )0ty

Dabei wurden in der letzten Zeile die aus Analysis I bekannte Formel fiir die partielle Integra-
tion verwendet.
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Geometrische Interpretation der Determinante

Sei P das von den linear unabhéngigen Vektoren ag, ..., a, € R"” und dem Stiitzvektor a € R"
aufgespannte Parallelepiped, also

n
P=a+ {Z)\,;ai, o<\ < Z}
i=1
Fir a = 0 € R” heifit P auch Parallelotop. Dann ist das Volumen von P gegeben durch

vol(P) = |det(a, ..., ap)|- (3.49)

Zum Nachweis sei A die Matrix, die die a; als Spaltenvektoren enthélt. Wir definieren die
Funktion ¢ : @ — P durch ¢(z) := a + Az, wobei ) den n-dimensionalen Einheitswiirfel
bezeichnet. Da die Matrix A regulér ist, ist ¢ ein Diffeomorphismus, insbesondere ¢(Q) = W.
Nach Transformationsformel gilt dann

vol(P) = /P 1dy = /Q 1-|det(A)|dx = det(A) - vol(Q) = det(A).

Beispiel Sei n = 2, also @ der Wiirfel mit den Eckpunkten (0,0),
(1,0), (1,1) und (0,1). AuBerdem sei a; = (3) und az = (3). Wir

definieren ¢ : Q — P durch 51
_ - 1 2 T . xr1 + 2%2 - Y1 sl
L

Dann ist

vol(P):/Pldy:/Q|det(A)|dx:2. o

1 2 3

Bemerkung 3.37: Fir eine affine Bewegung 7' : R™ — R", T'(x) := a + Az mit det A = 1
und jedes Q2 C R"
vol(Q2) = vol(T'(Q2)). (3.50)
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Kapitel 4
Grundlagen der Vektoranalysis

In diesem Kapitel betrachten wir Integrale von Vektorfeldern v :  C R™ — R” iiber Kurven
und Flachen und leiten damit fundamentale Sétze der Vektoranalysis wie den Satz von Gaufl
und den Satz von Stokes her.

4.1 Kurvenintegrale

Genauso, wie sich Funktionen entlang von Wegen differenzieren lassen, kénnen sie natiirlich
auch entlang von Wegen integriert werden. Im nachfolgenden sind die Begriffe Kurve und Wege
gleichbedeutend.

Definition 4.1: Eine C!-Kurve a : I — R” mit a(t) := (a1(t),.. .,an(t))T ist reguldr, wenn
der Tangentenvektor &(t) # 0 fir alle t € I.

Analog definieren wir C*-Kurven mit k € N.

Beispiele Die archimedische Spirale « : [0, T] — R? mit
_ [tcos(t)
a(t) = (tsin(t)>
ist regular fiir beliebiges T' € R.
Die Schraubenlinie 3 : [0, 7] — R3 mit
7 cos(t)
B(t) := | rsin(t)
ht

ist regulér fiir beliebiges T € R, falls 72 4+ h? > 0.
Die Zykloide 7 : R — R? mit
[ t—sin(?)
V() = (1 - cos(t)>

ist nicht reguldr, da &(t) = (1 — cos(t),sin(t)) = (0,0) fir ¢ = 27n, n € N.
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Definition 4.2: Eine Menge C' C R” heifit C¥-Kurvenstiick, wenn C das Bild einer injek-
tiven reguliren C*-Kurve « : [a,b] — R™ ist. Fiir C heifit eine jede solche Kurve a mit C*-
Parametrisierung von C.

Bemerkung 4.3: Zu je zwei CF-Parametrisierungen « : [a,b] — R™ und S : [¢,d] — R™ eines
Kurvenstiicks C' C R™ existiert ein C*-Diffeomorphismus ¢ : [a,b] — [c, d], sodass

a(t) = Bop(t) (4.1)
fir alle ¢ € [a, b] gilt.

Definition 4.4: Fiir ein Kurvenstick C C R"™ definieren wir die Linge L(C) wvon C als
Supremum der Lange aller in C' einbeschriebenen Sehnenpolynome.

Satz 4.5: Fiir jede C'-Parametrisierung « : [a,b] — R™ eines Kurvenstiicks C' gilt
b
L(C) = L(a) = / 68| dt (4.2)
a

Bemerkung 4.6: Die Aussage des Satzes 4.5 ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisie-
rung. Ist ndmlich f : [¢,d] — R™ eine andere Parametrisierung von C' und ¢ der entsprechende
Cl-Diffeomorphismus (vgl. Bemerkung 4.3), dann gilt

Lie) = [ o) de = / "|tnceigs)| e - / lsmen i@ at - / I3l ds = L(8).

Beispiele Sei a der Graph einer Funktion y : [a,b] — R, also a(t) := (¢,y(t)). Dann ist

pe) = [+ o2

Seien x¢, 70 € R gegeben und definiere « : [a,b] — R? durch

alt) = (:1:0 + 7 (t) cos(w(t))) ’

Yo + r(t) sin(w(t))

wobei r,w : [a,b] — R gegebene Radius- und Winkelfunktionen sind. Dann ist

b
Lia) = [ E0) + 20 @) de.

Insbesondere beschreibt fiir r = 1 und w = id die Funktion a einen Kreisabschnitt. Fir das
Intervall [a, b] = [0, 27) ist dann

27
L(a) = / rdt =2nr
0

genau der Kreisumfang.
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4.1.1 Skalare Kurvenintegrale

Definition 4.7: Sei C ein Kurvenstiick und f : C — R eine Funktion, sodass fiir mindestens
eine Parametrisierung o von C' die Abbildung f o « stetig ist. Das skalare Kurvenintegral
(Wegintegral) von f dber C ist definiert als

b
L fas= [ sa®laoa. (13)

Hierbei bezeichnet ds das Integral iiber das skalare Bogenelement.

Das Integral ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung (vgl. Bemerkung 4.6).

Beispiel Sei eine Kurve C' C R? parametrisiert durch « : [0,7/2] — R? gegeben durch
a(t) := (=3 cos®(t),3sin?(t)).
Dann ist die Ableitung gegeben als
a(t) = (=9 cos?(t) sint, 9sin®(t) cos(t))

und somit [|¢(t)|| = 9sin(t) cos(t). Integrieren wir die Funktion f : R? — R mit f(z,y) :=1+4
iiber C, ergibt sich

G 3sin3(t) _
/Cde —/0 <1 + 3> - 9sin(t) cos(t) dt

/2 i 2 -5 /2
= 9/ (sin(t) + sin4(t)) cos(t)dt =9 sin”(t) + sin”(t) — 63
0 2 ) 0 5

4.1.2 Vektorielle Kurvenintegrale

Eine stetige Abbildung v : @ C R™ — R"™ heifit Vektorfeld. Vektorfelder sind beispielsweise
Geschwindigkeitsfelder von Gasen oder Fliissigkeiten, Gravitationsfelder, elektrische oder ma-
gnetische Felder und so weiter. Sie weisen jedem Punkt im Raum einen Vektor im Raum zu.
Betrachten wir beispielsweise die Stromung in einem Fluss, gibt das Vektorfeld an, wohin und
mit welcher Geschwindigkeit sich das an einem Ort x befindliche Wasserteilchen bewegt.

Ist ein Vektorfeld, also alle seine Komponenten, k-mal stetig differenzierbar, so sprechen wir
auch von einen C*-Vektorfeld.

Definition 4.8: Sei a : [a,b] — R™ eine regulire C!-Kurve mit Bild in Q und v :  — R" ein

Vektorfeld. Dann definieren wir das Wegintegral von v dber den von « parametrisierten Weg
durch

/av Jds = /:(q;(a(t)) La()) dt . (4.4)
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Physikalische Entsprechung
e Beschreibt das Vektorfeld ein Kraftfeld, entspricht das Wegintegral der Arbeit.

o Beschreibt das Vektorfeld ein Geschwindigkeitsfeld, entspricht das Wegintegral der Zir-
kulation.

o Beschreibt das Vektorfeld eine elektrische Feldstérke, entspricht das Wegintegral der elek-
trischen Spannung.

e Beschreibt das Vektorfeld eine Temperaturdanderung, entspricht das Wegintegral der Tem-
peratur.

Sei also beispielsweise ein Massepunkt im Ursprung (0, 0,0) gegeben. Er erzeugt ein Gravita-
tionsfeld K : R3\ {0} — R, das durch

T

X _3
K(z) := _W = —(ZL’% + 23 +x§) /2 2
x3

gegeben ist. Wird ein zweiter Massepunkt der Masse 1 lings einer Kurve « : [a, b] — R3\ {0}
bewegt, so ist die an ihm geleistete Arbeit genau das Wegintegral

/ Kds — — /b w1()21(t) + 22(t)B2(t) + $3(t)f3(t)'
o o (@) +a3(0) +as(t)

Bemerkung 4.9: Sei C' C  ein C'-Kurvenstiick in €2 und seien «, 3 zwei Parametrisierungen
von C. Dann gilt die Kettenregel

/ vds, falls ¢ > 0
B

vds = [ ((Bo(t)),Bet))pt))dt = 4.5)
/a /"< A M —/ﬂvds, falls ¢ < 0 (

fir die Parametertransformation ¢ (vgl. Bemerkung 4.6).

Definition 4.10: Sei C ein C'-Kurvenstiick. Als Orientierung von C bezeichnen wir eine Fest-
legung des Durchlaufsinns. Sie besteht darin, eine bestimmte C'-Parametrisierung « festzulegen
und dann jede weitere C!-Parametrisierung 3 von C' als (ebenfalls) positive Parametrisierung
von C zu bezeichnen, falls § = a o p mit ¢ > 0.

Bei der Anderung der Parametrisierung von o zu B = oo mit ¢ < 0 sprechen wir von einer
Anderung des Durchlaufsinns.
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Beispiel Sei ein Vektorfeld in R? gegeben durch v : R? — R2? mit v(x,y) = (22, zy)T.
Weiterhin seien 1,75, : [0, 1] — R? zwei Wege, wobei 1 (¢) := (t,t)T und 7, (t) = (1—t,1—¢)".
Dann parametrisieren beide Wege die Strecke (das Kurvenstiick) von (0,0) nach (1,1). Wir
legen die Orientierung iiber 7 fest, sodass also 7; den positiven Richtungssinn bestimmt.
Dementsprechend besitzt 7, negativen Richtungssinn. Es gilt ndmlich

FYi=70°h

fiir h: R — R mit h(t) ;=1 —t und h = —1.

Berechnen wir nun das Integral des Vektorfelds iiber das Kurvenstiick mithilfe der beiden
Parametrisierungen und der Kettenregel (4.5), so ergibt sich

1 2 1 2
/ vds:/ (> 4+ 1%)dt = = und / Uds:/ —2(1 —t)?dt = —=
o 0 3 o 0 3

Vergleichen wir nun noch das Integral des Vektorfeldes v entlang -y; mit dem Integral des
Vektorfeldes entlang v, : [0,1] — R2, wobei

- {(t, 0) fiir ¢ € [0, 1), (46)

(1,t—1) fiirt € [1,2]

Dann gilt

1 2 1 t2 2
/vds:/tht—i—/t—ldt:—i-[_t} :3
Y2 0 1 3 2 1 6

Das Wegintegral von v von (0,0) nach (1,1) ist also nicht unabhéngig vom gewéahlten Weg.

Bemerkung: Im Allgemeinen gilt fiir einen stiickweise glatten Weg a = a1 U -+ - U oy

/llvdS—kz:/akvds. (4.7)

Definition 4.11: Ein Vektorfeld v : @ C R® — R" heifit konservativ (oder exakt), falls das
Integral von v iiber einen stiickweisen glatten Weg v nur von den Endpunkten und nicht vom
Weg selbst abhingt.

Fiir g, x1 € Q2 und v ein Weg von xy nach z; und ~» ein Weg von 1 nach xg gilt also

/ vds:—/ vds = vds+ [ vds=0. (4.8)
" V2 " 72

Lemma 4.12: Seiv: ) C R® — R" ein Vektorfeld. Dann ist v genau dann konservativ, wenn
fiir jede geschlossene stiickweise glatte Kurve v C €0 gilt

/ vds = 0. (4.9)
;
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Beispiele Das Gravitationsfeld K (x) := — T st konservativ.

Als Gegenbeispiel betrachte einen in der z-Ebene liegenden Draht, durch den ein konstanter
Strom fliefit. Dieser erzeugt ein Magnetfeld H : R3\ {(z,y,2) € R?, 2 =0} — R3, das durch

1 -y

H(z,y,z) = W

(4.10)

definiert ist. Dieses Magnetfeld ist nicht konservativ. Betrachten wir beispielsweise den ge-
schlossenen Weg v : [0, 27] — R3 mit (¢) := (sint,cost,0)T, so ist

2T
[Has= [T o) 50)d
y 0

= /O%M«_S%)it) () a
z/o%—ldt: —2m £ 0.

Satz 4.13: FEin Vektorfeld v : Q@ C R™ — R" ist genau dann konservativ, wenn es eine
C'-Funktion u : Q — R gibt, sodass
v = Vu. (4.11)

Fiir jede stiickweise glatte Kurve v C ) von x¢ nach x1 gilt also

//vds = u(x1) — u(xo). (4.12)

Beweisidee. Sei u gegeben, sodass v = Vu. Dann folgt fiir eine C!-Kurve 7 : [a,b] — Q nach
Kettenregel

d . :

e0(®) = (Vu(r(2)), 7(t)) = (v(+(1)) , ¥(2))-
Integriert man beide Seiten, so folgt die zu zeigende Aussage aus dem Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung. Die Riickrichtung lasst sich in der angegebenen Literatur finden. [

Bemerkung 4.14: Existiert fiir ein Vektorfeld v eine Funktion v mit v = Vu, so heifit u
auch Stammfunktion oder Potential des Vektorfeldes v. Die Funktion u ist bis auf eine additive
Konstante eindeutig. In der Physik wird das Potential hdufig auch mit negativem Vorzeichen
definiert, also v = —Vu.

4.1.3 Potentiale von Vektorfeldern
Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen Vektorfelder Potentiale besitzen. Ein

notwendiges Kritierium fiir die Existenz eines Potentials sind beispielsweise folgende Integra-
bilitatsbedingungen.
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Lemma 4.15: Besitzt das C'-Vektorfeld v : Q C R™ — R™ auf einem Gebiet € ein Potential
u, so muss fiir alle i,k =1,...,n, 1 # k,
8’01' 8’Uk

Dxy Oz (4.13)

gelten.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist u zweimal stetig differenzierbar. Nach dem
Satz von Schwarz (2.10) gilt dann

ov; J Ou 0 Ou _ Oy

Oxy  Oxg Ox; Ox; Oxp  Omy =

Bemerkung 4.16: Die Bedingung (4.13) ist nicht hinreichend. Betrachte beispielsweise das
in (4.10) definierte Magnetfeld H : R?\ {(x,y,2) € R3, 2 = 0} — R3. Wie wir bereits gesehen
haben, ist es nicht konservativ, besitzt also keine Stammfunktion. Es ist jedoch differenzierbar,
und es gilt

% 8<_y> y2—x2_0($>8H2

oy Oy \ a?+y? (332+y2)2_6m x2 4 92 oz
sowie
oy _ oty _ oty _ oty
oz Oz Oy 0z

Auch physikalisch ist das durchaus sinnvoll: Es lisst sich als Ubungsaufgabe leicht nachweisen,
dass das Integral {iber eine den Draht umlaufende Kreislinie nicht verschwindet. Das Magnet-
feld kann daher kein Potential besitzen.

Vektorfelder mit der Eigenschaft (4.13) heilen auch rotationsfrei.

Um auch hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials fiir ein Vektorfeld angeben
zu koénnen, bendtigen wir strengere Vorgaben an das zugrundeliegende Gebiet €.

Definition 4.17: Ein Gebiet (2 C R” heifit sternformig, wenn es einen Punkt xy € € gibt,
sodass mit jedem z € Q auch die Strecke Az + (1 — Az € Q fur alle A € (0,1).

Definition 4.18: FEin Gebiet Q2 C R" heifit einfach, wenn es das Bild eines sternférmigen
Gebiets unter einem C?-Diffeomorphismus ist. Es muss also einen C2-Diffeomorphismus von
einem sternférmigen Gebiet nach 2 geben.
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Beispiele

1. Fir jeden Punkt zyp € R™ sei K5(xg) die Kugel um zy mit Radius §. Diese Kugel ist
sternformig.

Jeder Quader Q = @1 X Q2 X -+ X @, C R" ist sternférmig.

Ebenso sind herzférmige Gebiete sternférmig.

Ll

Die Menge K* := {(z,y) € R?, 2% +y? < 1} \ {(2,0), z > 0} ist sternformig.
Die Menge Q := {(z,y) € R?, r < /22 + 42 < R} \ {(z,0), x > 0} ist einfach.

6. Die Menge R?\ {(tcost,tsint) € R?, t € R}, also R? ohne die archimedische Spirale, ist
ebenfalls einfach.

o

Bemerkung 4.19: In einem einfachen Gebiet lédsst sich jede geschlossene Kurve stetig auf
einen Punkt zusammenziehen, ohne dass das Gebiet verlassen werden muss

Satz 4.20: Sei ) C R" ein einfaches Gebiet. Dann besitzt das Vektorfeld v : Q — R™ ein
Potential, wenn es die Integrabilitdtsbedingungen (4.13) erfiillt.

Bemerkung: Im Fall des oben betrachteten Magnetfelds H (vgl. (4.10)) ist die Definitions-
menge {(z,y,z) € R, 2 # 0} nicht einfach.

4.1.3.1 Berechnung des Potentials in R?

Die nachfolgenden Rechenschritte zur Bestimmung eines Potentials werden zunéchst formal
durchgefiihrt. Es wird also nicht in jedem Schritt gepriift, ob der Schritt tatsidchlich durchfiihr-
bar ist. Am Ende dieses Formalismus steht ein Kandidat, und es muss nachgepriift werden,
dass der Kandidat tatsdchlich ein ein Potential des Vektorfelds ist.

Sei Q einfach und v : Q C R? — R? ein C!-Vektorfeld mit
p(z,y)
v(z,y) = .
(@) <q(:r, y)>
Wir nehmen an, dass %(x, y) = %(w, y), sodass dann nach Satz 4.20 ein Potential u existiert.

Zur Bestimmung eines Potentials halten wir zunéchst y fest und integrieren die Funktion
x — p(x,y). Das liefert eine Stammfunktion P mit 0, P = p. Wir machen den Ansatz

u(z,y) == P(z,y) + Q(z,y),

wobei () noch zu bestimmen ist. Leiten wir nun » nach y ab, so muss

dyu(z,y) = 0, P(x,y) + 9,Q(x,y) = q(x,y)
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gelten nach Definition des Potentials. Es ist also

@@(m,y) =q(z,y) — 0, P(x,y).

Da die rechte Seite aufgrund der Integrabilitdtsbedingung von x unabhéngig ist, muss auch die
linke Seite von 2 unabhéngig sein.! Damit ergibt sich also

u(z,y) = P(z,y) + Qy).

Nun lasst sich eine Stammfunktion fur

Q'(y) = 9yP(x,y) — q(z,y)

bestimmen.

Beispiel Sei 2 C R? ein einfaches Gebiet und v : Q — R? durch

o(,y) = <2x2005(y) )

—x*sin(y)

gegeben. Offensichtlich sind die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt. Es existiert also ein Po-
tential. Zur Berechnung halten wir zunéichst y fest und bestimmen als Stammfunktion fiir
x > 2x cos(y)

P(z,y) = 2° cos(y).
Wir setzen damit fiir das Potential u(z,y) := 22 cos(y) + Q(y) an, sodass
Qy) = u(z,y) — z* cos(y).
Als Ableitung von @ ergibt sich
Q'(y) = dyulz,y) — 9,P(z,y) = —a*sin(y) + 2*sin(y) = 0

Damit ist also u(z,y) := 2% cos(y) + a mit a € R. In der Tat ist damit Vu = v.

4.1.3.2 Berechnung des Potentials in R?

Die Vorgehensweise in hoheren Dimensionen ist im Prinzip ganz analog. Zunéachst schreiben
wir das C'-Vektorfeld v : Q C R? — R3 als

p(x,y, 2)
v(z,y,2) = | q(z,y,2) |,
r(z,y,z)

'Um das einzusehen, leite man die Gleichung nach x ab.
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wobei wieder die Voraussetzungen von Satz 4.20 erfiillt seien. Wir halten (y, z) fest und bestim-
men eine Stammfunktion der Abbildung z +— p(z,y, z). Diese bezeichnen wir mit P(z,y, 2).
Erneut setzen wir das Potential als

u(‘,r7 y7 Z) = P(‘/'U’ y’ Z) + Q(y7 Z)

an, wobei wie zuvor aus den Integrabilitdtsbedingungen folgt, dass der zusétzliche Term @
tatsdchlich unabhingig von x ist. Aulerdem muss aus dem gleichen Grund

0,Q(y,2) = q(z,y,2) — Oy P(x,y, 2) sowie 0.Q(y,z) =r(x,y,z) — 0,P(x,y, 2).

Die Bestimmung von @ erfolgt nun ganz genauso wie im zweidimensionalen Fall.

Beispiel Gegeben sei das Vektorfeld v : ¢ R? — R? mit

p(x,y, Z) 2z COS(y) - 27°
v(x,y,2) = | q(x,y,2) | == | 3+ 2yexp(z) — 2*sin(y)
r(z,y, 2) y® exp(z) — 6x2?

Die Integrabilitdtsbedingungen sind erfillt, da

6yp($7 Y, Z) = —2x Sln(y) = 81(](1', Y, Z)>
d.p(z,y, 2) = —62° = Opr(z,y, 2)
und
azQ(ma y7 Z) = 2y exp(z) = ayr(fﬁa y7 Z)‘
Zur Bestimmung des Potentials halten wir zunéchst y und z fest und integrieren p nach z. Das

fithrt auf P(z,y, 2) = 2% cos(y) — 2223, Wir setzen daher das Potential mit

U(I‘, Y, Z) = .%'2 COS(y) - 2.@23 + Q(ya Z)

an. Nun ist

ayQ(ya Z) = Q('T’y7 Z) - 8yP(5Ua Y, Z)

=3+ 2yexp(z) — x?sin(y) + 2? sin(y) = 3 + 2y exp(z).
Wir halten nun z fest, integrieren 9,Q(y, z) nach y und erhalten

Q(y,2) = 3y +y”exp(z) + R(z),

wobei, wie wie zuvor gezeigt werden kann, dass R tatsdchlich von y unabhéngig ist. Leiten wir
nun
u(z,y, 2) = 22 cos(y) — 222 + 3y + y* exp(z) + R(2)
=p =Q

nach z ab, so folgt

d.u(w,y, 2) = —6222 + v exp(2) + R/(2) = r(z,y, 2),
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weswegen
R'(2) = y*exp(z) — 622* + 6122 — y* exp(z) = 0

und damit R eine Konstante ist. Da das Potential ohnehin nur bis auf eine (additive) Konstante
eindeutig ist, ergibt sich fiir das Potential u des Vektorfeldes v die Beziehung

u(z,y, z) = 2 cos(y) — 22> + 3y + 32 exp(2).

Die Differenzierung dieses Potentials zeigt, dass in der Tat Vu = v gilt.

4.2 Oberflachenintegrale

Definition 4.21: Sei U C R? ein Gebiet und ® : U — R3 eine injektive Abbildung mit

@1 (u1, uz)
D(up,ug) := | Pa(ug,uz) | . (4.14)
®3(u1, u2)

Dann heifit ® eine C*-Flichenparametrisierung, wenn die partiellen Ableitungen

0 3}
Tm@(ul,ug) und a—uQCI)(ul,ug) (4.15)

fir jedes u = (uy,uz) € U linear unabhéngig sind.

Definition 4.22: Fiir ein Gebiet U, eine Flichenparametrisierung ® : U € R? — R3, festes
u € U und ¢ > 0 sind die Abbildungen 71,72 : (—¢,¢) — R? mit
7 (t) = P(uy + t,uz) sowie Y2 (t) := ®(u1,us +t) (4.16)

C!'-Kurven in ®(U) C R3. Fiir die Ableitungen dieser Kurven gilt

d d 9
— ) =0 4.1
(O = e+ tw)| = () (4.17)
und
d d 9
720 = Zo(uur 1) = B 20, 102) (4.18)

Deswegen nennen wir -2-® und -2-® die Tangentenvektoren von ® an w.
ou1 Ous

Bemerkung 4.23: Aus der linearen Unabhéngigkeit der partiellen Ableitungen folgt, dass
das Bild ®(U) tatséchlich zweidimensional ist

Definition 4.24: Sei U ein Gebiet. Eine Menge M C R3 heiit C*-Flichenstiick, wenn sie Bild
einer C¥-Flichenparametrisierung ® : U C R? — R3 ist, deren Umkehrabbildung ®~! : M — U
stetig ist. Jede solche Abbildung ¢ heifit Parametrisierung des Fldchenstiicks M.

Bemerke, dass ein Flachenstiick per Definition offen sein muss.
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Beispiele

1. Fiir drei linear unabhingige Vektoren a,aq,as € R? lisst sich die von diesen Vektoren
aufgespannte Ebene im dreidimensionalen Raum iiber ® : R? — R3 mit

D\, p) :=a+ Aaj + paz (4.19)
parametrisieren.

2. Die obere beziehungsweise untere Hemisphére der dreidimensionalen Einheitskugel léasst
sich iiber @ : K7(0) — R? mit
Ul
<I>(u1, UQ) = Uz (420)

+/1 = [[ul3

3. Die Einheitssphére ohne Nullmeridian, also die Kugeloberfliche des Einheitskreises ohne
den von (0,0,1) iber (1,0,0) nach (0,0,—1) verlaufenden Meridian, lasst sich durch
@ : (0,27) x (0,7) — R3 mit

parametrisieren.

D(p,0) := | sin(yp) sin(0) (4.21)

parametrisieren.
4. Der geschlitzte Mantel eines Kreiskegels ldsst sich durch @ : (0,00) x (0, 27) — R? mit

Z Cos @
D(z,p) := | zsingp (4.22)
z

parametrisieren.

Alle diese Beispiele sind Flichenstiicke. Ebenso ist der Graph einer C*-Funktion f : U — R
ein Flachenstiick.

Lemma 4.25: Seien M C R? ein CF-Flichenstiick und seien ® : U — R® und ¥ : V — R3
zwei Parametrisierungen von M. Dann existiert ein C*-Diffeomorphismus h : U — V', sodass
® = Vo h. Jedes solche h heifi Parametrisierungstransformation zwischen ® und W.

Beispiel Sei S := {z € R3, ||z|| = 1} die Einheitssphire und N = (0,0, 1) der ausgezeichnete
Nordpol. Die Stereographische Projektion ist die Abbildung ® : R? — S\ {N} mit

2uq
1
P(ur,ug) i= —5—— 2u . 4.23
(1 2) HUH2+1 Hu||22_1 ( )

Sie besitzt die Umkehrabbildung ®~1: S\ {N} — R? mit
Nz, y, 2) = ( v Y ) : (4.24)

1—2"1—2
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4.2.1 Inhalte von Flachenstiicken

Sei M C R? ein Flichenstiick, das von ® : U C R? — R3 parametrisiert wird. Um eine Formel
fir den Flacheninhalt von M herzuleiten, fixieren wir einen Punkt v € M und betrachten das
von den Tangentialvektoren an M in u aufgespannte Parallelogramm. Die Flédche M kann lokal
also durch dieses Parallelogramm approximiert werden. Im Grunde ist das nichts Anderes, als
eine Taylorapproximation erster Ordnung an u, denn es gilt

3} 3}
O(u+h)=P(u)+ thm¢<u) + h2%¢(u)

mit h = (hl,hg) und hl,hg € (0,6).

Die Idee ist nun, den Flicheninhalt von M {iber die Flacheninhalte der Parallelogramme an
allen v € M anzundhern. Dazu bendtigen wir zunéchst eine Vorschrift, wie wir mithilfe der
Parametrisierung ® den Flicheninhalt eines der Parallelogramme berechnen kénnen. Wie ha-
ben bereits gesehen, dass die Tangentialebene von ® an einer Stelle u € U von den Vektoren
Ou, @(u) und 9y, P(u) aufgespannt wird. AuBlerdem erinnern wir uns, dass fiir zwei Vektoren
a,b € R? das Kreuzprodukt als

a2b3 — a3b2
axb:= a3b1 — a1b3 . (425)
albg — agbl

definiert ist. Bezeichnen wir mit ¢ den Winkel zwischen a und b, so gilt zum einen

la > bl = llall2[[bl2 - sin @ (4.26)
und bekanntermafien

[(a, b)| = llall2]|bl]2 - cos ¢. (4.27)

Es lésst sich anschaulich leicht einsehen, dass die Formel (4.26) genau den Flidcheninhalt des
von a und b aufgespannten Parallelogramms angibt. Wir wenden diese Formel nun auf die
Tangentialvektoren 0y, ®(u) und 0,,P(u) an. Dafiir setzen wir zunéchst

(00 ®,0,0) (D4, P, 0, D)
G:= <<au2(I) s am ¢)> <8u2¢0 , 8u2q)> ) (428)

sodass G = (g;;) mit g;; = (0;®,0;9®), 4,7 € {1,2}. Die Gram-Matrix G ist abhéngig von der
gewahlten Parametrisierung und abhéngig vom konkreten Punkt u, und wir sehen, dass

180, (1) X Doy @ (W) |2 = |9y ® () [0y B (w)||* sin* (0)
= 1|0y P(w) |0, ® (W) [|* = (D ® () , Doy ®(w))|* = det (G (),
wobei 6 der Winkel zwischen den Tangentialvektoren beschreibt. Es gilt also die Beziehung
det(G(u)) = [|0u, D(u) x Du, @(u)], (4.29)

mit deren Hilfe wir den Fldcheninhalt des von den Tangentialvektoren in u aufgespannten
Parallelogramms berechnen kénnen. Das motiviert die folgende Definition.
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Definition 4.26: Sei M C R3 ein Flichenstiick und ® : U € R? — R3 eine Parametrisierung
von M. Dann definieren wir den Fldcheninhalt von M als

A(D) := / \/det(G(u)) d?u, falls dieser Wert existiert
AM) = (@) U (G(w) (4.30)
00 sonst.

Der Flacheninhalt von M entspricht also dem Grenzwert der Summe der Flécheninhalte der
obigen Parallelogramme.

Bemerkung: Die Gram-Matrix G ist symmetrisch und positiv definit. Da die partiellen Ablei-
tungen von ® nach Definition des Flachenstiicks linear unabhéngig sind, ist die Determinante
von G stets positiv.

Lemma 4.27: Die Definition 4.26 ist unabhéngig von der gewéahlten Parametrisierung.

Beweis. Sei ¥ : V C R? — R? eine weitere Parametrisierung von M. Dann existiert nach
Lemma 4.25 ein Diffeomorphismus h : U — V mit & = W o h. Aus der Kettenregel folgt dann

Ouy P(u) X 0y, ®(u) = DY (h(u)) - O1h(u) x DY (h(u)) - Dah(u)
= (90 ®) 0 h(w)) x ((00,®) 0 h(w)) - (Dus 11 Buzha = Dy Dy ho ) (w)

nach kurzer aber intensiver Rechnung. Bezeichnen wir mit G := (gij) mit g;; = (0, ¥V, 0y, ¥)
fir i,7 € {1,2}, so ist obige Formel dquivalent zu

det(G(u)) = [|0y, ®(u) X Duy®(u)|| = ||det(Dh(u))| - 1/det(G o h(u)).

Aus dem Transformationssatz 3.36 folgt schliellich

/U\/det(G(u)) dQu:/U\/det(éoh(u))-Hdech(u)H d2u:/‘/\/det(6(v)d2v. O

Beispiel Sei U = (0,1) x (0,27) C R? und ® : U — R3 gegeben durch

r cos(f)
O(r,0) := | rsin(f)

r

(vgl. mit der Parametrisierung eines geschlitzten Kreiskegels oben). Die partiellen Ableitungen
von @ sind durch

cos(6) —rsin(6)
Or®(r,0) = | sin() und Op®(r,0) = | rcos(d)
1 0
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gegeben. Als Determinante der Matrix G bestimmen wir

_ 16,®(r, 0)||* (8,®(r,0),09®(r,0))\ (2 0\ .
det & = det <<agq>(r,e),arq>(r,9)> 105 (-, 0)]? ) = <0 r2> =

Somit ist y/det(G(r,0)) = 0,8 (r,0) x D@ (r,0)|| = r/2. Damit kénnen wir den Flicheninhalt
von ®(U) berechnen als

/U\/det(G(r,G)) d%(r,6) :/027r /01 rv2drdf = mv2.

Zur Wiederholung mache man sich klar, warum die Anwendung des Satzes von Fubini hier
gerechtfertigt ist.

Beispiel Sei S, := {(z,y,2) € R3, ||(z,y,2)||2 = r} die Sphire mit Radius r um den Ur-
sprung. Diese Menge ist kein Flichenstiick. Setzen wir N := {(cos#,0,sinf), 0 < § < 7} und
definieren S} := S\ N, so ist S} ein Flachenstiick. Da sich der Flacheninhalt durch das Ent-
fernen von Nullmengen (endlich vielen Punkten, stiickweise glatten Kurven, etc.) nicht dndert,
ist
A(S7) = A(Sr).

Da sich die Menge S; durch Kugelkoordinaten parametrisieren lasst, konnen wir den Oberfla-
cheninhalt von S, berechnen. Sei dazu U := (0,27) x (0,7) und ® : U C R? — R3 mit

r cos(y) sin(6)
O(p,0) := | rsin(p)sin(0)
rcos(f)
Die Ableitungen von ® sind gegeben durch
—rsin(yp) sin(0) 7 cos(p) cos(f)
0,P(p,0) = | 7cos(p)sin(6) und 09®(p,0) = | rsin(y) cos(0)
0 —rsin(0)

Wir zuvor berechnen wir die Determinante der Matrix G und finden det(G(¢,0)) = r*sin?(0).
Somit berechnen wir den Oberflicheninhalt als

A(S,) = A(S?) = /U det (G(p. 0)) d2(p, 0) = /0 ’ /0 2 sin(0) dp b — 4.

4.2.2 Skalare Oberflachenintegrale

Nachdem wir nun den Volumenbegriff auf parametrisierbare Flachen erweitert haben, kénnen
wir skalarwertige Funktionen iiber solchen Flachen betrachten.

99



Kapitel 4 Grundlagen der Vektoranalysis

Definition 4.28: Sei M C R? ein Flichenstiick und f : M — R eine stetige Funktion. Die
Fliache M sei wie zuvor durch ® : U € R? — R3 parametrisiert und wir bezeichnen mit G die
Gram-Matrix aus (4.28). Dann ist das skalare Oberflichenintegral von f wber M durch

/fds :z/f((b(u)) det(G(u)) d*u. (4.31)
M U

definiert. Bemerke, dass das sogenannte skalare Oberflichenelement ds = |/det(G(u)) d*u nach
Lemma 4.27 unabhéngig von der gewédhlten Parametrisierung ist.

Beispiel Sei U := (0,1) x (0,27) C R? und betrachten wir die durch ® : U — R3 mit

7 cos 6
®(r,0) := | rsinf
0

parametrisierte Wendelflache (Helikloid) S := ®(U). Angenommen, S besitze die Massendichte
m : R? — R mit m(z,y,2) := /22 + y2r. Dann ldsst sich die gesamte Massendichte von S

bestimmen dLII'Ch
M(S ——/2\/ 2 4+ 92d ——/2 \/(1’5(; ,0 d? ,0).
( ) s X Y S T € ( (7“ )) (I' )

Wir bestimmen daher die Determinante der Gram-Matrix G wie zuvor, indem wir ® partiell
ableiten, und wir finden

_ 1 0 _ 2
det(G(u)) = det (0 - 7"2) =1+r".
Damit ergibt sich

M(S):/O%/Ol%mdrde: 2/0%{(1“2)3/2]1(10: B ).

0 3

Definition 4.29: Sei M C R? ein Flichenstiick. Es seien zwei Parametrisierungen ® und ¥
von M gegeben und h die Parametrisierungstransformation, sodass ® = W o h. Dann heiflen ®
und ¥ gleich orientiert, wenn

det(Dh) > 0 (4.32)

gilt. Wir konnen M orientieren und erhalten damit ein orientiertes Fldichenstick, indem wir
eine Parametrisierung auszeichnen. Alternativ kann man auch die Auszeichnung eines Einheits-
normalenfeldes n : M — R? auf M angeben, wobei der Zusammenhang zwischen Normalenfeld
und Parametrisierung ® fiir z := ®(u) € M durch

Ouy @ X 0y, @

n(z) = m(u) (4.33)

gegeben ist. Hieran lasst sich auch der Richtungssinn der Parametrisierung entsprechend der
durch das Normalenfeld gegebenen Orientierung ablesen. Das Einheitsnormalenfeld ist ein
normiertes Vektorfeld, das orthogonal auf der Tangentialebene an M in x steht.
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4.2.3 Vektorielle Oberflachenintegrale

Betrachten wir zum Ende des Abschnitts iiber Oberflichenintegrale noch Vektorfelder iiber
orientierten Flachenstiicken.

Definition 4.30: Sei M C R3 ein orientiertes Flichenstiick und ® : U € R? — R? eine
Parametrisierung von M mit positivem (negativem) Richtungssinn. Fiir ein stetiges Vektorfeld
v: M — R3 ist das vektorielle Oberflichenintegral von v iiber M durch

/Mvdo - /Mv(x)-do(x) :::I:/U<vo<1>(u),6ul<1>(u) X O, ®(u) P (4.34)

definiert, sofern der Wert auf der rechten Seite existiert. Das Integral hat hierbei positives
(negatives) Vorzeichen, wenn ® positiven (negativen) Richtungssinn besitzt.

Bemerkung 4.31: Mit do(x) bezeichnen wir das vektorielle Oberflichenelement. Die Schreib-
weise v(z) - do(x) soll hierbei verdeutlichen, dass do(x) vektoriellen Charakter besitzt.

Formal gilt

_ w ) 211 — am(b(u) X 8u2<I>(u) e ” 211 — nds
do(z) = £8, B(u) X Iy ®(u) d g ) ><aM(I)(u)”,/d t(G(u))d ds  (4.35)

aufgrund der Definitionen von y/det(G(u)) (vgl. (4.29)) und Normalenfeld (vgl. (4.33)). Daher

h /M v(z)-do = /M v-nds. (4.36)

Das vektorielle Oberflachenintegral ldsst sich also mithilfe des Einheitsnormalenfeldes auch als
skalares Oberflichenintegral schreiben. Das skalare Oberflichenintegral {iber die Normalen-
komponente von v wird auch Fluss von v durch M genannt.?

Als Erinnerung sei an das folgende niitzliche Werkzeug zur Berechnung des vektoriellen Ober-
flichenintegrals erinnert: Fiir Vektoren a, b und ¢ gilt (v, a x b) = det(v, a,b). Daraus folgt

vio®(u) wvao®(u) w3od(u)
(vo®(u), 0y, P(u) X 0y, ®(u)) = det | Oy, P1(u) Ou, P2(u) 0w, P3(u) | . (4.37)
8u2<1>1(u) 8u2 (1)2 (u) 8u2 <I>3(u)

Beispiele

1. Sei die Einheitssphire S := {(z,y,2) € R3, 22 + y? + 22 = 1 und eine skalarwertige
Temperaturfunktion 7 : S — R mit T(z,y, z) := 22 + y? + 22 gegeben. Als Orientierung sei
festgelegt, dass das Normalenfeld nach aulen zeigt. Da alle Elemente von S bereits Norm 1
haben, ist das Normalenfeld bereits das Einheitsnormalenfeld, und es ist durch n : § — R3 mit

2Gibt v beispielsweise die Geschwindigkeit und Richtung an, mit der eine Fliissigkeit iiber einer Oberfliche
flieit, so entspricht dem Integral die Durchflussrate. Das Integral gibt also an, wie viel der Fliissigkeit pro
Zeiteinheit tiber die Oberfliache fliefit.
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n(z,y,2) := (z,y, z) gegeben. Die Anderung der Temperatur wird nun durch den Gradienten
VT gegeben. Integriert man das Vektorfeld v : S — R3 mit

v(x,y,z) = -VT(x,y,z) = | -2y
—2z

iber die Oberflache S, so ergibt sich der Warmefluss. Wir berechnen also
/ v-do= / v-nds= /(v(az,y,z) ,n(x,y,z))ds
S S

S
= [{(5) (Epes

——2/x2+y2+22ds:—2/lds:—87r,
S S

da der Oberflicheninhalt einer Sphire mit Radius » durch 4mr? gegeben ist. Das negative
Vorzeichen hier bedeutet, dass der Fluss entgegen der Richtung des Einheitsnormalenfeldes,
also nach innen gerichtet ist. Das ist anschaulich auch klar, da die Temperatur im Ursprung 0
und auf dem Rand von S 1 ist. Im Sinne des Konzentrationsausgleichs findet der Warmefluss
also in Richtung des Ursprungs statt.

2. Sei U :=(0,1) x (—m,7) und M die Schraubenfliche, die durch ® : U — R3 mit

T COS
O(r,p) := | rsinep
P

parametrisiert wird. Wir weisen ihr die durch das Einheitsnormalenfeld n : M — R? mit

gegebene Orientierung zu. Sei weiter v : M — R? das Vektorfeld mit v(z,y, 2) := (y, —z,2)T.
Wir mochten das vektorielle Oberflichenintegral von v iiber M berechnen. Dazu nutzen wir
die Darstellung (4.37). Wir bestimmen zunéachst die partiellen Ableitungen von @ als

COS —rsine
Or®(r,p) := | sing und 0, ®(r, ) := | rcosep
0 1

Wir Laplace-entwickeln die Determinante (4.37) nach der letzten Spalte und finden

rsing  —rcosp rsing rcos cos sin
. cosp  singp —rsing rcose
—rsing rcosp 1

=r(l+ ).
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Damit ist dann

/Mvdo = :I:/ vo ®(r, @), 0-P(r, ) x 0,P(r, ) d(r, )

—:lz/ / 1+ ¢)drdy = £,

wobei wir hier zundchst den Richtungssinn der Parametrisierung ignoriert haben. Das holen
wir nun nach. Wir bestimmen also den Richtungssinn der Parametrisierung geméifl (4.33).
Zunéchst sehen wir direkt, dass fiir u := (r,¢) = (3, 0) gilt

o = (00

Das ist praktischerweise genau der Punkt, durch den die Orientierung unseres Normalenfeldes
bestimmt wird. Wir bestimmen die partiellen Ableitungen von ¢ an u und finden

0,0 (u) = (1,0,0)T und 9, (u) = (0, % T,

Das Kreuzprodukt der beiden Vektoren ergibt

1 0 0
O x[]=]|-1];
0 1 1/

die Norm dieses Vektors ist é Nun finden wir, dass

0 5 0
n(3,0,0)= [ V=4 | -1,

1/\/5 \/5 1/2

sodass ® geméafl der durch n festgelegten Orientierung positiven Richtungssinn hat. Damit ist
das vektorielle Oberflachenintegral von v {iber M durch

/ vdo=m
M

gegeben.

4.3 Klassische Integralsatze

Zunéchst lernen wir drei Differentialoperatoren kennen, die in der mathematischen Physik
eine fundamentale Rolle spielen. Differentialoperatoren sind Abbildungen zwischen Funktio-
nenrdumen, die ganz allgemein einer stetig differenzierbaren Funktion eine andere Funktion
zuweisen.
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Definition 4.32: Sei Q C R” ein Gebiet und v = (v1,...,v,) :  — R™ ein C!-Vektorfeld.
Dann definieren wir die Divergenz dive :  — R von v als

_on
_83}1

ovy,

diV’U(x) : %

(x) + (x). (4.38)
Der Divergenzoperator ist also ein Operator div : C}(R"®,R") — C%(R",R), der einem Vektor-
feld eine skalarwertige Funktion zuweist. Die Divergenz eines Vektorfelds entspricht der Spur
seiner Jacobi-Matrix.

Definition 4.33: Sei Q& C R" ein Gebiet und u = (vy,...,v,) : @ — R zweimal stetig
differenzierbar. Dann definieren wir den Laplace Operator Au : Q — R von u als

2 2
0“uq 0“uy,

Au(z) = div(Vu)(x) = Tx%(x) tot 50 (). (4.39)

Der Laplace-Operator ist also ein Operator A: C?(R",R) — C°(R"”, R). Der Laplace-Operator
weist einer Funktion die Spur ihrer Hesse-Matrix zu.

Definition 4.34: Sei Q C R? ein Gebiet und v : Q — R3 ein C!-Vektorfeld in drei Dimensio-
nen. Die Rotation des Vektorfeldes rotv :  — R3 ist als

L 8113 (91}2 N 61}1 81)3 N 8’02 8@1 N
rot v(z) = < (@)~ g (x)) 6+ ( (@)~ ($)> 6o + ( (@) — @:)) 65 (4.40)
definiert. Hierbei sind é1, é2, é3 die kanonischen Einheitsvektoren.

Bemerkung: Die Rotation eines Vektorfeldes v lasst sich formal auch als

¢ €2 &3

_ 9 40 9
rotv=det [ 57z 3, 2 (4.41)

v V2 U3

schreiben. (Man entwickle die Determinante nach der ersten Zeile.)

Bemerkung 4.35: In der Physik findet man auch die (sehr formalen) Schreibweisen
dive =V - v, Au = V?u, und rotv =V x .

Sie helfen aber unter Umstédnden, sich die Definition der Operatoren zu merken. Insbesondere
fiir die Rotation kann

el
ox
—_ | o
V xov= oy | < | ve
9
y4

hilfreich sein.
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Lemma 4.36: Es gelten folgende Rechenregeln.

1. Sei f:R" — R eine skalarwertige C'-Funktion und v : R® — R" ein C'-Vektorfeld. Dann
gilt die Kettenregel

div(fv)(x) = (VF(0) ,0(x)) + f(z) - divo(a). (1.42)
Im Falln =3, also f : R? — R und v : R® — R? gilt auBerdem

rot(fv)(x) = Vf(z) x v(x) + f(x) - rot v(z). (4.43)
2. Sei nun 2 C R? ein Gebiet. Fiir skalarwertige C?-Funktion u : Q — R gilt
rot(Vu)(z) = 0. (4.44)
Analog gilt fiir ein C2-Vektorfeld v : Q — R3
div(rotv)(z) = 0. (4.45)
3. Sind v,w : Q — R3 zwei C'-Vektorfelder, so gilt
div(v x w)(z) = (rotv(z) ,w(x)) — (v(x),rot w(x)) (4.46)
sowie
rot(v x w)(z) = divw(z) - v(z) — dive(x) - w(x) + Dv(z) - w(z) — Dw(z) - v(x). (4.47)
4.  Weiterhin gilt fiir Vektorfelder v € C%(Q,R3)

rot(rotv)(z) = V(div(v))(z) + Av(z). (4.48)

Beweis. Diese Gleichheiten lassen sich zur Ubung formal nachrechnen. O

4.3.1 Satz von Stokes

Satz 4.37 (Integralsatz von Stokes fiir Rechtecke): Sei Q := (a,b) x (¢,d) C R? und
seien f,g: U — R zwei C'-Funktion auf einer Umgebung U von Q. Dann gilt

/89 ayf(xy)d2xy / fa:yds—l—/ g(z,y)d (4.49)

Beweis. Zunéchst gilt
[t =, Zatesraes
Oz +-9(z,y)d(x,y) P)
d
/ ( 779y dX) dy = / (g(b,y)—g(a,y)> dy.
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Hierbei ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwendbar, da g auf einer
Umgebung von @ differenzierbar ist. Der Rand von @ lisst sich in die Kanten aufteilen, die
wir mithilfe der Funktionen «;, i = 1,...,4 parametrisieren. Dabei sind a1, a3 : [a,b] — R?
und a9, ay : [¢,d] — R durch

al(t) = (Z) , Qg = <lt)> ) as(t) := <a+§_ t) sowie ay(t) = <c—|—z— t)

gegeben. Wir durchlaufen den Rand also beginnend beim Punkt (a, ¢) entgegen dem Uhrzeiger-
sinn.? Da g skalarwertig ist, konnten wir nun die rechte Seite von (x) umschreiben als skalares
Kurvenintegral iber die Kurven ay,...ay4. Dabei wiirden wir allerdings die Orientierung der
Kurven verlieren, die ja nur bei Vektorfeldern sinnvoll definiert ist. Daher interpretieren wir
die Integrale in (*) als vektorielle Kurvenintegrale des Vektorfelds v = (0, )", sodass

[ (o0~ sty ) av= [ :g(b,y) v - [ stanay
/cd<<g<5y>)’()>dy+/ o) ()},
) )

= gds+ gds.

[e %5} a4

In diesem Sinne kénnen wir auch das Wegintegral von g iiber «; interpretieren, und wir sehen,

dass
/al gds = /d< (g o 3@)) ’dl(t)> dt =0.

Ebenso verschwindet das Wegintegral von g tiber a3. Damit ergibt sich aus (%) und ()

/Qaaxg(x,y)d(x,y)Zg/aigdSZ/agdSZ/ands- (4.50)

0
Die Analyse des zweiten Integrals / E» (z,y)d(x,y) verlauft ganz analog. O
QoY

Bemerkung: Dieser Satz ist auch als Satz von Green oder Satz von Green-Riemann bekannt.
Bemerke, dass mit Q) nicht der topologische Rand des Quaders @, sondern vielmehr seine
Parametrisierung gemeint ist. Das Integral auf der rechten Seite von (4.49) steht also fiir das
Kurvenintegral des Vektorfeldes v = (f, g) tiber die stiickweise glatte Kurve a.

Nachdem wir den Satz von Stokes fiir Rechtecke gezeigt haben, wollen wir ihn nun auf abstrak-
tere Formen verallgemeinern. Das funktioniert, solange der Rand der Formen gewisse Voraus-
setzungen erfiillt. Hierfiir fithren wir sogenannte zweidimensionale Pflaster ein, und betrachten
diese als Teilmengen des R3.

3Nach Bemerkung 4.6 kénnen wir natiirlich auch jede andere Parametrisierung wéhlen.
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Definition 4.38: Sei U C R? ein Gebiet mit [0,1]> C U. Ein zweidimensionales Pflaster
im R3 ist ein orientiertes Flichenstiick M C R3, dass sich durch eine C2-Parametrisierung
® : U — R3 beschreiben lisst, wobei ® folgende Eigenschaften besitzen soll:

1. Die Einschrankung @‘(0 1y ist eine positive Parametrisierung von M.
2. Fiir k € {1,2,3,4} sei die k-te Seitenkurve oy : (0,1) — R? mit

=(Poa ’
or=(@ o),
entweder konstant (entartet) oder injektiv und reguldr. Hierbei seien «y analog zum
Beweis von Satz 4.37 definiert.

3. Fiir die Seiten ¢ ((0,1)) der Fliche M gilt: Jede nicht entartete Seite trifft hochstens
eine weitere nicht entartete Seite.

4. Trifft die j-te Seite die k-te Seite fir j # k, ist also ¢;((0,1)) Nex((0,1)) # 0, so existiert
eine C'-Parametertransformation & : (0,1) — (0,1) mit ¢; = ¢}, o h und i < 0. Diese
Transformation nennt man auch Klebunyg.

Existiert ein solches ®, so heifit es auch Pflasterparametrisierung von M.

Interpretation der Forderungen an Pflasterparametrisierungen Bevor wir einige Beispiele
fiir Pflasterparametrisierungen sehen, wollen wir die gestellten Forderungen an ® und ihre Be-
deutung kurz diskutieren. Zunéchst verkniipft die erste Forderung Pflasterparametrisierungen
mit den Fldchenparametrisierungen (vgl. Definition 4.21). Die zweite Bedingung erlaubt, dass
die Seiten des Einheitsquadrats durch die Parametrisierung auf Punkte zusammengezogen wer-
den (konstante/entartete Kurve). Ist ndmlich ¢y konstant in R?, bildet ® alle Punkte entlang
der Seite oy, auf den gleichen Punkt in R? ab. Das erlaubt beispielsweise dreieckige Flichen und
Geraden M C R3. Ist die Seitenkurve nicht entartet, so soll sie hinreichend angenehm sein, um
die entsprechende Seite von M verniinftig parametrisieren zu kénnen (vgl. Definition 4.2).

Weiter sollen nicht entartete Seiten auf héchstens eine weitere nicht entartete Seite treffen. Das
bedeutet, dass hochstens zwei nicht entartete Seiten einen (oder mehrere) gemeinsame Punkte
besitzen. Damit wird ausgeschlossen, dass zwei nicht entartete Seite eine dritte beispielsweise
in deren Mittelpunkt treffen. Die letzte Bedingung garantiert nun, dass zwei Seiten, die sich
auflerhalb ihrer Eckpunkte treffen im Prinzip iiberall treffen. Sie liegen also iibereinander.
Wegen der dritten Bedingung kénnen héchstens zwei Seiten iibereinander liegen. Die Forderung
h < 0 ist nun gleichbedeutend damit, dass beide aufeinanderliegenden Seitenkurven einen
unterschiedlichen Richtungssinn haben. Die Seiten werden also entgegengesetzt durchlaufen.
Bemerke, dass die Eckpunkte wegen der Offenheit der ¢y nicht zur Seitenkurve zéhlen.

Bemerkung 4.39: Wir schreiben in Zukunft ® : [0,1]?> — R? und meinen damit, dass ®, wie
in der Definition 4.38 gefordert, bis zum Rand hin (und dariiber hinaus) mindestens zweimal
stetig differenzierbar ist. Bemerke, dass Differenzierbarkeit auf offenen Mengen definiert ist,
die partiellen Ableitungen aber wegen ihrer vorausgesetzten Stetigkeit bis zum Rand hin stetig
fortgesetzt werden konnen. Weiter ist M = ®((0,1)?).
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Beispiele

1. Sei ®:[0,1]> — R? durch
U
D(up,ug) := | ujus
0

gegeben. Diese Pflasterparametrisierung beschreibt ein Dreieck. Bemerke, dass ¢4 entartet ist.
Die vierte Seitenfliche wurde also auf den Anfangspunkt ®(0,0) zusammengezogen.

2. Sei @ :10,1]2 — R? durch

uy cos(2mug)
D(up,ug) := | usin(2mug)
0

gegeben. Hier beschreibt ® den geschlitzten Einheitskreis in der zy-Ebene. Die Seitenkurve
@1 bildet (ug,0) — (u1,0,0)T ab. Die Seitenkurve ¢y beschreibt nun die Kreiskurve, und (3
verlauft vom Punkt (1,0) zuriick zum Ursprung, also auf ¢; mit umgekehrten Richtungssinn.
Die Kurve ¢4 ist wieder entartet.

3. Sei 6 € (0,2n] fixiert und @ : [0,1]> — R3? durch

cos(fuy)
D (uy,ug) = | sin(fuq)
u2

gegeben. Hier beschreibt @ einen offenen (im Fall § = 27 geschlossenen) Zylindermantel.

Definition 4.40: Sei @ : [0,1]2 — R3 eine Pflasterparametrisierung fiir M C R3. Wir bezeich-
nen wie zuvor die Seitenkurven von M mit ¢i. Aus der Menge {1, 2, p3, ¢4} entfernen wir
alle entarteten Kurven und auch alle iibereinander liegenden Kurven, also alle Paare (¢;, px),
die das gleiche Kurvenstiick mit entgegengesetztem Richtungssinn parametrisieren. Die iibrigen
Seiten bezeichnen wir mit @y, ...,®,,, wobei 0 < m < 4. Sei U eine Umgebung des Abschlusses
M und v : U — R3 ein Vektorfeld. Dann definieren wir das Integral von v iiber den Rand OM

von M durch .
v-ds:= / v - ds, (4.51)
/3M lzzl [

falls m > 0. Im Fall m = 0 setzen wir
/ v-ds:=0. (4.52)
oM

Bemerkung 4.41: Beim Entfernen der entarteten und iibereinander liegenden Kurven kann
es sein, dass alle Kurven entfernt werden. Das ist beispielsweise beim Torus der Fall, oder auch
bei der Einheitssphére ohne Nullmeridian, also dem Oberflache der Einheitskugel in drei Raum-
dimensionen ohne die durch die x-Achse gehende Verbindungskurve von (0,0,1) zu (0,0, —1)
auf der Kugeloberfliche. Der Hintergrund des Entfernens der Seitenkurven ist die Idee, dass
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Kurvenintegrale iiber Punkte (auf Nullmengen) verschwinden, und sich zudem Integrale tiber
die gleichen Kurven, die mit entgegengesetztem Richtungssinn durchlaufen werden, aufheben.
Sie spielen also fiir das Integral, also beispielsweise die Arbeit, die entlang eines Weges verrich-
tet wird, keine Rolle.

Satz 4.42 (Stokes): Seiv: ) C R3 — R3 ein gegebenes C!-Vektorfeld und M ein Pflaster
mit Rand OM. Dann gilt

/M rotvdo(x) = / v-ds. (4.53)

oM

Beweis. Wir bezeichnen mit @ : [0,1]> — R3 die Pflasterparametrisierung von M. Zunichst
gilt nach Definition 4.40

Cds = /-d: /d.
/aMUSZCPZ’Usz::SDkvX

Wir bezeichnen wie zuvor mit oy, : [0,1] — R? ap = (a1, ax2) die Parametrisierung der
Quadratseiten und mit ¢ := ® o ;. die entsprechenden Seitenkurven. Aus der Kettenregel
folgt

gOk(t) = 61@(0%(75)) o dkl(t) + 32<I>(ozk(t)) o dkg(t).

Setzen wir das in das Integral ein, so erhalten wir fiir jedes k =1, ...,4

Lkv.ds = /1<vo¢k(t) L oR()) dt

0
= [ oo @(an(t) Ar(en(0) )
+ <v o ®oag(t), 0Py (Ozk(t))>dk2(t) dt

1 Pl AL t .
:/0 <<P2gak2t§§> ,ak(t)>dt

= Py du; + P, dus,

g (&35

wobei die Funktionen P; : R? — R durch P;((u1,u2)) := (v o ®(u1,us),0;®;(u1,uz)) definiert
sind. Wir haben das Integral also als Integral des Vektorfeldes P = (P;, P») : R? — R? iiber
die Kurve aj umgeschrieben. Auf dieses Vektorfeld wenden wir nun Satz 4.37 an und erhalten

4
/ v-ds=>_ [ Pidui+Pduy
oM k=17 (4.54)
= Piduy +Pyduy = / Py — 0Py d?u
900,12 [0,1]2

Wir zerlegen unser urspriingliches Vektorfeld v nun in seine Komponenten, schreiben also

v = vie1 + vgeg + v3es
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mit den drei kanonischen Einheitsvektoren ey, es, e3 € R3. Es reicht daher ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit, im Weiteren nur noch Vektorfelder zu betrachten, deren zweite und dritte
Komponente verschwindet. Die Argumentation ldsst sich dann wegen Linearitat auf allgemeine
Vektorfelder iibertragen.

Sei also v = f - eq fiir ein f € C1(Q,R). Dann schreiben sich die obigen Funktionen P;, i = 1,2
als
Pi={((fo®)e1,0;P) = fod-0;P;.

Anwendung von Produkt- und Kettenregel liefert

3
01 Py = 0Dy Z 6kf(q))81¢)k + f(@)@lagél.
k=1

und

3
OoPr = 01®1 Y O f(P)D2Dp + f(P)D201 P,
k=1

Bemerke, dass die zweiten Ableitungen von & existieren, da ® eine Pflasterparametrisierung
ist. Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, fillt der letzte Term weg. Auflerdem
stimmen die Summanden fiir £ = 1 {iberein, sodass

1Py — 0P = 0af (020101 D5 — 01810585 ) — B f (91 D30D1 — 01 D105D) (4.55)
iibrig bleibt. Auf der anderen Seite ist fir v = f - e; nach (4.40)
rotv =rot(f - e1) = O3 fea — O fes.

Nun gilt wegen der positiven Orientierung von ® beziiglich M, dass das vektorielle Oberfla-
chenelement nach (4.35) durch

dO(X) = 81(13 X 82@ d2u = (81(13282(1)3 — 82@281(1)3)61
+ (01P30oP1 — Do P301P1) e
+ (81(1)132@2 — 82@181(1)2)63 d2u

gegeben ist. Berechnen wir nun rot v - do(x) = (rot v, do(x)) und vergleichen das mit (4.55), so
sehen wir

((rotv) o @) - do(x) = ((rotv) o ®,do(x)) = 1 Py — do Py d*u.

Diese Argumentation gilt analog fiir Vektorfelder, deren erste und dritte oder erste und zweite
Komponente verschwinden, mithin fiir allgemeine Vektorfelder aufgrund der Linearitat der
Zerlegung in seine Komponenten. Mit (4.54) und M = ®((0,1)?) folgt schlieflich das Resultat

/ v-ds = / 81P2 - 82P1 d2u
oM [0,1]2

0,1]
= /[0 1}2<(rotv) 0®,0:® x @) d*u

:/ rot v - do(x) . O
M

110



Kapitel 4 Grundlagen der Vektoranalysis

Beispiel Sei M C R? ein Torus und ® eine positive Parametrisierung von M. Nach Be-
merkung 4.41 bleiben beim Entfernen ungiiltiger Seitenkurven der Parametrisierung ® zur
Definition des Integrals eines Vektorfelds v : M — R3? keine Seitenflichen iibrig. Die Men-
ge der zuldssigen Seitenkurven ist also leer. Damit ist jedes Vektorfeld v iiber einem Torus
rotationsfrei, da nach (4.52)

/ rotv'do:/ v-ds =0.
M oM

Definition 4.43: Eine Menge M C R? heifit Pflasterkette in R?, wenn eine Menge von zwei-
dimensionalen Pflasterparametrisierungen ®1, ..., ®, : [0,1]> — R? existiert, sodass folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. M lasst sich in n disjunkte Teilmengen My, ..., M, zerlegen, die sich durch die entspre-
chenden Pflasterparametrisierungen parametrisieren lassen. Also

MiNM,=0 firi#k sowie ®;((0,1)%) = M;

Die Seitenkurven von M; bezeichnen wir mit @;; = ®; o ak’( .
0,1

2. Eine nicht-entartete Seite ¢;;((0,1)) darf hochstens eine weitere nicht-entartete Seite ¢y
treffen.

3. Treffen sich zwei beliebige nicht-entarteten Seiten ¢;; und ¢y, so stimmen sie iiberein
und sind entgegengesetzt zueinander orientiert. Es existiert also eine C'-Parametertrans-
formation A : [0,1] — [0,1] mit ¢;; = @p 0 h und h < 0 (Klebunyg).

Bemerke, dass die letzten beiden Forderungen iibergreifend iiber alle Teilpflaster M; gelten.

Fiir eine Pflasterkette M schreiben wir auch M = M;j + --- + M,. Fiir die Vereinigung aller
Teilpflaster mit ihren geklebten Randseiten schreiben wir

(M| = | M;. (4.56)
i=1

Definition 4.44: Sei M C R? eine Pflasterkette. Fiir ein Vektorfeld v : |[M| — R? setzen wir

v-do:= /v-do. 4.57
fprao=3 (457

Fiir das Integral {iber den Pflasterrand entfernen wir wie zuvor die entarteten und geklebten
Seiten. Die iibrigen Seitenkurven bezeichnen wir mit g, k = 1,...m < nsodass OM = ©,+9,,.
Das Integral des Vektorfelds iiber den Pflasterrand definieren wir vormals durch

v-ds:= / v - ds, (4.58)
/3M kz:; P

falls m > 0 beziehungsweise
/ v-ds:=0 (4.59)
oM

sonst.
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Satz 4.45 (Stokes fiir Pflasterketten): Ist M = Mj + --- + M, eine Pflasterkette im R?
und v : Q C |M| — R3 ein C!-Vektorfeld, so gilt

/rotv-dOZ/ v-ds. (4.60)
M oM

Beweis. Der Beweis iibertragt sich direkt. O

4.3.2 Satz von Green

Wir betrachten nun ebene Fléchenstiicke und ebene Vektorfelder. Ein ebenes Flachenstiick
M C R? ist ein Flidchenstiick in der zy-Ebene, das durch das Normalenfeld es orientiert ist.
Insbesondere verschwindet die dritte Komponente einer Pflasterparametrisierung @ : [0, 1)2 —
M, also ® = (&1, ®y,0). Wir kénnen daher auch M C R? annehmen. Damit ldsst sich der
Satz von Stokes auf ebene Vektorfelder v : M — R? anwenden, wenn wir diese natiirlich im R3
einbetten. Wir identifizieren dabei v : M — R? und v : M — R3, wobei

U1($,y)
v(z,y) = (f’“”) und (2, y,2) = | va(z,y)
’ 0

Gleiches funktioniert natiirlich auch fiir Pflasterketten. Insbesondere gilt fiir das vektorielle
Oberflachenelement (4.35)

do = (01® x 92®)e3 d*u = |det Jp|ez d*u = e3 ds,
da das skalare Oberflichenelement nach Definition 4.28 und (4.29)
ds = [01® x 0y®|d*u = |det Jp| d*u.

erfiillt. Auch lassen sich hier Integrale von skalarwertigen Funktionen (skalaren Feldern) iiber
Pflastern auf gewohnliche Integrale zuriickfiihren, da

/ fdo= / F(®(w)|det Jo (u)| d?u = / Fz,y) dxdy (4.61)
M [0,1]2 M
unter Verwendung des Transformationssatzes gilt.

Satz 4.46 (Green): Sei M C R? eine ebene Pflasterkette, also eine Pflasterkette in der
xy-Ebene. Wir betrachten ein ebenes C!-Vektorfeld v = (v1,v2) : Q@ C M — R2. Dann gilt

0 0
[ 52 = gyuen @6y = [ vaxtndy. (4.62)

Beweis. Nach obigen Uberlegungen ist die Rotation von v sinnvoll zu definieren und es gilt

_ 0 0
rotv =rotv-e3 = %’Ug — a—yvl es.
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Auch stimmen entspricht das skalare Oberflaichenelement der dritten Komponente des vekto-
riellen Oberflichenelements, also do = e3 ds gilt. Es folgt mit Satz 4.45

Oy — Oyv1 d2(x,y) = / rotv-ezds = /
M

rotvdo:/ U~ds:/ vidx4uvedy. O
M oM oM

|M]

Korollar 4.47: Sei M C R? eine ebene Pflasterkette. Dann lisst sich der Flicheninhalt von
M durch

1
A(M) = B /8M:Udy —ydx (4.63)

berechnen.

Beweis. Wir betrachten das ebene Vektorfeld v : M — R? mit v(z,y) := (—y, ). Dann gilt
nach Satz 4.46

1 1
o[ wdy—yds=3 [ wropmdoy) = [ @6y, =
2 Jom 2 Jim| M|

Beispiele

1. Wir verwenden den Satz von Green zur Berechnung des Flécheninhalts der Hypozykloide.
Sei hierfiir a > 0 fixiert und M := {(z,y) € R?, 2° +y°* = a’”}. Wir verwenden fiir die
Parametrisierung des Randes die Funktion o : [0, 27] — OM C R? mit

acos3()
o(0) = ( sin®(0) |-
Dann berechnen wir unter Anwendung von (4.4) auf das Vektorfeld v = (y, —z)

1 2m
A:f/ xdy—de:f/ acos® 6 - 3asin® 0 cos — asin® @ - (—3a cos? sin 0) df
2 Jomr 2 Jo

sin?(6) cos*(0) + cos®(6) sin?(9) dO
sin?(#) cos?(6) d6

sin?(20) d@

2m 1 — cos(46)
2

2o
3

in(4 27
do = §a2 {0 — sin( 0)] = ECLQ 2T = §a .
8 2 8 0 16 8

2. Sei nun das Vektorfeld v : R? — R? mit v(x,y) := (zy?,y + x) und das zweidimensionale
Pflaster M := {(z,y) € R?2 0<zx<1,22<y< z} gegeben. Wir berechnen das Integral der
Rotation des Vektorfelds iiber M. Hierbei bieten sich zwei mogliche Wege an.
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Erstens: Zur Bestimmung der Rotation betten wir das Vektorfeld wieder im R? ein und sehen,

dass
0

rotv(z,y) = 0
1—2zy

Damit ergibt sich

1 rzx 1 1
/rotv-dOZ/ v-ds://(1—2:Uy)dde:/:B—xg—:z‘2+x5dX:—.
M oM 0 Ja? 0 12

Zweitens kénnen wir auch den Rand parametrisieren und orientieren. Mithilfe des Satzes von
Green schreiben wir

/ rotv-do = / Opv2 — Oyv1 dZ(X,y) = / v1dx +uvody.
M M oM

Wir teilen nun den Rand M auf in die Kurven y = 2z und y = 22 und parametrisieren diese
Kurven durch oy, 05 : R — R? mit

o1(t) == G) und o1(t) == <tt2> .

Damit berechnen sich die Kurvenintegrale als

1 5
/ vldx+vgdy:/ nydy+(:c+y)dy:/ t3+2tdt:Z
y=x y=x 0

und
1 4
/ vldx+vgdy:/ - (t+t) - 2tdt = .
y:zQ 0 3

Da wir natiirlich beim Durchlaufen des Randes einen der beiden Wege entgegen der Parametri-
sierung durchlaufen, hat das entsprechende Integral das entgegengesetze Vorzeichen. Es ergibt

sich damit ]
/ v-ds:i</v~ds/v-ds)::|:.
oM o1 o9 12

4.3.3 Satz von Gaul}

Wir betrachten zunichst den Einheitswiirfel in R3
Qs = {(x1,29,73) € R, z; € (0,1) fitr i = 1,2,3}.
Wir bezeichnen die Seitenflichen des Wiirfels mit E;;, i € {1,2,3}, j € {0,1}, wobei

Elj = {(j7x27x3) € R37 T2,T3 € (07 1)}
Egj = {(.’El,j,l‘g) < RS, xr1,T3 € (0, 1)}
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Egj = {(xl,l‘g,j) S R3, x1,T2 € (0, 1)}
Zusétzlich legen wir die Orientierung durch
n = —e; auf Ej und n=-e; auf By

fest. Die Normalenvektoren zeigen also immer nach auflien. Dadurch ist ein Einheitsnormalen-
feld n auf dem Rand 0Q)3 festgelegt.

Satz 4.48 (Gaufl): Seiv: ) C Q3 ein Vektorfeld, das stetig differenzierbar auf einer Umge-
bung des abgeschlossenen Einheitswiirfels ist. Dann gilt

dive d3x = / v - do, (4.64)
Q3 0Q3

wobei das vektorielle Oberflichenintegral als

/ vdo—ZZ/ vdo—ZZ/ v-nds
Qs

i=17=0 i=175=0

zu verstehen ist.

Beweis. Sei Q2 = (0,1)? der zweidimensionale Einheitswiirfel. Dann lassen sich die Wiirfelsei-
ten von @3 kanonisch durch A;; : Qy — E;j mit

Aqo(u1,u2) := (0,u1, u2), Aq1(ur, u2) := (1, u1, uz)
Ao (u1,u2) = (u1,0,usz), o1 (ur,u2) := (u1,1,uz)
Aso(u1, ug) := (ug,us,0), sowie Asq(ug,u2) = (u1,ug,1)

parametrisieren. Hierbei ist jedes A;; 01 eine positive Parametrisierung der Seitenfliche £;;.
0,1

)

Nach Wahl des Einheitsnormalenfeldes ist

/ v'do:/ v'nds:(—l)jﬂ/ v-ejds:(—l)jﬂ/ vjds.
E'. . E'. . E.,. E’LJ

() vy v

Weiterhin gilt

/ —vl d3x—/ / / ! (1,22, x3) dx; dxo dx3
Qs 0

:/ / v1(L, 22, 23) — v1(0, 2, x3) dxo dx3
o Jo

Lol 1 41
:/0 /0 (U1oA11)(a€2,a}3)dX2dX3—/0 /0 (UIOAIO)($2,x3)dx2dx3

= vy ds+ vlds:/ v-do+ v-do.
Fi1 F1o FEq1 FEo
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Hierbei ldsst sich genauso argumentieren wie im Beweis von Satz 4.37. Analog folgt fiir die
anderen Ableitungen

/ —Ugdgx—/ v-do+ v-do
Q3 O0z2 Eo1 Eao

und
9 3
—Ung—/ v-do+ v-do.
Qs 02 E31 E3o
Addieren wir all diese Gleichungen, fithrt das auf die zu beweisende Aussage. O

Bemerkung 4.49: Der Satz gilt auch unter der schwécheren Voraussetzung, dass v stetig
auf dem gesamten abgeschlossenen Einheitswiirfel und im Inneren stetig differenzierbar mit
beschrankten partiellen Ableitungen ist.

Definition 4.50: Ein Gebiet Q C R? heifit dreidimensionales Pflaster, wenn es eine Umge-
bung von U von [0, 1]? und eine C?-Abbildung ® : U — R? gibt, sodass

1. Die Einschrankung @‘(O b ist ein positiver Diffeomorphismus (det » > 0).

2. Fiir i € {1,2,3} und j € {0,1} die Einschrinkung der Funktion ¢;; : [0,1]? — R? mit
¢ij == h o A;; auf das offene Einheitsquadrat (0,1)? entweder eine Parametrisierung der
Seite M;; := ;;((0,1)?) oder entartet. Hierbei bedeutet entartet, dass die Jacobimatrix
Dy;; von Rang kleiner gleich 1 ist. Die A;; seien analog zum Beweis von Satz 4.48
definiert.

3. Falls zwei nicht-entartete Seiten nicht disjunkt sind, also M;; N My # \, so liegen sie
tibereinander (stimmen tiberein). Die dazugeho6rigen Parametrisierungen ¢;; und ¢ seien
entgegengesetzt orientiert. Es existiert also ein C?-Diffeomorphismus 2 mit det Dh < 0
und @;; = g0 h.

Existiert ein solches ®, so heifit es auch Pflasterparametrisierung von Q.

Bemerkung 4.51: Wie zuvor auch werden entartete Seitenkurven zugelassen. Damit kon-
nen auch Figuren mit weniger als sechs Seitenflichen pflasterparametrisiert werden. Hierfiir
werden wie im zweidimensionalen Fall zwei Seitenflichen durch den C2-Diffeomorphismus h
miteinander verklebt.

Bevor wir den Satz von Gaufl auf dreidimensionale Objekte verallgemeinern, erweitern wir die
zulédssigen Mengen auf sogenannte Gaufische Gebiete. Dabei gehen wir dhnlich vor wie beim
Ubergang zu Pflastern: Sei 2 C R3 ein dreidimensionales Pflaster und bezeichne ¢;;((0,1)?)
die entsprechenden Seitenflichen. Wir entfernen die entarteten Seitenflichen und alle Paare
(¢ij, ox1) von verklebten Seitenflichen. Die Menge der iibrigen Seitenflichen bezeichnen wir
mit My, ..., M, 1 <m <6 und nennen sie zuldssige Teilmengen.
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Definition 4.52: Ein beschrinktes Gebiet 2 C R3 heiBlt Gaufsches Gebiet, wenn es ein drei-
dimensionales Pflaster {2 C  und eine dazugehorige Pflasterparametrisierung & : [0, 12 — R3,
®((0,1)3) = Q gibt, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind

1. Fir den topologische Rand OM gilt: OM = U™, |M|;. Der topologische Rand stimmt
also mit der Vereinigung der Pflasterkette tiberein, die aus den nicht entarteten und
nicht verklebten Seitenflichen von 2 besteht.

2. Die Menge Q \ Q ist Teilmenge der Pflasterkette, die aus den entarteten und verklebten
Seitenflachen besteht.

3. Die Seitenparametrisierung (;; ist so gewéhlt, dass das Normalenfeld auf den zuléssigen
Teilmengen M; nach auflen orientiert ist.

Beispiele Die Kugel Kg(0) = {(z,y,2) € R?, 2% + y? + 22 < R?} ist ein GauBsches Gebiet.
Ebenso ist jedes dreidimensionale Pflaster ohne entartete und ohne verklebte Seitenflichen ein
Gaufsches Gebiet.

Definition 4.53: Sei Q C R? ein GauBsches Gebiet und v : Q — R? ein C!-Vektorfeld. Wir
definieren das Oberflachenintegral von v auf 2 als

v-do = /U'dO. 4.65
Jptrto=2 ), (469

Da das Integral iiber entartete/verklebte Seitenflichen verschwindet, gilt ebenso

3 1
/ v-do = Z Z/ <7) o) (Pz’j ,81g02-j(u1, UQ> X 82(,0@'(114, U2)> d(ul, UQ) (4.66)
0 21 =07 10,112

nach der bekannten Formel fiir vektorielle Oberflichenintegrale (4.34). Bemerke, dass aufgrund
der Beschrinktheit des Gebiets €2 die Integrale auf der rechten Seite fiir stetige Vektorfelder
endlich sind.

Satz 4.54 (Gauf): Sei Q C R? ein GauBsches Gebiet und v : Q — R3, das auf einer
Umgebung von 2 stetig-differenzierbar ist, so gilt

/divvd3x:/ U'dO:/ v-ndo. (4.67)
Q oN onN

Hierbei ist n das nach auflen gerichtete Einheitsnormalenfeld auf den Randseiten von ).

Beweisskizze. Wir verwenden erneut die Parametrisierung ® : [0,1]3> — Q von Q und die
entsprechenden Parametrisierungen ¢;; = h o A;; der Seitenfliichen M;; = ¢;;((0,1)?).

Wir setzen

(Vo D, 0, x D5P)
w = <UO‘I’,63(I)X81@>
(Vo ®, 01D x 0,®)
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Dann lasst sich mittels der Kettenregel zeigen, dass fiir festes (i, )
(voij, O1pij X Oapij) = (wo Ay, 01Mi; X O2Mij) = (wo A, N)

gilt, wobei N das nach auflen gerichtete Einheitsnormalenfeld auf dem Rand 0Qs des abge-
schlossenen dreidimensionalen Einheitswiirfels Q3 ist. Unter Verwendung des Satzes 4.48 lasst
sich sehen, dass

/v-do:/ v-nds = w-Nds = divw d3x
o0 o0 0Q3 Q3

ist. Wir haben also Vektorfelder iiber Gaufische Gebiete mithilfe der Parametrisierung zuriick
auf Vektorfelder iiber Einheitswiirfel gefiihrt. Es ldsst sich weiter zeigen, dass

divw = ((divv) o ®) - det Jgp.

Nun nutzt man noch aus, dass ® ein orientierungstreuer Diffeomorphismus ist, also det Jg > 0
gilt, sodass eine Anwendung des Transformationssatzes

/ v-nds= divwd?’x:/ ((divv)o(I))-]detJ¢]d3u:/divvd3x
20 Qs Q@

3

liefert. O

Beispiele

1. Sei Q:={(z,y,2) € R, 22 +y? + 22 < 1} zuniichst die Einheitskugel. Wir méchten das
Integral

/ 2 4y +zds

o0

mithilfe des Gauflschen Satzes berechnen. Dafiir suchen wir ein Vektorfeld v, sodass
v-n=z>+ Y+ z

und n das nach auflen gerichtete Einheitsnormalenfeld auf der Kugeloberfliche ist. Dieses ist
(offensichtlich) durch n : R? — R3 mit n(z,y,2) := (x,9,2)" gegeben. Daher Forderung an
das Vektorfeld wird daher zum Beispiel von v : R? — R3 mit v(z,vy, 2) := (z,1,1)7 erfiillt. Die
Divergenz dieses Vektorfeldes ist konstant 1. Unter Anwendung des Satzes von Gauf finden
wir also

4
/ :UQ—i-y—i—zds:/ v-nds:/divvd?’x:/ 1d3XZVOI(Q>:*W'
a0 0 Q @ 3

2. Sei nun v : R? — R? durch v(z,y, 2) := (22,92, 2?) gegeben. Diesmal integrieren wir iiber
das GauBlsche Gebiet (den Einheitswiirfel) Q3. Hierbei ergibt sich

1 1 1
/ v'do:/divvd:gx:/ / / 22 + 2y + 2zdxdy dz
Q3 Q o Jo Jo
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1 1 1
:/ / 1+2ydydz=/ 2+ 2zdz = 3.
0 JO 0

Alternativ konnen wir die Integrale iiber die Seitenfliche auch direkt berechnen. Wir zeigen das
beispielhaft fiir die Fliche Fy; = {(z,y,2) € R3, 2 =1, 0 < y,z < 1}. Die Einheitsnormale
auf dieser Flache ist durch n = e; gegeben. Damit ist

/ U'dO:/ v-nds:/ vy ds
B Eq1 E1
= v1 0 A1 (ug, ug) - y/det G(u) d*u

(0,1)?
1 r1

:/ / 1d(u1,u2) = 1,
0 JO

wobei G = I3 hier die zur Parametrisierung A1; gehérende Grammatrix ist. Fiir die Seitenfliache
F erhalten wir ganz analog mit dem entsprechenden nach auflen gerichteten Normalenvektor

n=-—e
/ v-do:/ v~nds:/ —v1ds
Eio Eio Eio

= / ,vie Aqo(ur,ug) - 1/det G(u) d®u =0,
(0,1)

da Aqo(u1,u2) = (0,u1,uz). Auf die gleiche Art und Weise erhalten wir

/v~do:/ v-do=1 sowie /v‘do:/ v-do =0,
FEaq FE31 Esg Eso

und somit insgesamt
v-do= / v-do=3.
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