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die leere Menge bzw. das unmogliche Ereignis
ungeordnete Menge, z.B. {1,2,3} = {3,1,2}
geordnete Menge, Tupel, Vektor

natiirliche Zahlen {1,2,3,...}

ganze Zahlen {...,—2,-1,0,1,2,...}

rationale Zahlen

reelle Zahlen

komplexe Zahlen

kartesisches Produkt von A und B, =z.B.
{(1,4),(1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5)}

Schnittmenge von A und B, z.B. {0,1} N {1,2} = {1}
Vereinigung von Mengen A und B, z.B. {0,1} U{1,2,3} = {0, 1,2, 3}

Menge A ist in Menge B enthalten

Menge A ist echt in Menge B enthalten

Menge von Elementen, die in A, aber nicht in B sind

Komplement der Menge / des Ereignisses A

a ist ein Element der Menge A, z.B. 5 € N

fir alle, z.B.Vn € N ...

es existiert, z.B.Vn e NIm e N: m >n

ex existiert genau ein — Quantor kombiniert Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit
eine Funktion f von V nach W, V ist Definitions- und W Wertebereich
Verkettung der Abbildungen f und g, d.h. (f o g)(z) := f(g9(z))

Element o wird auf b abgebildet, z.B. f(x) = z? entspricht z — 22

definiere A als B, z.B. A := {1,2,3}

Implikation (aus der Aussage A folgt Aussage B)

Aussage A ist dquivalent zu B

Determinante der (quadratischen) Matrix A, wird auch mit |A| bezeichnet, wenn
keine Verwechslung mit dem Betrag moglich ist

Urbild der Menge M unter f, d.h. fiir f: V — Wist f~Y(M) = {v e V| f(v) € M}
die Umkehrfunktion der Abbildung f

die inverse Matrix zu A

die Transponierte der Matrix A

Folge X1,22,X3,...

Grenzwertbetrachtung, lasse x gegen a gehen

einseitige Grenzwertbetrachtung von rechts

einseitige Grenzwertbetrachtung von links

Grenzwert lim, ., f(x)

abgeschlossenes Intervall von a bis b

offenes Intervall von a bis b

max{z,y}

min{z, y}

Positivteil einer Funktion in der Zerlegung f = f* — f~; f*(z) = f(z) VO
Vorzeichen von z € R, d.h. sgn(x) € {—1,0,1}.

{1,2,3} x {4,5}
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Einleitung

Diese Vorlesung richtet sich an Studierende im Master-Studiengang Statistik und soll das fiir die
Vorlesung Stochastik (und ggf. weitere Vorlesungen am Institut fiir Mathematik) notwendige
Wissen der Maldtheorie vermitteln.

Als Hilfestellung ist in Anhang [B|ein Uberblick iiber das vorausgesetzte Wissen der Analysis und
in Anhang [A| finden Sie die Grundlagen der Logik und darauf aufbauend elementare Mengen-
lehre. Dies ist die Voraussetzung fiir die elementaren Methoden des Beweisens.

Das Skript folgt in grol3en Teilen dem Buch [Kii16]] von Uwe Kiichler, welches fiir diese Vorlesung
und damit auch fiir dieses Publikum geschrieben wurde.
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Kapitel 1

Einfithrung

Ziele

0O Die Motivation hinter der Malstheorie nachvollziehen
O Den Begriff der Potenzmenge kennen

O Den Begriff der Aquivalenzrelation kennen

Bevor wir mit den Inhalten der Maf3theorie beginnen, wollen wir uns ansehen, wo die Theorie
am Ende hinfiihrt und wie sie motiviert ist.

1.1 Versuch der Definition einer Volumenfunktion

Wir wollen versuchen, eine Funktion zu definieren, die jeder Teilmenge A C R™ (n € N) ihr
Volumen p(A) zuordnet und dabei eine Reihe von ,verniinftigen“ Eigenschaften erfiillt. Unter
anderem soll das Volumen einer Fliche im R? gleich ihrem geometrischen Flicheninhalt sein,
d.h. beispielsweise soll y([a,b] x [¢,d]) = (b —a) - (d — ¢) sein.

Sehen wir uns die gewiinschten Eigenschaften an:

Nichtnegativitdt: ;: R” — [0, 00] ist eine Funktion, die jeder Teilmenge A C R"™ einen
nichtnegativen Wert zuordnet.

Monotonie: Ist A C B, so soll auch p(A) < u(B) gelten.
Translationsinvarianz: Fiir beliebiges A C R™ und a € R" ist u(A + a) = u(A).

Vertréaglichkeit mit geometrischem Volumen: Ist A = [a1,b1] X ... X [apn,b,] € R™ ein
Quader im R", so ist

w(A) = [k — ar).
k=1

o-Additivitit: Sind A, Ao, ... C R™ abzihlbar viele disjunkte Teilmengen des R", so gilt
I <U Ak) = u(Ap).
k=1 k=1

So sinnvoll diese Minimalanforderung auch sein mag, sie kann leider nicht erfiillt werden.
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Satz 1.1

Es existiert keine Funktion auf der Menge aller Teilmengen des R", die alle oben genannten
Eigenschaften besitzt.

Um diesen Satz beweisen zu kdnnen, miissen wir ein wenig ausholen.

1.1.1 Das Auswahlaxiom

Sei M eine Menge von nichtleeren Mengen. Eine Abbildung, die jedem Element A € M, d.h.
jeder Menge aus dem Mengensystem, ein Element aus dieser Menge A zuordnet, heil3t Auswahl-
funktion fiir M.

Beispiel 1.2. Sei M = {[0,2],[5, 8], [1, 6]}. Dann ist eine mogliche Auswahlfunktion gegeben durch
F([0,2]) =1, F([578])=5, F([1,6])=5.
Das Auswahlaxiom kann wie folgt formuliert werden.

Auswahlaxiom

Fiir jede Menge nichtleerer Mengen gibt es eine Auswahlfunktion.

Nehmen wir an, dass alle Mengen eines Mengensystems Teilmengen einer gemeinsamen Grund-
menge sind — nennen wir die Grundmenge 2.

Definition 1.3: Potenzmenge

Die Potenzmenge P({2) einer Menge 2 ist die Menge der Teilmengen von 2, d.h.

P(Q) = {A| ACQ}.

Wie lauten die Potenzmengen folgender Mengen?
Q P(Q2)
0
{1}
{0,1}

In diesem Fall lautet das Auswahlaxiom:
Ist Q # (), d.h. ist  eine nichtleere Menge, so besitzt P(2)\() eine Auswahlfunktion.

Bemerkung 1.4. Das Auswahlaxiom wird tiblicherweise nicht bewiesen, sondern dessen Giiltigkeit
wird angenommen oder aber unter Annahme anderer Axiome bewiesen. Im Folgenden werden wir
die Giiltigkeit des Auswahlaxioms annehmen.

1.1.2 Aquivalenzrelationen
Fiir zwei gegebene reelle Zahlen konnen wir immer sagen, welche der beiden grof3er ist oder ob
beide gleich grof? sind. Zum Beispiel ist

1 2
-1<0 - == 1<2 d > 3.
s 3 6, < un m
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Fiir Vektoren ist dies hingegen keineswegs klar: Ist @) kleiner oder grofRer als G) oder gar

gleich (groR)? Wollen wir Beziehungen zwischen mathematischen Objekten darstellen, so tun
wir das mit Hilfe von Relationen.

Definition 1.5: Relationen

Seien X und Y nichtleere Mengen. Eine Teilmenge R des kartesischen Produkts X x Y
heilst Relation in X x Y.

Gilt R C X x X, so heilt R Relation in X.

Beispiel 1.6.
e Die Gleichheitsrelation in N ldsst sich beschreiben als
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),...} = {(n,n)| n € N}.

* <, <, =, > und > sind Relationen auf R (oder Teilmengen von R).

* Parallelitdt ist eine Relation in der Menge aller Geraden in einer Ebene.

Ist R C X x Y eine Relation, und ist das Paar (z,y) € R, so sagt man, x steht in Relation zu y.

Notation

Gilt fiir (z,y) € X x Y, dass x in Relation steht zu y, d.h. (z,y) € R, so schreibt man auch
T~ .

Definition 1.7: Aquivalenzrelation

Eine Relation ~ in einer nichtleeren Menge X heit Aquivalenzrelation, falls fiir beliebige
x,y,z € X folgende Eigenschaften erfiillt sind:

Reflexivitit: z ~ z,
Symmetrie: x ~ y impliziert y ~ x,
Transitivitit: = ~ y und y ~ z impliziert z ~ z.
Bemerkung 1.8. Die Eigenschaft der Symmetrie kann auch alternativ wie folgt definiert werden:
r~y = y~zx, Vr,yelX.
Diese Definition ist inhaltlich dquivalent zu der oben gegebenen Definition.

Beispiel 1.9.

* Die Relation < auf R ist zwar transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch.
* Die Relation < auf R ist reflexiv und transitiv, jedoch nicht symmetrisch.

* Die Relation = auf R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv — es handelt sich also um eine
Aquivalengrelation.
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Beispiel 1.10. Sei X die Menge der in der Mensa zur Verfiigung stehenden Essen. Definieren wir
als Relation
(z,y) € R : <= ich mag x genau so gerne wie oder lieber als y.

Diese Relation ist iiblicherweise reflexiv, jedoch nicht symmetrisch. Was bedeutet hier Transitivitdt?
Nehmen wir an, ich mag Pasta lieber als Reis und Reis lieber als Kartoffeln, so bedeutet Transitivitdt,
dass ich Pasta lieber mag als Kartoffeln. In der Realitdt ist selbst dies nicht immer gegeben.

Die bisher beschriebene Relation nennt man Préferenzrelation, wenn sie zudem die Eigenschaft der
Vollstandigkeit hat, d.h. wenn gilt:

Ve,ye X: (z,y) € R V(y,x) € R.

Mit anderen Worten: Eine Relation ist vollstindig auf einer Menge, wenn man fiir je zwei Elemente
der Menge immer eines der beiden in Relation zum anderen steht.

Beispiel 1.11. Interpretieren wir Vektoren = € R? als Pfeile mit einem Anfangspunkt, einer Rich-
tung und einer Ldnge. Auf der Menge dieser Pfeile definieren wir folgende Aquivalenzrelation:

T~ 7Y :<= Zund y haben die gleiche Richtung und Ldnge.

Y

Auf Grund der Transitivitdt sind somit alle Pfeile einer vor-
gegebenen Richtung und Ldnge dquivalent zu dem Pfeil, Z ~
der im Koordinatenursprung startet und die vorgegebene
Richtung und Ldnge hat. Somit kénnen wir Vektoren z =

T

Z2
valenter Pfeile interpretieren. Alle zueinander dquivalenten
Pfeile haben gemeinsam, dass die Differenz zwischen End-
und Anfangspunkt gerade den Vektor x ergeben.

€ R? als Reprdsentanten einer ganzen Klasse dqui-

—_

Den Ansatz, alle (in Bezug auf eine fixierte Aquivalenzrelation) zueinander #quivalenten Ele-
mente einer Menge zu einer Aquivalenzklasse zusammenzufassen, wollen wir nun formalisieren:

Definition 1.12: Aquivalenzklassen

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Menge X. Die Aquivalenzklasse eines
Elements zo € X ist definiert als

[xo] :={x € X| z~ump}.

Soll die Relation hervorgehoben werden, so schreibt man auch [zg]~..

Elemente einer Aquivalenzklasse werden Vertreter oder Reprdsentanten der Aquivalenzklas-
se genannt.

Die Menge aller Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X,
X/~ i={la]o] z € X},
wird als Faktormenge oder Quotientenmenge bezeichnet.
Die Menge aller Pfeile gleicher Linge und Richtung bilden eine Aquivalenzklasse, welche durch

einen Vektor des R" reprasentiert wird. Die Menge der Vektoren kénnen wir also als Quotien-
tenmenge der in Beispiel eingefiihrten Relation auf der Menge der Pfeile verstehen.
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Beispiel 1.13 (Fortsetzung von Beispiel [1.11)).
Seien Y

=) #-(0): 0-() e 2=

Punkte im Raum R2. Dann ist PQ) ~ OF, d.h. PO € [O?]
Alle Pfeile dieser Aquivalenzklasse werden durch den Vektor

/ Q
P
1+ R

= (0)
1 O } Tx

Der Pfeil ok heifst auch Ortspfeil oder Ortsvektor zum Vektor v. Unter allen zueinander dquiva-
lenten Pfeilen wird so der im Koordinatenursprung startende Pfeil hervorgehoben.

reprdsentiert.

Satz 1.14

Sei ~ eine Aquivalenzrelation in einer nichtleeren Menge X. Dann gilt:

1. Keine der durch ~ erzeugten Aquivalenzklassen ist leer, d.h.

[z] #0, VzeX.
2. Sind zwei Aquivalenzklassen nicht gleich, so sind sie disjunkt, d.h.
[z] # [yl = [z]N[y] = 0.

3. X ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen beziiglich ~, d.h.

X =J]

zeX

Beweis.

1. Als Aquivalenzrelation ist ~ insbesondere reflexiv. Somit ist fiir jedes x € X insbesondere
x € [z], so dass jede Aquivalenzklasse mindestens ein Element enthélt.

2. Zeigen wir die Aussage durch Kontraposition. Wir nehmen an, es sei [z] N [y] # 0, d.h. es
existiert ein z € [x] N [y]. Dann gilt insbesondere z ~ z und z ~ y. Wegen Symmetrie und
Transitivitit von ~ gilt somit auch = ~ y. Mit Symmetrie und Transitivitdt haben wir also
fir alle 2’ € [z] und ¢/ € [y]:

¥~z und z~y = '~y = 2 €]y,

Y~y und z~y = ¢y ~zx —

d.h. [z] C [y] und [y] C [z]. Zusammenfassend haben wir also [z] = [y].

3. Esist z € [z] fiir jedes x € X und man hat immer X = | J, .y =, also folgt X C (J, . x[z].
Andererseits ist per Definition [z] C X fiir jedes 2 € X und somit ist auch | J,.x[z] C X.
Insgesamt folgt somit die behauptete Gleichheit der Mengen.

O
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1.1.3 Beweis von Satz

Wir wollen zeigen, dass auf P(R™) keine nichtnegative, monotone, translationsinvariante, o-
additive Abbildung existiert, welche zudem vertraglich ist mit dem geometrischen Volumen.
Dies zeigen wir durch einen Widerspruchsbeweis.

Beweis. Angenommen p: P(R™) — [0, o] sei eine Abbildung, die alle geforderten Eigenschaften
besitzt.

Wir betrachten folgende Aquivalenzrelation! auf dem R”:
x~y <= r—yeQn

Sei A C [0,1]* C R" eine Teilmenge, welche aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element
enthilt. Eine solche Menge existiert, denn wenn F' eine Auswahlfunktion auf der Menge der
Aquivalenzklassen ist, so wiahle man als Menge das Bild von F'.

Sei nun

B:= |J A+{}

re[—1,1]"NQ~

Sehen wir uns die Eigenschaften von B an:

B ist eine disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler Mengen: Da Q und somit auch Q" abzahl-
bar ist, ist B die Vereinigung abzédhlbar vieler Mengen. Nehmen wir an, die Vereinigung
sei nicht disjunkt, d.h. fiir 7, # 7o, beide in [—1,1]" N Q", gebe es a;,ay € A derart, dass
r1 + a1 = ro + ao ist. Dann folgt jedoch a1 — ay = ro — r1 € Q", d.h. a1 ~ as. Folglich sind
a1 und as in derselben Aquivalenzklasse. Da A nur aus jeder Aquivalenzklasse genau ein
Element enthélt, ist folglich a; = as, also auch r; = ry, was ein Widerspruch ist. Damit ist
gezeigt, dass die Vereinigung der Mengen, die B ergeben, disjunkt ist.

u(B) ist endlich: Nach Definition ist
[0,1]" € B C [-1,2]™.
Aus den Eigenschaften von y folgt somit
1= p([0,1]") < p(B) < p([-1,2]") = 3",
d.h. u(B) ist endlich.

Kommen wir nun zum Aufzeigen eines Widerspruchs. Wegen der o-Additivitdt und Translations-
invarianz von y gilt auch

wB) = Y pA+{rhH= D uA).

re[—1,1]"NQ re[—1,1]"NQ

Ware p(A) = 0, so ergdbe sich ein Widerspruch zu p(B) > 1. Ist hingegen p(A) > 0, so ergibt
sich ein Widerspruch zu u(B) < 3", da u(A) unendlich oft addiert wird. O

Bemerkung 1.15. Das Problem mit dem Volumenbegriff kann auch durch das Banach-Tarski-
Paradoxon verdeutlicht werden: Man kann eine (mindestens 3-dimensionale) Kugel zerlegen und
wieder so zusammensetzen, dass zwei Kugeln entstehen mit identischem Radius zur Ausgangskugel,
d.h. das Volumen wird dabei verdoppelt. Eine dhnliche Aussage funktioniert auch fiir n = 2, dann
spricht man allgemeiner vom Hausdorff-Banach-Tarski-Paradoxon.

IEs ist eine kurze Ubungsaufgabe, sich zu iiberlegen, dass dies tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.
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1.2 Ausblick auf die Losung

Da es keine sinnvolle Funktion gibt die jeder Teilmenge des R™ ein n-dimensionales Volumen zu-
ordnet, besteht die Losung darin, das Volumen nur fiir eine geeignete Auswahl von Teilmengen
des R™ zu definieren.

Wir haben also folgendes Ziel:

* Welches System von Mengen .4 C P(R") ist geeignet, um darauf eine Volumenfunktion zu
definieren, d.h. alle Mengen aus .4 wollen wir ,messen“ konnen mit einem , Maf3“, welches
die bereits genannten Eigenschaften besitzen soll.

* Wie definiert man ein solches Mal$ i, mit den gewiinschten Eigenschaften?

* Wie konnen wir mit Hilfe eines solchen MaRes ;. fiir geeignete (messbare) Funktionen
f: X — R ein Integral der Form [, fdyu definieren, welches fiir geeignete Mengen X mit
dem Riemann-Integral iibereinstimmt?

1.3 Aufgaben

Aufgabe 1. Die Translationsinvarianz der Volumenfunktion p wurde wie folgt definiert: Fiir belie-
biges A CR" und a € R™ ist u(A + a) = p(A).
Geben Sie die Mengen A + a fiir folgende Beispiele an:

a) A=1[0,1]und a = 3;

I 0
b) A=L{z=|az| eR3| 23=0%unda= |0
T3 5

Aufgabe 2. Geben Sie fiir folgende Mengen je eine oder; falls moglich, zwei Auswahlfunktionen an.
&) M ={[-1,1],(~1,1),(0,5)}
b) M ={{1},{2}}
Aufgabe 3. Wie viele Elemente enthdlt die Potenzmenge P({1,3,5,7,9})?
Aufgabe 4. Auf der Menge der ganzen Zahlen 7 definieren wir folgende Aquivalenzrelation:
a~b <= Jk€Z:b—a=3k.
a) Entscheiden Sie, welche der Folgenden Aussagen korrekt sind:
1~3 1~4, 1~5 1~6, 5~8.
b) Zeigen Sie, dass es sich bei ~ in der Tat um eine Aquivalengrelation auf 7 handelt.
¢) Geben Sie alle Aquivalenzklassen an.

Aufgabe 5. Entscheiden Sie fiir folgende Relationen ~ ob sie Aquivalenzrelationen auf den gegebe-
nen Mengen definieren. Falls ja, beschreiben Sie (in Worten), wie die Aquivalenzklassen aussehen.
Wenn nicht, finden Sie geeignete Gegenbeispiele (zu den Eigenschaften einer Aquivalenzrelation).

a) Q=A{1,...,n} fiireinn € Nund fiir A, B € P(Q2) definieren wir
A~B < |A|=|B]|.

b) Q +# () ist eine beliebige Menge und fiir A, B € P(f) definieren wir
A~B << AnB=0.
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1.4 English terminology

The properties of the volume functions mentioned in the first section are:

* nonnegativity

* monotonicity

* translation invariance

» compatibility with the geometric volume
* cg-additivity

We also used the following terminology:

Auswahlaxiom axiom of choice
Auswahlfunktion choice function
Potenzmenge power set

Aquivalenzrelation equivalence relation
Reflexivitat reflexivity
Symmetrie symmetry
Transitivitit transitivity

Aquivalenzklasse equivalence class
disjunkte Vereinigung disjoint union
endlich finite
abzahlbar countable
iiberabzahlbar uncountable
Widerspruch contradiction
Mafl} measure

Menge set




Kapitel 2

Messbare Raume

Ziele

0O Grundlagen der Mengenlehre kennen
O mit dem Begriff o-Algebra umgehen kénnen

O die Borel-o-Algebra und erzeugte o-Algebren kennen

2.1 Grundlagen der Mengenlehre

Wir fiihren in diesem Abschnitt nur kurz die wesentliche Notation fiir Mengen ein. Mehr Details
und Beispiele dazu finden Sie im Anhang[A.2]

Fiir Verkniipfungen von Mengen verwenden wir folgende Notation, wobei A, B C () Teilmengen
einer gemeinsamen Grundmenge 2 seien.

Vereinigung zweier Mengen: AUB ={w e Q| we AVw € B}
Schnitt zweier Mengen: ANB={we Q| we AANweE B}
Komplement: A°={we Q| w¢ A}

Bemerkung 2.1. Wir wdhlen bewusst nicht die in der Literatur ebenfalls zu findende Schreibweise
A fiir das Komplement zu A, da diese Schreibweise auch fiir den Abschluss einer Menge verwendet
wird.

Notation
Ist (Ap,)nen eine Folge von Mengen, so setzt man:
[o¢]
UAn:{w€Q| dneN:weA,}
n=1
={w e N| we A, fir mindestens ein n € N},
o0
ﬂAn:{w€Q| VneN:we A,}
n=1

={weQ| weA,firallen e N}.

Zur Vollstandigkeit der Darstellung wiederholen wir kurz die Rechenregeln fiir Mengen.
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Satz 2.2

Seien E, F, G, Ay,..., A, C Q Mengen. Dann gelten folgende Rechenregeln:

Kommutativitit FUF =FUFund ENF=FNE

Assoziativitit: (FUF)UG=FU((FUG)und (ENF)NG=EN(FNQ)
Distributivitit: (FUF)NG=(ENG)U(FNG)und (ENF)UG=(EUG)N(FUG)
De Morgan’sche Regeln: (Uj_, 41)° = (., A5 und ((j_, A0)° = Up, A%

Beweis der De Morgan’schen Regeln. Die erste Gleichung zeigt man dadurch, dass ein beliebiges
Element w genau dann in der einen Menge enthalten ist, wenn es in der anderen Menge enthal-
ten ist.

wE(UAk> <:>W¢UA]€
k=1 k=1
— w¢ A, Ve {1,...,n}

= weALVEe{l,...,n} < we )4
k=1

Die zweite Aussage beweist man mit Hilfe der ersten. Zunéchst einmal gilt mit der bereits be-
wiesenen Aussage

(LTLJ Ai) 1.Au:ssage ﬁ(Ai)C: ﬁ A,
k=1 k=1 k=1

Bildet man das Komplement auf beiden Seiten, so erhilt man die zu zeigende Aussage. O

g
C,/ Man kann sich die DeMorgan’schen Regeln auch mit Hilfe von Venn-Diagrammen verdeutlichen,
zum Beispiel gilt im einfachen Fall n = 2:

Q Q

Definition 2.3
Sei (A, )nen eine Folge von Mengen. Die Mengen heif3en paarweise disjunkt, falls Folgendes

gilt:
AkﬂA]’:@, vk # j.

Notation

Sind A und B disjunkt, so schreibt man fiir deren (disjunkte) Vereinigung AUB.
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2.2 o-Algebren

Wir haben bereits die Potenzmenge P(f2) zu einer Menge (2 als Menge der Teilmengen von )
kennen gelernt und wissen zugleich, dass wir keinen Volumenbegriff auf der Potenzmenge des
R"™ definieren konnen. Daher sehen wir uns nun ein etwas kleineres Mengensystem an. Dazu sei
wieder (2 eine Grundmenge, in der Stochastik auch Grundraum genannt.

Definition 2.4: o-Algebra

Ein Mengensystem A C P(2), d.h. eine Menge von Teilmengen von 2, heilst o-Algebra,
falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Qe A
2. Ist A € A, so ist auch das Komplement A€ € A.
3. Sind A4, Ag, ... € A, so ist auch deren Vereinigung | J,- ; Ax € A.

Lemma 2.5

Die Potenzmenge ist stets eine o-Algebra.

Beweis. Sei M eine Menge und sei P(M) deren Potenzmenge. Nach Definition ist P(M) C
P(M). Uberpriifen wir die drei Eigenschaften einer o-Algebra:
1. M C M, daher ist M € P(M).
2. Ist Ae P(M),also A C M, soistauch A= M\ A C M, also ist A° € P(M).
3. Seien Ay, As,... € P(M), d.h. Ay, Ay,... € M. Dann ist auch (J oy Ax € M, also ist
Uken Ax € P(M).
O

Beispiel 2.6. Zu einer Grundmenge Q) # () sei
A:={ACQ| Aoder A°ist hochstens abzdhlbar unendlich} .

Ist A eine o-Algebra?

Antwort: Zundchst einmal ist nach Definition A C P(R). Uberpriifen wir die drei Eigenschaften
einer o-Algebra:

1. Ist 2 hochstens abzdhlbar unendlich (wir sagen dafiir kurg, €2 sei abzdhlbar), so ist bereits
Q € A. Ist Q nicht abzdhlbar, so ist dafiir Q¢ = Q\ Q = 0 abzdhlbar; also ist wieder 2 € A.

2. Analog zu 1. gilt hier: Sei A € A. Damit ist zundchst einmal A° = Q\ A C Q. Ist A selbst
abzdhlbar, so ist damit (A€)¢ = A abzdhlbar, also ist A° € A. Ist hingegen A iiberabzdhlbar;
soist, da A € A sein soll, A¢ abzdhlbar und somit ist A° € A.

3. Seien A1, Ay, ... € A Falls B := | J,c Ak abzdhlbar ist, so ist bereits B € A. Nehmen wir al-
so an, B sei nicht hochstens abzdhlbar; also tiberabzdhlbar. Da B eine abzdhlbare Vereinigung
von Mengen ist, muss somit mindestens eine dieser Mengen iiberabzdhlbar sein; 0.B.d.A.' sei

10.B.d.A. ist die Abkiirzung fiir ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit. In diesem Fall ist das gegeben, denn welche
der Mengen iiberabzahlbar ist, spielt keine Rolle, da sowohl Vereinigung als auch Schnitt von Mengen kommutativ
sind.
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dies A;. Dann gilt
B¢ = (U Ak> = ﬂA;gAg.
keEN keN

Da A, € Aist, muss, da A; nach Annahme iiberabzdhlbar ist, A abzdhlbar sein. Folglich ist
B¢ als Teilmenge einer abzdhlbaren Menge selbst abzdhlbar und somit ist wieder B € A.

Wir konnen daraus schlussfolgern, dass A in der Tat eine o-Algebra ist.

Lemma 2.7

Sei A C P(Q) eine o-Algebra. Sind A, B € A, so sind auch die Mengen AU B und AN B
Elemente von A.

Beweis. Wenn die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen aus A wieder in A liegt, so gilt dies auch
fiir endlich viele. Formal kann man das begriinden, indem man A; := A, Ay := Bund Ay := ()
fir k > 3 setzt.

Seien nun A, B € A. Anhand einer Skizze kann man sich eine Beweisstrategie tiberlegen, warum
auch deren Schnitt AN B in A liegt.

O]

Mit den gezeigten Eigenschaften konnen wir ein gegebenes Mengensystem so ergianzen, dass
daraus eine o-Algebra entsteht.

Sei A C (). Erginzen Sie die angegebenen Mengensysteme so, dass o-Algebren entstehen.
M kleinste o-Algebra, die M enthélt

{Q)
{4}
P(Y)

Das fiihrt uns auf den Begriff der erzeugten o-Algebra. Dafiir benotigen wir zundchst etwas Vor-
arbeit.

Definition 2.8

Sind A, B C P(Q) o-Algebren auf einem Grundraum (2 und gilt A C B, so sagt man, A sei
kleiner als B. Man nennt .4 dann Unter-o-Algebra von B.

Beispiel 2.9. Fiir die o-Algebren
A={0,{0,1}} und B ={{0},{1},{0,1},0}

gilt A C B, denn jede Menge, die in A enthalten ist, ist auch in B enthalten. A ist also eine Unter-
o-Algebra von B.
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Lemma 2.10

Sei Q # () und seien (A;);c; o-Algebren aus P(£2), wobei I eine nichtleere Indexmenge sei.
Dann ist auch der Schnitt

(A ={ACQ| AcA;, Viel}
i€l

eine o-Algebra aus P(12).

Beweis. Da A, fiir jedes i € I eine o-Algebra ist, gilt insbesondere 2 € A; fiir alle 7 € I. Folglich
ist Q € [, Ai. Die Menge ist damit zugleich nichtleer.

Sei nun A € (),c;A;. Dann ist insbesondere A € A; fiir ein beliebiges i € I. Da A; eine o-
Algebra ist, ist auch A° € A;. Da i € I beliebig war, ist also A° in A; fiir alle i € I, also ist
Af e ﬂie I .AZ

Seien nun (der Unterscheidbarkeit halber mit anderem Buchstaben) By, By, ... € (;c; A, d.h.
By, € A; fiiralle k € Nund i € 1. Da A; eine o-Algebra ist, ist auch | J;, . Br € A; fiir beliebiges
i € I, also ist schlieBlich | J, .y Br € (N;er Ai-

Damit haben wir gezeigt, dass [,.; .A; eine o-Algebra ist. O

iel
Satz 2.11

Fiir eine nichtleere Menge () sei M C P(£2) ein beliebiges Mengensystem. Dann gilt:
1. Das Mengensystem
o(M) :=[{ACP(Q)| Aist eine -Algebra, M C A}

ist eine o-Algebra, die M umfasst, d.h. es gilt M C o(M).

2. 0(M) ist die kleinste o-Algebra aus P(2), die M enthalt. Ist also A C P(2) eine
o-Algebra, fiir die M C A gilt, so gilt auch o(M) C A.

Beweis.

1. Das Mengensystem
{ACP(Q)| Aist eine o-Algebra, M C A} (2.2.1)

enthélt P(Q2) und ist somit nicht leer. Nach Lemma ist zudem der Schnitt von o-
Algebren selbst eine o-Algebra. Da jede der o-Algebren aus dem Mengensystem (2.2.1))
M enthalt, gilt das auch fiir deren Schnitt, d.h. M C o(M).

2. Sei A C P(9) eine o-Algebra, die M enthalt. Nach Definition gilt dann auch o(M) C A,
da A zu dem Mengensystem (2.2.1]) gehort, aus dessen Schnitt (M) gebildet wird.

O]
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Definition 2.12

Ist @ # 0 und M C P(Q) ein Mengensystem, so nennt man o(M) die von M erzeugte
o-Algebra. Andersherum nennt man M dann einen Erzeuger der o-Algebra o(M).

@ Beispiel 2.13. Seien A, B C Q2 Mengen. Was ist o({A, B})?

Antwort: Hierbei hilft es, zundchst die kleinsten disjunkten nichtleeren Mengen zu finden, die in
o({A, B}) enthalten sind, und im Anschluss alle denkbaren Vereinigungen derer zu bilden.

In den folgenden Ergebnissen sei stets 2 # () eine feste nichtleere Menge.

Lemma 2.14

Seien M C P(Q2) ein Mengensystem und A C P({) eine o-Algebra mit folgenden Eigen-
schaften:

i MCA
(ii) fiir jede o-Algebra A’ C P(Q2) mit M C A’ gilt A C A'.

Dann gilt A = o(M).

Lemma 2.15

Ist A C P(R2) eine o-Algebra, so gilt o(A) = A.

Lemma 2.16

Sind My, My C P(Q2) Mengensysteme, fiir die M; C M gilt, so folgt hieraus o(M;) C
o(Ma).

Alle drei vorangehenden Lemmata sind Ubungsaufgaben.
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2.3 Halbringe, Semialgebren und Algebren

Wir haben uns bisher ganz spezielle Mengensysteme angesehen, ndmlich o-Algebren. Eine na-
heliegende Frage ist: Welche Rolle spielt das o? Dafiir sehen wir uns zwei weitere Begriffe fiir
Mengensysteme an. In diesem Abschnitt sei durchgehend €2 # () eine nichtleere Menge.

Definition 2.17
Ein Mengensystem A C P () hei3t Halbring, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. 0 e A
2. Sind A, B € A, soist auch AN B € A, d.h. A ist durchschnittsstabil.

3. Zu A, B € A existieren stets n € N und paarweise disjunkte Mengen 4;,..., 4, € A,
sodass B\ A =J,_, A gilt.

Definition 2.18
Ein Mengensystem .4 C P(2) hei3t Semialgebra, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Qc Aund 0 € A.
2. Sind A, B € A, soist auch AN B € A, d.h. A ist durchschnittsstabil.

3. Zu A, B € A existieren stets n € N und paarweise disjunkte Mengen 4;,..., 4, € A,
sodass B\ A = J,_, A gilt.

Definition 2.19
Ein Mengensystem .4 C P(£2) hei3t Algebra, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Qe A
2. Zujedem A € Aistauch A¢ € A.
3. Sind A,B € A, soistauch AU B € A.

Zwischen den drei Begriffen besteht folgender Zusammenhang:

Satz 2.20

a) Jede Semialgebra iiber einer Menge (2 = () ist stets auch ein Halbring.
b) Jede Algebra iiber einer Menge (2 ist stets auch eine Semialgebra.

c) Jede o-Algebra iiber einer Menge () ist stets auch eine Algebra.

Beweis. Aussage a) ist offensichtlich korrekt, denn die Bedingungen, die an eine Semi-Algebra
gestellt werden, beinhalten genau die Bedingungen, die an einen Halbring gestellt werden, und
zusétzlich wird noch gefordert, dass €2 selbst dazugehort.

Aussage c) ist offensichtlich korrekt. Das einzige notwendige Argument haben wir bereits im
Beweis von Lemma [2.7| gesehen.

Um Teil b) zu beweisen, nehmen wir an, A C P(2) sei eine Algebra. Wir miissen die drei
Eigenschaften einer Semialgebra nachweisen.
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1. Q € Aist nach Eigenschaft 1 der Algebra erfiillt. Zudem folgt aus Eigenschaft 2 der Alge-
bra, dass auch Q¢ =Q\ Q =0 € A ist.

2. Seien A, B € A. Nach Eigenschaft 2 der Algebra gilt auch A¢, B¢ € A und mit Eigenschaft
3 der Algebra folgt A°U B¢ € A. Nochmalige Anwendung von Eigenschaft 2 impliziert nun
(AU B = (A°)°N(B)=ANB e A.

3. Seien A, B € A. Nach Eigenschaften 2 und 3 der Algebra ist dann auch
B\A=BnNA°=(B°UA)c A

Eigenschaft 3 der Semialgebra ist also mit » = 1 und A; = B\ A erfiillt.

2.4 Messbare Raume

Wir haben viele verschiedene o-Algebren kennen gelernt. Mit dem Gedanken im Hinterkopf,
dass ein Mal$ (d.h. eine Art Volumenfunktion) fiir alle Mengen der o-Algebra definiert werden
soll, konnen wir im folgenden Sinne von messbaren Mengen sprechen:

Definition 2.21
Jedes Paar ((2,.4), wobei Q2 eine nichtleere Menge und A C P(2) eine o-Algebra ist, heil3t
ein messbarer Raum. Eine Menge A C () heil3t .A-messbare Menge, falls A € A ist.

Beispiel 2.22. Betrachten wir die Menge 2 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} mit den Sigma-Algebren

Ay = {0,903,
Ay ={0,9,{1,3,5,7,9},{2,4,6,8,10}},
As ={0,9,{1,2,3,4,5},{6,7,8,9,10}},
Ay =P(Q).

Gegeben sind zudem folgende Teilmengen von §2:
AZ{l}» B =Q, 02{132737475}7 D:{1,3,5}

Begiiglich welcher o-Algebren sind diese Mengen messbar?

Antwort: Gehen wir die Mengen nacheinander durch:

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass Messbarkeit einer Menge i.A. von der gewéhlten o-
Algebra abhéngt. Die einzigen Ausnahmen sind €2 und (:

Bemerkung 2.23. Ist (2, A) ein beliebiger messbarer Raum, so sind stets sowohl () als auch
messbare Mengen.
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2.5 Die Borel’sche o-Algebra

Im Folgenden sei, sofern nichts anderes gesagt wird, n € N eine beliebige natiirliche Zahl.

Als zu Grunde liegende Menge haben wir haufig 2 = R™ und gerade auf dieser Menge wissen
wir, dass wir keine Volumenfunktion fiir alle Teilmengen, d.h. fiir alle Elemente der Potenzmenge
definieren kénnen. Im Folgenden lernen wir eine etwas kleinere o-Algebra als die Potenzmenge
kennen, auf der dies moglich sein wird. Sie ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker
Emile Borel (1871-1956).

Definition 2.24

Sei S,, die Menge der nach links halboffenen Quader des R", d.h.

S, = { [T (ar, bx] R

k=1

—oogakgbkgoo,ke{lj...,n}}.

Dann heil3t B" := ¢(S,,) die Borel’sche o-Algebra des R".

Notation

Statt B! schreiben wir auch kurz B. Analog zur Schreibweise P(R") fiir die Potenzmenge
ist auch die Schreibweise B(R") fiir die Borel’sche o-Algebra iiblich.

Bemerkung 2.25. Sobald die o-Algebra bekannt ist, also keine Verwechslung moglich ist, spricht
man im Falle A € A auch schlicht von einer messbaren Menge. Ist O = R" und A = B(R") die
Borel’sche o-Algebra, so heifst A € A eine Borel-messbare Menge.

Es ist klar, dass damit automatisch alle Quader, deren Seiten nach links halboffenen Intervalle
sind, Borel-messbar sind. Wie sieht es jedoch mit offenen, abgeschlossenen oder nach rechts
halboffenen Intervallen als Seiten aus?

In der Literatur wird die Borel-o-Algebra auch als die o-Algebra eingefiihrt, welche durch die
offenen Mengen des R" erzeugt wird. Um mit dieser Definition arbeiten zu konnen, wiederholen
wir kurz das Wichtigste zu offenen und abgeschlossenen Mengen im R"™.

2.5.1 Exkurs: Offene und abgeschlossene Mengen

Dieser Abschnitt folgt Kapitel 1 aus [For13].
Im R! kennen wir offene und abgeschlossene Intervalle (mit —oco < a < b < 00):

(a,b) ={x € R| a<x < b}, alternativ auch |a, b[ geschrieben, und
[a,b] ={z € R| a <z <b}.

Bemerkung 2.26 (Voriiberlegung). Hierbei fallen zwei Spezialfdlle auf: Zundchst einmal ist fiir
eine endliche Zahl a € R das offene Intervall (a,a) = 0, d.h. die leere Menge wdre demnach offen.
Zum anderen gilt fiir den Spezialfall a = —oo und b = 400, dass scheinbar (—oo, 00) offen, aber
[—00, 0o] abgeschlossen ist. Was ist dann mit R selbst?

Schon anhand der Voriiberlegung sehen wir, dass das blof3e Beschrianken auf Intervalle nicht
zufriedenstellend ist. Zudem miissen wir ein Konzept finden, welches sich auf den R" erweitern
lasst. Dazu fithren wir zundchst den Begriff einer Norm ein.
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Definition 2.27

Sei V = R" fiir ein n € N. Eine nichtnegative reellwertige Funktion |-|| : V' — [0, c0) heil3t
Norm auf V, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. |jv]| > O fiir alle v € V und ||v|| =0 <= v = 0. (Positive Definitheit)
2. |la-v|| =la] - ||v]| fiir alle a € R und v € V (absolute Homogenitat).
3. v+ wl| <|v|| + ||w] fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Bemerkung 2.28. Diese Definition gilt auch fiir beliebige reelle oder komplexe Vektorrdume. Da
dies jedoch zu weit fiihren wiirde, beschrdnken wir uns hier auf den R™ als reellen Vektorraum.

Beispiel 2.29. Beispiele fiir Normen auf dem R-Vektorraum V = R" sind (mit v = (v1,...,v,)):
V]l :=max{lvr],...,[onl},  [olly == \/oi+... 03, (ol = lor] + ...+ Jvnl.

Definition 2.30: offene Kugel und Umgebung

Sei ||-|| eine Norm auf dem R". Seien zudem v € R™ und r > 0. Dann heil3t
B,(v) :={z eR"| |lv—2z| <r}

die offene Kugel mit Mittelpunkt v und Radius r beziiglich ||-||. Eine Teilmenge M C R"
heil3t Umgebung eines Punktes x € R"™, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass B.(x) C M ist.

Definition 2.31: offene Menge

Eine Teilmenge M des R™ heildt offen beziiglich |||, wenn zu jedem z € M ein ¢ > 0
existiert, so dass B.(x) C M ist.

Bemerkung 2.32. Man kann auch sagen: Eine Menge ist offen, wenn sie Umgebung eines jeden
ihrer Punkte ist.

Beispiel 2.33. Fiir a < b ist das offene Intervall (a,b) C R in der Tat offen, denn fiir jeden Punkt
x € (a,b) gilt
B:(x) C (a,b)

mit der Festlegung ¢ := min{|a — x|, |b — z|}.
Lemma 2.34

Beziiglich einer beliebigen Norm ||-|| auf dem R"™ gelten folgende Aussagen:

1. R™ und 0 sind offene Mengen im R".
2. Sind A1, A, C R" offene Mengen, so ist auch A; N A, offen.

3. Sei (A;)ics eine beliebige Familie offener Mengen im R™. Dann ist auch deren Verei-
nigung | J;.; A; offen.
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Beweis.

1. Zu jedem = € R™ und fiir jedes ¢ > 0 ist B.(x) C R". Fiir die leere Menge gibt es kein
x € (), fiir welches eine offene Umgebung existieren miisste, daher ist diese Bedingung
auch erfiillt.

2. Seix € A1 N As. Da A1 und A, offen sind, existieren 1,2 > 0 derart, dass
Bal (.T) - A1 und B£2 (m) - A2

gilt. Fiir € := min{e, 9} gilt dann B.(x) C A; N Ay, was beweist, dass A; N As offen ist.

3. Ist x € | J;c; As, so existiert (mindestens) ein Index j € I, fiir den = € A; erfiillt ist. Da A;
offen ist, existiert € > 0, so dass B.(x) C Aj, also insbesondere B.(z) C | J;c; A; ist.

O]

Definition 2.35

Eine Teilmenge M C R™ hei3t abgeschlossen beziiglich ||-|| genau dann, wenn ihr Komple-
ment M¢ = R™\ M offen ist.

Bemerkung 2.36. Die Mengen R" = ()° und () = (R™)¢ sind nach Teil 1 von Lemma offen
und nach dieser Definition auch abgeschlossen. Beide Mengen sind also tatsdchlich sowohl offen als
auch abgeschlossen als Teilmengen des R™.

Es gibt selbstverstéandlich Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind — zum Beispiel
halboffene Intervalle in R (beziiglich |-| als Norm). Sehen wir uns das exemplarisch anhand von
(0,1] an.

Beispiel 2.37. Sei A := (0,1] C R das nach links halboffene Intervall. A ist nicht offen, da zu
x = 1 keine offene Kugel existiert, welche x enthdlt und ganz in A enthalten ist.

A ist jedoch auch nicht abgeschlossen, da A€ = (—o0, 0] U (1, c0) nicht offen ist. Das liegt wiederum
daran, dass zu y = 0 keine offene Kugel existiert, welche y enthdlt und ganz in A¢ enthalten ist.

Bemerkung 2.38. Man kann die Begriffe offen und abgeschlossen auch beziiglich Teilmengen des
R™ verwenden. Das hat insbesondere einen Einfluss auf die Komplementbildung. Fiir unsere Zwecke
soll die obige Darstellung der Begriffe geniigen.

Eine abschlielsende Bemerkung zu den Normen: Man kann zeigen, dass alle Normen auf dem R"
dquivalent sind, d.h. wenn ||-|| und ||-||* zwei Normen auf dem R" sind, so existieren Konstanten
¢,C > 0, so dass

cllzll < fl=lI* < Clzll, VzeR”

gilt. Das impliziert, dass Mengen, die offen sind beziiglich der einen Norm, automatisch auch
offen sind beziiglich der anderen Norm. Folglich konnen wir im R™ von offenen und abgeschlos-
senen Mengen sprechen ohne die Norm nennen zu miissen. In allgemeinen (insb. unendlich-
dimensionalen) Vektorraumen ist das nicht der Fall!
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2.5.2 Weitere Erzeuger der Borel-o-Algebra
Sehen wir uns fiir den Spezialfall n = 1 an, welche uns bekannten Mengen Borel-Mengen sind.

Satz 2.39

Sei ) = R. Folgende Mengen sind Borel-Mengen, d.h. sie sind enthalten in 5:

(i) alle einpunktigen Mengen {x} mit = € R;
(i) alle hochstens abzidhlbaren Mengen;
(iii) alle (abgeschlossenen/offenen/halboffenen) (endlichen/unendlichen) Intervalle;

(iv) alle offenen und abgeschlossenen Mengen.

Bemerkung 2.40. Die Aussagen sind teilweise redundant: Die hochstens abzdhlbaren Mengen bein-
halten die einpunktigen Mengen und offene und abgeschlossene Mengen beinhalten die offenen und
abgeschlossenen Intervalle. Um den Beweis jedoch besser strukturieren zu konnen, wdhlen wir diese
Darstellung.

Beweis.

(i) Fiir jedes x € R gilt
{z} = ﬂ (z—1,2] eB.

neN

(i) Jede hochstens abzdhlbare Menge ist der Definition nach die héchstens abzdhlbare Ver-
einigung einelementiger Mengen. Da diese nach (i) Borel-Mengen sind, gilt das auch fiir
deren abzéhlbare Vereinigung.

(iii) Seien a,b € R mit —oco < a < b < oo. Dann gilt beispielsweise

(a,b) = (a, b)) N{b} € B
[a,b] = (a,b]U {a} € B
(a,00) = U(a,a+n] € B.

neN

(iv) Offene Mengen sind stets darstellbar als abzdhlbare Vereinigung offener Mengen und als
solche wegen (iii) Borel-Mengen. Jede abgeschlossene Menge ist das Komplement einer
offenen Menge, und somit ebenfalls eine Borel-Menge.

O]

Verallgemeinern wir diese Methode, so konnen wir zeigen, dass u.a. auch die offenen Quader
ein Erzeuger von B" ist. Fiir die {ibrigen Arten von Quadern geht der Beweis analog.

Lemma 2.41

Auch das Mengensystem

—oogakgbkgoo,ke{l,...,n}}

SZ = {H(ak,bk) - R"
k=1

ist ein Erzeuger von B".



2.5. DIE BOREL’SCHE o-ALGEBRA 21

Beweis. Uberlegen wir uns zunéchst im 1-dimensionalen Fall, dass B = o(S;) = ¢(S?) ist. Dazu
seien —oco < a < b < co. Dann gilt

(a,) = |J (a,b— ﬂ und  (a,8] = ) (a,b~|— ;). (2.5.1)

jEN jEN
Folglich ist sowohl &; C o(S?) als auch S¢ C o(S;). Mit der Aussage von Aufgabe |5 folgt die
Gleichheit der o-Algebren, d.h. ¢(S1) = o(S7).

Dieses Ergebnis konnen wir wie folgt auf den R™ verallgemeinern indem wir das Analogon zu
(2.5.1) formulieren. Dazu seien —oco < aj < by < oo firk € {1,...,n}.

H (ak,bk) = H U (ak,bk — %:| und H (ak,bk] = H ﬂ (ak,bk + %) . (2.5.2)
k=1 k=1

k=1jeN k=1jeN

Hieraus folgt mit der gleichen Begriindung wie im 1-dimensionalen Fall o(S,,) = 0(S2), d.h. 82
ist (ebenso wie S,,) ein Erzeuger von 5". ]

Folgende Mengensysteme sind Erzeuger der Borel-o-Algebra B":

b n:{szl(ak,bk]an’ —oogakgbkgoo,ke{l,...,n}}
* 331:{1_[2:1(%7%)91@”\ —oogakgbkgoo,ke{l,...,n}}
o St = {]lp_qlar, br] CR"| —oo <ap <b, <oo,ke{l,...,n}}

* das System der offenen Teilmengen des R™

das System der abgeschlossenen Teilmengen des R"

Die einelementigen Mengen sind zwar in der Borel-o-Algebra enthalten, bilden jedoch keinen
Erzeuger derselbigen. Sehen wir uns an, welche o-Algebra durch diese Mengen erzeugt wird.

Lemma 2.42

Sei M := {{z}| = € R"} die Menge der einelementigen Mengen des R". Zudem Sei .4 die
aus Beispiel [2.6] bekannte o-Algebra fiir @ = R", d.h.

A:={ACR"| Aoder A ist hochstens abzdhlbar unendlich} .

Dann gilt A = o(M).

Beweis. Offensichtlich gilt M C A. Hieraus folgt sofort, da A eine o-Algebra ist, dass o(M) C A
ist. Zeigen wir noch die andere Inklusion um insgesamt auf die Gleichheit der Mengensysteme
schlieen zu konnen.

Sei A € A. Ist A selbst abzéhlbar, so ist A eine hochstens abzédhlbare Vereinigung von Mengen
aus M und liegt somit in o(M). Ist A nicht abzéhlbar, so ist A abzéhlbar, also ist A¢ € o(M). Da
o(M) als o-Algebra stabil beziiglich der Bildung von Komplementen ist, impliziert das wiederum
A € 0(M). Damit haben wir insgesamt A C o (M) gezeigt. O

Da A aus dem Lemma nicht alle Borel-Mengen des R™ enthalt, folgt automatisch aus der Aussage
des Lemmas, dass die einelementigen Mengen keinen Erzeuger der Borel-o-Algebra bilden.

Zum Abschluss dieses Abschnitt ist noch zu erwidhnen, dass man auch die Borel’sche o-Algebra
auf einer Teilmenge des R™ definieren kann:
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Notation

Ist A € B(R") eine echte Teilmenge des R", so setzen wir

B(A) := ANB(R") = {ANB| B € B(R")}. (2.5.3)

2.6 o-Algebren und Abbildungen

2.6.1 Urbilder von Funktionen

Im Folgenden sei f: X — Y eine Abbildung von einer nichtleeren Menge X # () in einen
messbaren Raum (Y, .A). Mit f~!(A) bezeichnen wir das Urbild einer Menge A € A unter f, d.h.

FHA) ={z e X]| f(x) € 4}.

Wahrend eine Umkehrfunktion nur fiir bijektive Abbildungen existiert, existiert das Urbild im-
mer. Um diesen Unterschied zu verdeutlichen, erinnern wir uns an ein paar Begriffe:

Definition 2.43
Eine Abbildung f: X — Y heil3t

* injektiv, falls aus f(z) = f(2') fiir Werte z, 2’ € X stets x = 2’ folgt;
* surjektiv, falls zu jedem y € Y ein z € X existiert, fiir welches f(z) = y gilt;

* bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

& Beispiel 2.44. Sehen wir uns einige Beispiele an, welche die Bedeutung der Wahl von Definitions-
und Wertebereich unterstreichen.

f(x) X Y injektiv surjektiv bijektiv
2z 4+ 3 R R ja
z? R R
x? Ry R
x? R Ry
z? R4 R4

C/: Kommen wir nun zuriick zum Urbild: Welche Auswirkung hat die jeweilige Eigenschaft auf das
Urbild? In der Tabelle verwenden wir der Kiirze halber die Notation |A| fiir die Anzahl der
Elemente der Menge A.

fiir jedes y € Y ist | f~1(y)| > 1

| >
y)| <1

(
(

fiir jedes y € Y ist | f~*

fiir jedes y € Yist | f~'(y)| =1

Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir an dieser Stelle kurz einige niitzliche Eigenschaften
von Urbildern.
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Lemma 2.45

Sei f: X — Y eine beliebige Abbildung. Dann gilt fiir je zwei Mengen A, B C Y:

fFHAUB) =Y (AU FY(B), (2.6.1)
FHANB) =1 (A) N fY(B), (2.6.2)

(f71(A) = F1(A9), (2.6.3)
FTHANB) = 1A\ fFU(B). (2.6.4)

Beweis. Exemplarisch zeigen wir die erste Eigenschaft (2.6.1)):

re fY{AUB) < f(z)€ AUB
— (f() € AV (f(x) € B)
— zef YA vzef B
— zec f i AU (B).

O

Sehen wir uns zum Abschluss noch die Urbilder der Verkniipfung von Abbildungen an. Sind
f: X =Y und g: Y — Z Abbildungen, so definieren wir g o f: X — Z folgendermal3en:

(9o f)(x) :=9g(f(x)), zeX
Man spricht von der Verkniipfung, Verkettung oder Komposition zweier Abbildungen.

Lemma 2.46

Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen und sei h := g o f deren Verkniipfung. Dann
gilt fiir beliebige Mengen A C Z

Beweis. Sei A C Z eine beliebige Teilmenge. Dann gilt

reh™(A) < h(x)c A
= (9o f)(x) = g(f(x)) € A
= flz) €g7!(4)
= we fHgH(A).
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2.6.2 o-Algebra der Urbilder

Satz 2.47

Sei f: X — Y eine Abbildung von einer nichtleeren Menge X # () in einen messbaren
Raum (Y, A’). Dann ist

Ap = 1A ={fA)| Aec A}

eine o-Algebra, genannt die von f in Y erzeugte o-Algebra.

Beweis. Ubungsaufgabe. Unter Verwendung der Eigenschaften von Urbildern miissen die Eigen-
schaften einer o-Algebra {iberpriift werden. O

Beispiel 2.48 (Indikatorfunktion). Sei A C ). Dann ist die zugehorige Indikatorfunktion definiert
durch
1, z€A
Ta(x) =
A(@) {O, x € A°.

Die Indikatorfunktion ist also eine Abbildung 1 4:  — R. Da die Abbildung nur die Werte 0 und 1
annehmen kann, konnen wir leicht alle Elemente von A; , finden. Um die Notation zu vereinfachen,
setzen wir f := 1 4.

o f~1(x) = 0 fiir jedes beliebige x € R\ {0, 1};
C =

L) = A

« {01} =0

In der Tat ist Ay = {0,Q, A, A°} die von der Indikatorfunktion 1 4 erzeugte o-Algebra.

Definition 2.49

Seien (X,.A) und (Y,.A’) messbare Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heil’t A-.A’-messbar
(oder kurz messbar), falls Urbilder messbarer Mengen wieder messbar sind, d.h. falls Fol-
gendes gilt:

Tl AYeA vAeA.

Beispiel 2.50. Sehen wir uns nochmals die Indikatorfunktion aus Beispiel an. Seien also
X = Qund (Y, A") = (R, B), wobei B die Borel-o-Algebra ist. Uberlegen wir uns fiir verschiedene

o-Algebren auf (), ob die Indikator-Funktion messbar ist. Dazu seien A,B C Q und f = 1.
Unterscheiden Sie die Fille A =0, A= Qund A ¢ {0,Q}.

A={0,0}
A={0,A, A°,Q}
A=o0({A,B})

f ist genau dann A-B-messbar, wenn Ay C A ist.

Wir werden spater noch mehr iiber messbare Funktionen lernen. Zum Abschluss sehen wir noch
ein Resultat tiber das Zusammenspiel zwischen Urbild und erzeugter o-Algebra an.
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Satz 2.51

Seien X und Y nichtleere Mengen und sei f: X — Y eine Abbildung von X nach Y. Sei
M C P(Y) ein beliebiges Mengensystem aus Y. Dann gilt

o(f7H M) = FH(o(M)).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung indem wir nachweisen, dass jede der Mengen in der
jeweils anderen enthalten ist.

»C“ Es gilt M C o(M) fiir jedes beliebige Mengensystem M. Folglich gilt (wegen der Mono-
tonie der Urbilder) f~}(M) C f~!(o(M)). Da nach Satz f~1(oc(M)) eine o-Algebra
ist, welche f~!(M) enthélt und andererseits o(f~(M)) die kleinste derartige o-Algebra
ist, folgt o(f~1(M)) C f~L(a(M)).

»2“ SeiC:={C CY| f}C) € o(f'(M))}. Das Mengensystem C enthalt offensichtlich M.
Zudem handelt es sich bei C um eine o-Algebra (Ubungsaufgabe). Folglich ist (wegen der
Minimalitit der erzeugten o-Algebra) o (M) C C. Hieraus folgt nun unter Verwendung der
Monotonie des Urbilds und der Definition von C

fHe(M) C F7HC) S a(f7HM)).

2.7 Aufgaben

Aufgabe 1. Welche der folgenden Aussagen ist wahr fiir alle Teilmengen A, B, C' C ) einer beliebi-
gen Menge €)?

a) A\B=AnNBe

b) AN(BUC)=(AUC)N(BUC)
) (ANBNC)=C°UB“U A°

d ANBCA

e) AUBCB

HAUA=A

g AN(AUB)=A

Aufgabe 2. Das folgende Resultat ist bekannt als Einschluss-Ausschluss-Prinzip (inclusion—exclusion
principle) oder Formel von Sylvester:

Sei Q) # () eine nichtleere endliche Menge und seien Aq,..., A, € A C Q Teilmengen von Q fiir
n € N. Fiir jede (endliche) Menge A C () sei |A| die Kardinalitdt der Menge A. Dann gilt:

A N4
k=1 k=1

(2.7.1)

n

=3 A= DD AN AL+ D JANA N A -+ ()"
1 1<j<k<n 1<i<j<k<n

a) Schreiben Sie die Aussage der Formel fiir n € {1,2,3} auf. Verifizieren Sie die Formel (bei-
spielweise mit Venn-Diagrammen) in diesen Spezialfdllen.
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b) Sei A C N die Menge der natiirlichen Zahlen < 100, welche durch 2, 3 or 5 teilbar sind.
(Unter oder verstehen wir das nicht-ausschliefsende und/oder.) Berechnen Sie |A| mit Hilfe
von a).

Aufgabe 3. Zeigen Sie am Beispiel des Grundraums ) = {1,2,3}, dass die Vereinigung von o-
Algebren im Allgemeinen keine o-Algebra ist.

Aufgabe 4. Sehen Sie sich nochmal die Definition der erzeugten o-Algebra (Satz und Defini-
tion an.

a) Beweisen Sie Lemma [2.14)
b) Beweisen Sie Lemma [2.15]

c¢) Beweisen Sie Lemma
Aufgabe 5. Seien A, B C P(N2) zwei Mengensysteme, fiir die sowohl A C o(B) als auch B C o(.A)
gilt. Zeigen Sie, dass dann o(A) = o(B) gilt.
Hinweis: Die Gleichheit zweier Mengen zeigt man, indem man nachweist, dass jede Menge in der

anderen enthalten ist, siehe Definition

Aufgabe 6. Sei A C P((2) eine Semialgebra (Vgl. Definition [2.18), fiir die folgende Eigenschaft
gilt:
Ac A = A°cA (2.7.2)

Zeigen Sie, dass A eine Algebra ist.

Aufgabe 7. Entscheiden Sie fiir jedes der folgenden Mengensysteme, ob es sich um eine Semialgebra,
Algebra oder o-Algebra handelt in Bezug zur gegebenen Menge () oder ob es keines davon ist.

Mi; ={(a,b]| —c0<a<b< oo} CP((—o0,00])

My ={(a,b)| —oc0c<a<b< oo} CPR)

Mz = {A CN| Aendlich ooder A° endlich} C P(N)

My = {A CN| A abzihlbar oder A° abzdhlbar} C P(N)

Aufgabe 8. Wir setzen als bekannt voraus, dass der Betrag |-| eine Norm auf R definiert, d.h. die

drei Eigenschaften aus erfiillt.

a) Zeigen Sie, dass die Maximumnorm ||-|| . aus Beispiel [2.29| tatsdchlich eine Norm ist.
b) Uberpriifen Sie, ob durch ||v|| := min{|vy|, ..., |v,|} ebenfalls eine Norm auf dem R" definiert
wird.
Aufgabe 9. Im R? sei By := {x = (71, 79) € R? ‘ lzll, = V2% + 23 < 1}. Zeigen Sie, dass B
offen ist im R2.

Hinweis: Uberlegen Sie sich anhand einer Skizze, wie ¢ zu einem Punkt x € B gewdhlt werden
muss um eine geeignete Umgebung von x zu finden.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, das B(A) aus (2.5.3)) tatsdchlich eine o-Algebra ist.

Aufgabe 11. Zeigen Sie die noch nicht bewiesenen Eigenschaften aus Lemma d.h. (2:6.2),
(2.6.3) und (2.6.4).

Aufgabe 12. Beweisen Sie Satz

Aufgabe 13. Zeigen Sie, dass das Mengensystem C := {C C Y | f~1(C) € o(f~'(M))} aus dem
Beweis von Satz eine o-Algebra ist.
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Aufgabe 14. Seien A, B C  Teilmengen einer nichtleeren Menge (). Zeigen Sie, dass folgende
Zusammenhdnge zu den Indikatorfunktionen bestehen:

a) ACB <<= 14<l1p;
b) Tanp =14 1p;

o la+1p="1auB+ Llans;
d) Tge=1-—14.

2.8 English terminology

messbarer Raum
Vereinigung von Mengen
Schnittmenge
Komplement
Kommutativgesetz
Assoziativgesetz
Distributivgesetz
o-Algebra
erzeugte o-Algebra
Halbring
nichtleer / nicht leer
Unter-o-Algebra
Erzeuger
abgeschlossen unter ... / ...-stabil
offene Menge
abgeschlossene Menge
positiv definit
absolut homogen
Dreiecksungleichung
offene Kugel
Umgebung
Mittelpunkt
Teilmenge
halboffen
Urbild
Verkettung / Komposition
Indikatorfunktion

measurable space
union of sets
intersecting set
complement
commutative law
associative law
distributive law
o-algebra / o-field*
generated o-algebra
semiring
nonempty
sub-c-algebra
generator
closed under ... (operation)
open set
closed set
positive definite
absolutely homogeneous
triangle inequality
open ball
neighborhood
center
subset
half-open
preimage
composition
indicator function

* Careful! Field can be used to mean Korper as well. It is due to those two terms for the same

object that o-algebras are sometimes given the letter .4 and sometimes F.
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Kapitel 3

Mafle

Ziele

O Definition von Mengenfunktionen, speziell von Malien, kennen
O Eigenschaften von Maf3en und anderen Mengenfunktionen kennen
O u.a. das diskrete und das Lebesgue-Mal3 kennen

O die Konstruktion von Maflen kennen

3.1 Definition von Mafen
Definition 3.1: Mengenfunktion

Sei Q # () und sei A C P(R2) ein Mengensystem. Eine Abbildung x: A — [0, o], die jeder
Menge des Mengensystems eine nichtnegative reelle Zahl, méglicherweise +oc, zuordnet,
heil3t Mengenfunktion.

Im Folgenden benennen wir eine Reihe von Eigenschaften, die Mengenfunktionen besitzen kon-
nen. Dafiir sei bis auf Weiteres Q2 # () und A C P(2) ein Mengensystem.

Definition 3.2: (¢0-)endlich

Eine Mengenfunktion p: A — [0, co] heilst

e endlich, falls Q € Aist und () < oo gilt;

* o-endlich, falls Mengen A, As,... € A existieren, so dass J .y Ax = € ist und
p(Ag) < oo fiir alle k € N gilt.

Beispiel 3.3. Betrachten wir 2 = R und das Mengensystem der offenen Intervalle, d.h. A = Cf:
{(a,b) CR| — oo <a <b< oo} Definieren wir eine Mengenfunktion via

p((a, b)) :=b—a, —o0<a<b<oo.

Ist pu endlich, o-endlich oder nichts von beidem?
Antwort:

29
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Definition 3.4: (o-)additiv
Eine Mengenfunktion x: A — [0, oo] heif3t

* (endlich) additiv, falls fiir jedes n € N und jede Wahl paarweise disjunkter Mengen
A, ..., Ay € Amit | J;_, Ay € A stets Folgendes gilt:

I (U Ak) = u(Ap);
k=1 k=1

* g-additiv, falls fiir jede hochstens abzédhlbare Folge paarweise disjunkter Mengen
A1, Az, ... € Amit oy Ax € A stets Folgendes gilt:

f <U Ak) = p(Ap).
k=1 k=1

Bemerkung 3.5. Nehmen wir an, dass y eine additive Mengenfunktion auf einem beliebigen Men-
gensystem A C P(Q) ist und dass () € A ist. Kénnen wir damit () bereits bestimmen?

Antwort: Setzen wir a := p(0)) und Ay := Ay := (). Dann sind A, Ay € A disjunkt. Folglich gilt
a = () = (A U A2) “E p(A1) + () =

Die Zahlen aus [0, o0, die a = 2a erfiillen, sind 0 und +oc. Gibt es neben der leeren Menge noch
mindestens eine weitere Menge A* # () in A, dann gilt zudem wegen A* N () = ()

H(A®) = p(A* U 0) = u(A*) + u(0) = p(A%) +a
Somit muss entweder () = 0 sein oder aber es muss p(A) = oo fiir alle A € A gelten.
Sehen wir uns nun ein weiteres Beispiel fiir eine Mengenfunktion an.
Cf: Beispiel 3.6. Seien Q2 = N und A = P(N). Fiir jede Menge A € A sei
0, A< oo,
A) =
u(4) {oo, 1A = co.

Es gilt also beispielsweise (mit der Notation 2N fiir die geraden natiirlichen Zahlen):

. u({1,2,3}) =

* u({n eN| n?<100}) =

* p({neN| Ik eN:n=k}) =
. u(N) =

=

Ist diese Mengenfunktion (o-)additiv?
Antwort:

u ist additiv: Gegeben seien endlich viele paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, € A. Es gibt nun
zwei Moglichkeiten.

i) Sind alle Mengen endlich, so ist auch | Ji._, Ay, als endliche Vereinigung endlicher Mengen
endlich. In diesem Fall ist

I (U Ak) =0="> pu(Ap).
k=1 k=1
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ii) Ist mindestens eine der Mengen unendlich, so ist auch die Vereinigung von Mengen, die
diese enthdlt unendlich. Folglich gilt

It <U Ak) =00 =Y u(Ap).
k=1 k=1

w ist nicht o-additiv: Um das zu sehen, betrachten wir die Folge von Mengen By, = {k} € A fiir
k € N. Diese Mengen sind paarweise disjunkt und es gilt | J,..y Br. = N, d.h.

It (U Bk) = u(N) =00 # 0= u(B).
k=1 k=1

Definition 3.7: Inhalt, Pramalf}

Sei A C P(2) ein Mengensystem, welches die leere Menge enthilt. Eine Mengenfunktion
w: A — [0, 00] heilt Inhalt, falls gilt:

L u(®) =0;

2. Sind A4, ..., A, € A endlich viele paarweise disjunkte Mengen und ist | J,_, Ax € A,

so gilt
Iz <U Ak) = u(Ap).
k=1 k=1
Ein o-additiver Inhalt heil3t auch Pramas.

Bemerkung 3.8. Ein Inhalt ist also eine endlich additive Mengenfunktion, von der zusdtzlich ge-
fordert wird, dass die leere Menge den Wert Null erhdlt. Wihrend die Additivitdt eine Eigenschaft
ist, die keine Anforderungen an das Mengensystem stellt, kann ein Inhalt also nur auf solchen Men-
gensystemen definiert werden, die die leere Menge enthalten.

Die Eigenschaft der o-Additivitat, die aus einem Inhalt ein Pramald macht, ist natiirlich gerade
dann sinnvoll, wenn tatsdchlich auch abzihlbare Vereinigungen von Mengen des Mengensys-
tems wieder darin liegen. Das fiihrt uns zum Begriff eines Mal3es auf einer o-Algebra.

Definition 3.9: Maf, Mafraum

Sei (2, A) ein messbarer Raum, d.h. A C P(Q) ist eine o-Algebra auf einer nichtleeren
Menge (2. Eine o-additive Mengenfunktion u: A — [0, oo], welche zusétzlich die Bedingung
w(0) = 0 erfiillt, hei®t Mafs. Das Tripel (€2, A, ) heilt dann Mafraum.

Bemerkung 3.10. Alternativ kann man ein Majs auch definieren als eine Mengenfunktion y1: A —
R auf einem messbaren Raum (€1, A) mit folgenden Eigenschaften:

1. p(0) =0;
2. u(A) > 0fiiralle A € A;
3. fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen A;, As, ... € A gilt

1 <U Ak) = ZM(Ak)-
k=1 =1
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Beispiel 3.11 (Zdhlmal}). Seien 2 =N, A =P(N) und p: A — [0, 0] mit

S L - {rA\, 4] < o0,

Py 400, sonst.

In diesem Fall ist (), A, uu) ein diskreter MafSraum. Man nennt p das Zahlmalf3.

Beispiel 3.12. Sei (2, .A) ein beliebiger messbarer Raum. Sei zudem z € € ein beliebiges Element
von Q. Dann wird durch

1, z€A

0p: A 0,00, A d,(A):=1 =
—>[ OO] — 62(A) A(z) {0’ r e AC

ein Mafs auf (2, .A) definiert.

3.2 Eigenschaften von Mafen

In diesem Abschnitt wollen wir wichtige Eigenschaften von MaRen sammeln und beweisen.

Satz 3.13

Sei (2, A, 1) ein Maf3raum.

1. Fiir Mengen A, B € A mit A C B gilt stets u(A4) <
2. Fiir Mengen A, B € Amit A C B gilt stets u(B \ A
3. Sind A, B € A Mengen mit u(AN B) < oo, so gilt

u(B).
) = u(B) — pu(A).
n(AU B) = pu(A) + (B) — p(AN B).

4. Fiir jede Folge von Mengen A;, Ay,... € Amit Ay C Apq und p(Ag) < oo fiir alle
k € N gilt die Stetigkeit von unten:

Jim w(Ap) = (U Ak>

keN

5. Fiir jede Folge von Mengen A;, Ay,... € Amit Ay O Apq und pu(A;) < oo gilt die

Stetigkeit von oben:
hm w(Ag) = (ﬂ Ak>

keN

6. Sind A4, ..., A, € A endlich viele Mengen in 4, so gilt stets die Subadditivitdt:
1 (U Ak:) <> ulAg).
k=1 k=1
7. Ist Ay, As, ... € A eine (hochstens abzihlbare) Folge von Mengen in A, so gilt stets

p (U Ak) <D n(Ag).

keN keN



3.2. EIGENSCHAFTEN VON MASSEN 33

Notation

1. Gilt Ay C Ap4, fiir eine Folge von Mengen, so nennt man (Ay)xen eine aufsteigende
Folge von Mengen. Gilt A = | J,, .y Ak, so schreibt man in diesem Fall auch A 1 A.

2. Gilt Ay O Ay fiir eine Folge von Mengen, so nennt man (Ag)xen eine absteigende
Folge von Mengen. Gilt A = (1), Ak, so schreibt man in diesem Fall auch A; | A.

Veranschaulichen wir uns anhand eines Beispiels, wofiir die Stetigkeit von Malf3en niitzlich ist:

Beispiel 3.14. Sei p ein MafS auf der Borel-o-Algebra B(R), welches jedem abgeschlossenen In-
tervall [a,b] € B(R) dessen Ldnge zuordnet, d.h. u([a,b]) := b — a. Was ist dann das Mafs eines
beliebigen offenen Intervalls, d.h. u((a,b)) fiir a < b?

Antwort: Man kann ein offenes Intervall stets als Vereinigung abzdhlbar vieler abgeschlossener In-
tervalle darstellen:

(a,b) = | J A filr A=

keN

Die Mengen Ay (k € N) bilden eine aufsteigende Folge von Mengen. Folglich gilt mit der Stetigkeit
von unten:

p((a, b)) =

Bemerkung 3.15 (Vorbemerkung zum Beweis). Bei einem Beweis, der mehrere teilweise aufein-
ander aufbauende Eigenschaften zeigen soll, ist es wichtig, einen Zirkelschluss zu vermeiden. Einen
Zirkelschluss kann man an folgenden offensichtlich falschen Aussagen demonstrieren:

(1) Jede ungerade natiirliche Zahl ist eine Primzahl.

(2) Ist n € Nderart, dass eine Zahl k € N existiert, fiir die n = 2k — 1 gilt, so ist n eine Primzahl.
Falscher Beweis:

* Sei n € Nvon der Form n = 2k — 1 fiir ein k € N. Dann ist n eine ungerade, also nach (1)
eine Primzahl.

* Sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Ungerade natiirliche Zahlen sind gerade diejenigen Zah-
len, die die Darstellungsform n = 2k — 1 fiir k € N besitzen. Folglich erfiillt n die Anforderun-
gen aus (2), ist also eine Primzahl.

Beide Aussagen sind also dquivalent, aber leider falsch. Um diese Art Argumentation und hieraus
folgende Fehler zu vermeiden, strukturiert man die Aussagen am besten so, dass man beim Beweisen
hochstens vorangegangene Aussagen verwendet, jedoch nie noch nicht bewiesene spdtere Aussagen.

Beweis von Satz[3.13
1. Aus A C B folgt, dass man die Menge B wie folgt in disjunkte Teilmengen zerlegen kann:
B=AU(B\A).
Nach Lemma 3.13 gilt damit

u(B) = u(A) + p(B\ A) > u(A). (3.2.1)

\]
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2. Aus (3.2.1) folgt direkt durch Umstellen die Behauptung.
3. Ubungsaufgabe [4|

4. Sei (Ap)ren C A eine aufsteigende Folge von Mengen in A. Um die o-Additivitdt des
Malf3es ausnutzen zu konnen, miissen wir die Vereinigung | J,.. als Vereinigung disjunkter
Mengen umschreiben. Dazu definieren wir

By = A \ A1, keN mit Ay:= 0.
Dann gilt (J,cy A = Upen Br und die By, sind paarweise disjunkt. Folglich gilt

u (U Ak) (U B ) S u(Br) 23 (u(Ar) — plAp-1)

keN keN keN keN
D iy 3™ () — pr(Apr)) 2 T (u(An) — (o))
n—ﬂmk_l - n—o0o "
© ..
= lim u(An).

5. Gilt Ay D Ay fir alle k € N, so gilt zugleich A7 C Aj (Ubungsaufgabe). Setzen wir
nun C := A; \ Ar = A1 N A¢, so ist (Ck)ren eine aufsteigende Folge von Mengen mit
1(Cr) < oo. (Warum?) Durch Anwendung der Stetigkeit von unten auf (Cj)ren erhalten

wir direkt
hm u(Cy) = (U Ck>
keN
Zudem gilt nach 2.
1(Ck) = p(Ar\ Ag) = p(A1) — p(Ay)
und folglich

1 (U Ck) = <U(A1\Ak)> = p (Al\ N Ak') = p(Ay) — p (ﬂ Ak> .
keN keN keN keN

Die Kombination dieser Resultate liefert
keN kEN

= p(Ar) — lim p(Cy)
k—oo

= (A1) — Jim (1(A1) — p(Ag))

— 00
= lim p(Ag).
k—o00

6. Analog zu 1. besteht der Trick darin, die Vereinigung beliebiger Mengen als Vereinigung
paarweise disjunkter Mengen umzuschreiben. Es ist

" n—1
U Ak = 4104\ 41043\ (AU A) U UA, (U Ak)
k=1

k=1
und folglich
n n—1
I (U Ak) = p(A1) + (A2 \ A1) + (A \ (AU A)) +... +p <An\ (U Ak))
k=1 k=1

<D n(Ag).
h=1
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7. Wir kombinieren nun die Stetigkeit von unten und die Subadditivitdt des Mal3es. Seien
dazu D,, := |J,_, Ay, fiir k£ € N. Die Folge (Dy,)xen ist eine aufsteigende Folge von Mengen

* Falls ein Index k* € N existiert, fiir den p(Ay+) = oo ist, so ist wegen Ay C (Jpo; A
automatisch auch p (|Jpo; Ax) = oo. Zudem ist, da alle Malle nichtnegativ sind,
S oroy w(Ak) > p(Ag+) = oo, so dass die behauptete Gleichheit gilt.

* Falls u(Ay) < oo fiir alle k£ € N gilt, so erfiillt die Folge (Dy,)ren alle Voraussetzungen
fiir die Anwendung von 4. Folglich gilt

00 Q) ) G@ ' 3
(00) () 2 i (O]

4)

. n 6)(m
< lim Y p(Ax) =) u(Ay)
k=1 k=1

3.3 Konstruktion von Maflen

Wir werden das Thema nicht in voller Tiefe darstellen konnen. Folgende Quellen eignen sich bei
Bedarf zum weiteren Studium des Themas:

* Kiichler [Kiil16]] — Abschnitte 3.1.2 und 3.2.3

* Brokate & Kersting [BK19]] — Kapitel 7 und 11

* Henze [Hen19] - Kapitel 8

* Elstrodt [Els11] — Kapitel II Abschnitte §4 und §5

3.3.1 AuRere Mafe
Definition 3.16

Sei Q2 # (). Eine Abbildung p*: P(2) — [0, oo] heildt dufSeres Maf3 auf (2, falls gilt:

L p(0) =0;
2. aus A C B C Q folgt stets u*(A) < p*(B) (Monotonie);
3. fiir jede Folge (Ax)ren C P(Q2) gilt o-Subadditivitét:

u* (U Ak> <>t (Ag).

keN keN

Im vorherigen Abschnitt hatten wir gesehen, dass jedes Mal? die genannten Eigenschaften besitzt
— die Bedingungen sind also schwécher als die Anforderungen an MafRe. Dafiir wird ein duleres
MaR direkt auf der Potenzmenge von (2 definiert und nicht auf einer Unter-o-Algebra von P(£2).

Wir werden nun aus einem auferen Maf ein Mal? konstruieren. Dafiir miissen wir zunéchst eine

geeignete o-Algebra definieren und im Anschluss zeigen, dass das darauf eingeschriankte dulere
Mal in der Tat ein Mal ist.
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Definition 3.17

Sei p* ein dulleres Mafd auf P((2). Eine Teilmenge A C 2 heif3t ;/*-messbar, falls fiir alle
Teilmengen B C (2 folgende Gleichung erfiillt ist:

p(B) = u* (AN B) + u*(A°N B). (3.3.1)

Die Menge der beziiglich ;;* messbaren Teilmengen von (2 bezeichnen wir mit A,«.

Gleichung (3.3.1) besagt, dass eine Menge A C 2 genau dann p*-messbar ist, wenn sie jede
Teilmenge von () in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt, auf denen p* additiv ist.

Satz 3.18: Carathéodory (1914)

Ist * ein &ulleres Mald auf P(Q2), so ist A« C P(Q) eine o-Algebra und p1*| 4 . ist ein Maf.

Man kann auch sagen: (€2, A, %] 4. ) ist ein MaBraum.

Beweis. A, ist eine Algebra: Wir iiberpriifen die Eigenschaften aus Definition [2.19}
* Qe A, denn fiir alle B C Q gilt
WO B) + (0 B) = 1 (B) + " (0) = p*(B) + 0 = " (B).

e Ist A e Ay, soistauch A¢ € A,~, da (3.3.1) symmetrisch beziiglich A und A€ ist.
* Seien A;, Ay € A,~. Dann gilt fiir beliebige B C () einerseits wegen der (o)-Subadditivitat

pt(B) < p (A1 U A2) N B) + p"((A1 U A2)° N B).
Andererseits gilt auch
p(B) = p* (A1 N B) + p* (A1 N B)
A1 N B) + p*(Af N BN Az) + p" (AT N BN A3)
(A1 N B)U (A{N A2 N B)) + u*(A{ N ASN B)
(

1 (
1 (
1 (
w (A UAs) N B) + p*((A1 U A2)° N B).

>
Folglich ist auch A; U Ay € A,».

A, ist o-U-stabil: Seien A;, As,... € A~ paarweise disjunkt. Fiir disjunkte Mengen M, N €
A+ und beliebige B C  gilt (Aufgabe

p (BN(MUN))=p*(BNM)+ p*(BNN). (3.3.2)
Daher haben wir fiir allen € N
k=1 k=1

Setzen wir A := | J,oy Ak, so erhalten wir, da A,- eine Algebra ist und somit |J;_, A; €

A, ist,
1 (B) = p* (Bm U Ak> + p* (Bm (U Ak> )
k=1 k=1

>3t (B AR + (BN A°).
k=1



3.3. KONSTRUKTION VON MASSEN 37

Im letzten Schritt haben wir die Monotonie von p* und |J;_,; Ax € A verwendet. Die
o-Subadditivitat von p* liefert schlussendlich

pH(B) < p (BNA) +p* (BNAY) <Y i (BN Ay) +p*(BNA°) < p*(B).  (3.3.3)
k=1

Hieraus folgt, dass die Ungleichungen in der Tat Gleichungen waren, d.h. A € A,-. Das
lasst sich auch auf abzédhlbare Vereinigungen von nicht notwendigerweise paarweise dis-
junkten Mengen iibertragen. (Ubungsaufgabe

W A ist o-additiv: Setzt man in (3.3.3) B = A = [J, .y A €in, so erhélt man

pr(A) = (AN Ag) + pf (AN A°)
keN

= 57 1 (Ag) + 1 (0)

keN

= (Ag).

keN

O]

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir sehen, wie man von einer Mengenfunktion, die
nur auf einer Teilmenge der Potenzmenge definiert ist, auf ein dulderes Maf} kommt, welches
auf allen Mengen der Potenzmenge definiert ist.

Satz 3.19

Sei A C P(Q) ein Mengensystem mit () € A. Sei weiterhin x: A — [0, 0] eine Mengen-
funktion, die ;(0)) = 0 erfiillt. Fiir jede Menge A € P(Q2) definieren wir

AC UAk}

keN

UA) = {(Ak)keN CA

als die (méoglicherweise leere) Menge der Uberdeckungsfolgen von A. Dann definiert die
Abbildung p*: P(Q) — [0, oo, welche gegeben ist durch

mf{z,u (Ag)

ein dulleres Mal} definiert. Wir nennen die so definierte Abbildung p* das von p induzierte
dufSere Mays.

(Ag) keNeu(A)}> AePQ),

Bemerkung 3.20. Fiir den Satz verwenden wir die iibliche Festlegung inf () := +oo, d.h. das Infi-
mum tiber einer leeren Menge habe den Wert +oc. Zudem gibt es fiir das Infimum einer nichtleeren
Teilmenge von R (X C R) folgende Charakterisierung:

m<z,VreX und

=inf X <o <=
Ve>0dr e X:x<m-+e.

Beweis. p*(f)) = 0 und die Monotonie von p* zu zeigen ist eine Ubungsaufgabe. Es bleibt noch
die o-Subadditivitét zu zeigen. Sei (A,,)nen € P(Q).
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* Falls fiir einen Index j € N bereits p*(A4;) = oo gilt, so ist auch ), . pu*(Ax) > p*(A;) =

oo und damit gilt
" (U Ak) < oo= 3 (A

keN keN

o Ist u*(A,) < oo fiir alle n € N, so besitzt jede der Mengen A,, Uberdeckungsfolgen in A.
Nach der vorherigen Bemerkung kann zu jedem festen ¢ > 0 und zu jedem n € N eine
Folge (B, 1)ken C A derart gewdhlt werden, dass

> u(Buk) < p*(An) +
keN

9
27 .

Die Doppelfolge (B, x)n ken ist eine Uberdeckungsfolge von Unen An und es gilt

p (U An> <) uBug) <Y (u*(An) + 2%) = (A +e.
neN

neN neN keEN neN

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung.

3.3.2 Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz

Wie wir in Beispiel [3.14] gesehen haben, ist es moglich, von den Werten, die ein Mal den offenen
Intervallen zuordnet, auf die Werte zu schliefen, die es abgeschlossenen Intervallen zuordnet.
Das ist die Grundidee der Fortsetzungssétze. Wir legen fest, welche Werte ein (Kandidat fiir ein)
Mal} auf einem Mengensystem annimmt und wollen dann - sofern das moglich ist — daraus
ableiten, welche Werte das Mal} auf der von diesem Mengensystem erzeugten Sigma-Algebra
annimmt.

Bevor wir zum Fortsetzungssatz kommen, sehen wir uns an, welche Bedingungen an ein Men-
gensystem M ausreichen, um zu garantieren, dass die Fortsetzung einer Mengenfunktion auf
M zu einem Maf} auf o(M) auf eindeutige Weise geschieht.

Satz 3.21: Eindeutigkeitssatz

Seien 2 # () eine Grundmenge und A C P(2) eine o-Algebra auf Q. Sei zudem M C P(2)
ein durchschnittsstabiler Erzeuger von A, d.h. 0(M) = A und fiir Mengen M;, My € M
gilt stets M; N My € M. Fiir zwei Mal3e p,v: A — [0, 00] mogen folgende Bedingungen
erfiillt sein:

1. u(A) =v(A) fir alle A € M;

2. es existiert eine Folge von Mengen (Ax)reny € M mit pu(Ax) = v(A;) < oo fiir alle
ke Nund U,y Ax = .

Dann gilt 4 = v.

Bemerkung 3.22. Insbesondere ist jeder Halbring und jede Semialgebra ein durchschnittsstabiles
Mengensystem, so dass es fiir die Konstruktion eines Mafses geniigen wird, dessen Werte auf einem
Halbring oder einer Semialgebra zu kennen — anschliefsend kénnen wir daraus die Werte auf der
davon ergeugten o-Algebra ableiten.

Um den Eindeutigkeitssatz beweisen zu konnen, ist es sinnvoll, den Begriff des Dynkin-Systems
zu kennen:
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Definition 3.23: Dynkin-System
Ein Mengensystem D C P(2) heil3t Dynkin-System, falls gilt:

1. QeD;
2. sind A, B € Dmit A C B, soistauch B\ A € D;

3. sind Aj, Ag, ... € D hochstens abzdhlbar viele paarweise disjunkte Mengen in D, so
ist auch | J, oy Ax € D.

Jede o-Algebra ist offensichtlich ein Dynkin-System. Fiir die Umkehrung muss noch gefordert
werden, dass das Dynkin-System durchschnittsstabil ist.

Lemma 3.24

Sei D C P(Q) ein durchschnittsstabiles Dynkin-System, d.h. zu A, B € D gilt stets auch
AN B € D. Dann ist D eine o-Algebra.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Es gilt sogar folgende noch stiarkere Aussage:

Durchschnittsstabiles Dynkin-System
Sei M C P(Q) ein durchschnittsstabiles Mengensystem und sei
(M) := ﬂ {D C P(Q)| D ist ein Dynkin-System, M C D} .

Dann ist §(M) ein durchschnitsstabiles Dynkin-System, also ist (M) = o(M).

Beweis. Skizzieren wir den Beweis fiir D := §(M).

1. §(M) ist ein Dynkin-System. (Man weist direkt die 3 Eigenschaften eines Dynkin-Systems
nach.)

2. Dy .= {AeD| ANM € D,YM € M} ist ein Dynkin-System und es gilt M C D; C
o(M). Folglich ist D; = §(M) = D.

3. Dy:={Ae€D| AN B € D,VB € D} ist ebenfalls ein Dynkin-System und es gilt nach 2.
M C Ds. Folglich ist D, = D, d.h. D ist in der Tat durchschnittsstabil.

O]

Beweis des Eindeutigkeitssatzes. Sei A € A beliebig. Dann gilt fiir die Folge (A N Ax)ken:

* ANAj, € Afiiralle k € N;

Auf Grund der Stetigkeit von unten gilt folglich fiir alle £k € N
w(A) = lim p(ANAg) und v(A4)= lim v(AN Ag).
k—o0 k—o0
Wenn wir (AN Ag) = v(AN Ag) (k € N) zeigen, folgt hieraus die Behauptung.
Um das zu sehen, definieren wir fiir jedes M € M das Mengensystem
Dy i={A € A| p(A'NM)=v(ANM)}. (3.3.9)

Falls A C Dy, ist fiir alle k£ € N, so sind wir fertig.
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M C Dy, fiir jedes M € M: Seien M, M’ € M. Da M durchschnittsstabil ist, ist auch
MNM eMCo(M)=A.Da pund v auf M iibereinstimmen, gilt also u(M N M') =
v(M N M'). Da M’ beliebig war, gilt also M C Dy, fiir alle M € M.

D)y ist ein Dynkin-System: Ubungsaufgabe.

§(M) C Dy, Das folgt sofort aus den vorherigen Punkten, da M C D), ist und 6(M) das
kleinste Dynkin-System ist, welches M enthalt.

d(M) = o(M): Seien also A, B € §(M). Fiir jedes Dynkin-System D C P(Q2), welches M
enthalt, gilt dann A € D und B € D, also AN B € D und somit AN B € §(M). Folglich ist
d(M) durchschnittsstabil. Die Aussage folgt somit aus Lemma

A = o(M) C Dy;: Das folgt sofort aus den vorherigen Punkten, da o(M) = §(M) C Dy
ist.

Aus dem letzten Punkt folgt insbesondere A C Dy, fiir alle & € N, d.h. der Beweis ist vollendet.

O]

Es gibt verschiedene Versionen von Fortsetzungssitzen, die sich darin unterscheiden, was fiir
Anforderungen wir an das Mengensystem stellen. Wir sehen uns exemplarisch eine Fassung an,
welche Kapitel 8 aus [Hen19] entnommen ist.

Satz 3.25: Fortsetzungssatz

Sei M C P(Q2) ein Halbring und sei ;i: M — [0, co] ein Prdmaf3. Dann existiert mindestens
ein Mal? 1z auf o(M) mit

u(A) = fi(A), VAe M.

Ist 1 o-endlich, so ist ;i eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien p* das von p induzierte duflere Mald und A+ die o-Algebra der ;*-messbaren
Mengen. Der Beweis umfasst folgende Schritte:

5.

MC A,

1
2. o(M) C A

3.

4. Setze u(A) := p*(A) fir alle A € o(M). Dann hat g nach 2. und 3. die gewiinschten

1 (A) = p(A) fiir alle A € M

Eigenschaften.

Eindeutigkeitsaussage im Fall, dass i o-endlich ist.

Abgesehen von Schritt 4, in dem nichts zu zeigen ist, gehen wir nun diese Schritte durch.

1.

Sei A € M und sei B C (2 beliebig. Auf Grund der o-Subadditivitét gilt
p'(B) < p (AN B) +p*(A°N B).

Ist p*(B) = oo, so folgt automatisch die Gleichheit. Nehmen wir also im Folgenden an,
dass u*(B) < oo sei. Wir wollen fiir diesen Fall zeigen, dass

W(ANB) + u* (AN B) < 1 (B) (3.3.5)

gilt. Nach Definition von p* gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Uberdeckungsfolge (A;)ren € M
mit B C (J, ey Ax und

> u(Ag) < p(B) +e. (3.3.6)
keN



3.3. KONSTRUKTION VON MASSEN 41

Da M eine Halbring ist, folgt aus Ax, A € M sofort By := AN A € M und fiir jedes
k € N existieren paarweise disjunkte Mengen Cy, 1, ..., Cj n, € M derart, dass

nk
AkﬂAC:Ak\(AﬂAk) :Ak\Bk = UCk7j'
j=1

Somit haben wir die Zerlegung jedes A;, in disjunkte Mengen:

ng
Ap = BrU [ Gy (3.3.7)
j=1

Um (3.3.5) zu zeigen, stellen wir nun zuerst fest, dass wir mit AN B C |J,cy Bx und
AN B C Upen U?gl Cy,; jeweils Uberdeckungsfolgen gefunden haben. Somit gilt nach
Definition von p* und unter Verwendung der Pramal3-Eigenschaften (von pu)

p(ANB)+p*(A°NB) <> u(Br) + > > uw(Chy)

keN keN j=1
(=) -
= | u(Br) + > u(Cry)
keN j=1
- Z“(A’f) wegen (3.3.7)
keN
< u*(B) +e¢, wegen ([3.3.6)

wobei wir in () die Reihe umordnen durften, da alle Summanden nichtnegativ sind, die
Reihe also absolut konvergent ist (siehe Satz[B.14]). Da ¢ > 0 in (3.3.6)) beliebig war, folgt
hieraus A € A+, also insgesamt M C A,,-.

2. Da A~ nach Satz eine o-Algebra ist, welche nach 1. M enthélt und o (M) die kleinste
derartige o-Algebra ist, folgt sofort o(M) C A,-.

3. Sei A € M. Dann gilt einerseits, dass (4,0,0,0,...) € U(A) eine Uberdeckungsfolge von
A ist. Folglich ist y*(A) < u(A). Sei nun (Ay)ren € U(A) eine beliebige Uberdeckungs-
folge von A, d.h. insbesondere A C | J, . Ax. Dann gilt wegen der o-Subadditivitit und
Monotonie von pu:

n(A) = p <U (AﬂAk)> <Y AN AR) <> p(Ag).

keN keN keN

Hieraus folgt (nach Definition des induzierten dul’eren Maldes p*) pu(A) < p*(A), denn
wenn p(A) < >, oy #(Ayg) ist fiir alle solche Uberdeckungsfolgen, dann gilt das auch fiir
das Infimum dieser Werte. Damit ist die Gleichheit gezeigt.

5. Seien ;1 und v zwei Male, die Fortsetzungen des Pramalles p von M auf o(M) sind.
Ist u o-endlich, so ist automatisch Bedingung 2 des Eindeutigkeitssatzes erfiillt. Da ein
Halbring zudem durchschnittsstabil ist, kann der Eindeutigkeitssatz angewendet werden
und er liefert o = v, also die behauptete Eindeutigkeit des Mal3es.

O

Bemerkung 3.26. Was ist der Vorteil dieses Begriffs Halbring gegeniiber der Semialgebra? Wie wir
schon in den Ubungen fiir den Spezialfall n = 1 festgestellt haben, ist das Mengensystem

Sn = { H(ak,bk] g Rn

k=1

—oogakgbkgoo,ke{l,...,n}}
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aus Definition|2.24]eine Semialgebra iiber 2 = (—o0, oc]”, nicht jedoch iiber ' := R™ = (—oc, 00)"
oder Q" := [—o00,00|", da nicht alle Mengen des Mengensystems in €' enthalten sind, auf der
anderen Seite jedoch )" selbst nicht zum Mengensystem gehort. Wenn wir die Bedingung 2 € M
jedoch weglassen, ist S,, ein Halbring in Q" — damit kénnen wir mit dem Fortsetzungssatz ein Ma/s
auf o(S,) € P(Y”) definieren.

3.4 Das Lebesgue-Mal}
Bemerkung 3.27. Dieser Abschnitt folgt Abschnitt 3.3.3 in [Kii16]] und Abschnitt 3.2 in [BK19].

Satz 3.28: Definition des Lebesgue-MaR3es

Sei der Halbring H,, C P(R"™) wie folgt gegeben:

Hy, = { [ (ax, be] € R”

k=1

—oo<ak§bk<oo,k6{1,...,n}}.

Dann wird durch .

n
)\n: Hn%R, H(akzabk’] — H(bk_ak)
k=1 k=1
ein Pramal} definiert. Man nennt es das Lebesgue’sche Prdma/s. Zu \,, existiert eine eindeutig
bestimmte Fortsetzung auf die Borel’sche o-Algebra B(R"™) = o(H,,), genannt das Lebesgue-
Maf$ (oder Borel-Lebesgue-Mayfs) auf dem R".

Bemerkung 3.29. In der Definition des PrdmafSes wird das Symbol [],_, in zwei verschiedenen
Bedeutungen verwendet — erstens fiir das Kreuzprodukt, welches in der Literatur zur besseren Un-
terscheidung auch als X _, notiert wird, und zweitens fiir das Produkt von n reellen Zahlen.

Beweis. Fassen wir kurz die entscheidenden Argumente zusammen, auf denen die Konstruktion
des Borel-Lebesgue-Mal3es aufbaut.

* H, ist in der Tat ein Halbring — die wesentlichen Eigenschaften haben wir in Aufgabe 4
von Ubungsblatt 1 fiir den Spezialfall n = 1 iiberpriift.

e )\, definiert tatsichlich ein Pramal. Dafiir ist zunéchst einmal festzustellen, dass #,, ein
Mengensystem ist, welches die leere Menge () enthéilt. Zudem kann man die Eigenschaften
eines Pramalf3es aus Definition [3.7] fiir \,, iberpriifen.

* Schritte 1 bis 4 des Beweises des Fortsetzungssatz benotigen nicht die Eigenschaft, dass
der Grundraum selbst in dem Mengensystem enthalten ist, so dass der Satz auch auf den
Halbring H,, anwendbar ist. Folglich existiert die Fortsetzung des Pradmafl3es auf die Borel-
o-Algebra B(R").

* ), ist o-endlich, was man anhand der Folge (A;)jeny C H, mit A; = [[}_,(—J,j] =
(—7,j]™ nachweisen kann. Da ,, ein durchschnittsstabiler Erzeuger der Borel-c-Algebra
B(R™) ist, kann der Eindeutigkeitssatz (Satz angewendet werden, welcher die Basis
der Eindeutigkeitsaussage des Fortsetzungssatzes (Satz [3.25)) ist.

O]

Kommen wir schlussendlich zurtick zu Abschnitt und unserem Versuch, eine sinnvolle Volu-
menfunktion zu definieren.
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Ist \,: B(R") — R das Lebesgue-MaR, so ist es insbesondere nichtnegativ, monoton, o-additiv
und per Konstruktion vertriglich mit dem geometrischen Volumen. Uberzeugen wir uns noch,
dass das Lebesgue-Mal} auch translationsinvariant ist. Es soll also fiir beliebige M C R™ und
m € R" stets folgende Eigenschaft gelten:

An(M +m) = An(M).

Hierbeiist M+m = {z + m| x € M}. Es soll uns geniigen, das Beweisprinzip fiir den Spezialfall
n = 1 darzulegen.

Seien (a,b] € H; und m € R. Dann ist (a,b] + m = (a + m, b+ m| und es gilt
A((a, b)) =b—a=(b+m)—(a+m) = A((a,b] +m).

Somit stimmt das durch Translation erhaltene Mal} mit dem Lebesgue-Mal} auf #; {iberein —
folglich stimmen beide MaR3e auch auf der ganzen von #; erzeugten Borel-o-Algebra iiberein.

3.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Uberpriifen Sie, dass in den Beispielen und tatsdchlich MafSe definiert wurden
durch p bzw. 6,. Sind diese Mafse endlich bzw. o-endlich?

Aufgabe 2. Die o-Additivitdt eines Mafses bezieht sich zundchst auf abzdhlbar unendlich viele
paarweise disjunkte Mengen. Zeigen Sie, dass dies auch fiir endlich viele paarweise disjunkte Mengen
gilt, d.h. zeigen Sie:

Lemma 3.30

Sei (Q, A, u) ein MafsSraum und seien Ay, ..., A, € A endlich viele paarweise disjunkte Men-
gen. Dann gilt
Iz (U Ak) = u(Ap).
k=1 k=1

Aufgabe 3. Auf Q # () sei die o-Algebra
A:={ACQ| Aoder A°ist héchstens abzdhlbar unendlich}

aus Beispiel [2.6|gegeben. Auf dem MafSraum (2, A) wird ein Maf3 wie in Beispiel definiert, d.h.

| A, [A] < oo,
A) =
#A) {+oo, sonst.

Entscheiden Sie in Abhdngigkeit von der Mdchtigkeit von €, ob es sich bei (2, A, ;1) um ein endliches,
o-endliches oder nicht einmal o-endliches Maf$ handelt.

Aufgabe 4. Zeigen Sie Aussage 3 von Satz[3.13]

Aufgabe 5. Uberlegen Sie sich fiir jede der nummerierten Gleichungen aus dem Beweis von Aussage
4 von Satz[3.13) warum das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 6. Uberlegen Sie sich (wahlweise mit Formeln oder Diagrammen): Gilt fiir zwei Teilmen-
gen A, B von QQ die Begiehung A O B, so gilt fiir deren komplementdre Mengen A¢ C B€.

Aufgabe 7. Begriinden Sie, warum die Folge (Cj,)ren aus dem Beweis von Aussage 5 von Satz[3.13]
eine aufsteigende Folge ist mit 11(Cy) < oo fiir alle k € N.
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Aufgabe 8. Uberlegen Sie sich fiir jede der nummerierten (Un-)Gleichungen aus dem Beweis von
Aussage 7 von Satz warum das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 9. Zeigen Sie die Einschluss-Ausschluss-Formel (Formel von Poincaré und Sylvester) fiir
Mafe mittels vollstdndiger Induktion iiber n € N:

Sei (€2, A, p) ein endlicher Mafsraum, d.h. 2 # (), A ist eine o-Algebra auf Q und p ist ein endliches
Maf3 auf (2, A). Fiir Ay,..., A, € A (n € N) gilt dann

#(UAlc):ZN(Ak)_ STowAn A+ > wAn AN A — .
k=1

k=1 1<j<k<n 1<i<j<k<n

+ (—1)”“# (ﬁ Ak> .
k=1

Aufgabe 10. Begriinden Sie, warum (3.3.2)) fiir disjunkte Mengen M, N € A, gilt.

Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass zu abzdhlbar vielen Mengen Ay, As,... € Ay~ stets auch deren
Vereinigung A := J,cy Ak in Ay« enthalten ist — auch dann, wenn diese nicht notwendigerweise
paarweise disjunkt sind (Vgl. Satz[3.18).

Hinweis: Sie diirfen alles verwenden, was im Beweis von Satz gezeigt wurde. Zudem konnen
Sie einen Trick aus dem vorherigen Abschnitt verwenden, der aus Vereinigung beliebiger Mengen
eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen macht.

Aufgabe 12. Zeigen Sie fiir das in Satz definierte induzierte dufsere Mafs j*:
a) p*(0) =0;
b) Ist AC B C ), so gilt p*(A) < p*(B).
Aufgabe 13. Beweisen Sie Lemma
Aufgabe 14. Zeigen Sie, dass Dy, welches in definiert wird, ein Dynkin-System ist.



3.6. ENGLISH TERMINOLOGY

3.6 English terminology

messbarer Raum
Malsraum

Mengenfunktion

endlich
gerade Zahlen
ungerade Zahlen
paarweise disjunkt
endliche Vereinigung

Inhalt
Pramalf}

Mal3
Zéahlmafl}
Stetigkeit von unten
Stetigkeit von oben
aufsteigende Folge
absteigende Folge
Primzahl
Zirkelschluss
aulBeres Mal3
Monotonie
Uberdeckung
induziertes dufderes Mald
Folge
Fortsetzungssatz
Eindeutigkeit
durchschnittsstabil
Erzeuger
Dynkin-System
Kreuzprodukt / kartesisches Produkt
Translation

measurable space
measure space
set function
finite
even numbers
odd numbers
pairwise disjoint
finite union
content
pre-measure
measure
counting measure
continuity from below
continuity from above
increasing sequence
decreasing sequence
prime (number)
circular reasoning
outer measure
monotonicity
cover
induced outer measure
sequence
extension theorem
uniqueness

stable with respect to intersections

generator
dynkin system
Cartesian product
translation

45
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Kapitel 4

Messbare Abbildungen

Ziele

O Kriterien fiir (Borel-)Messbarkeit von Abbildungen kennen und anwenden kénnen
0O das durch eine messbare Abbildung induzierte MaR kennen (UA)
O die Konstruktion von Produkt-o-Algebren und Produktmafien kennen

O die Approximation Borel-messbarer Funktionen durch einfache Funktionen kennen

4.1 Definition (Borel-)messbarer Abbildungen

In Definition haben wir bereits fiir messbare Radume (X,.4) und (Y,.A") eine Abbildung
f: X — Y als A-A'-messbar definiert, falls f~1(A") C A ist.

Fiir Integrationstheorie interessiert uns insbesondere der Spezialfall Y = R oder Y = R mit der
zugehorigen Borel-o-Algebra.

Definition 4.1

Sei (2, A) ein messbarer Raum und sei B,, die Borel-o-Algebra auf R".
Eine Abbildung f: Q — R™ heil3t Borel-messbar, wenn f A-B,-messbar ist.

In Satz haben wir die von einer Abbildung erzeugte Urbild-o-Algebra kennen gelernt. Im
Folgenden wollen wir ein paar interessante zusétzliche Eigenschaften sammeln.

Lemma 4.2

Sei X # () und sei (Y, .A’) ein messbarer Raum. Ist f: X — Y gegeben, so ist die Urbild-
o-Algebra Ay := f~1(A") C P(X) die kleinste o-Algebra auf X, beziiglich der f messbar
ist.

Notation

Die Urbild-o-Algebra wird auch mit o(f) := f~1(A’) bezeichnet.

Beweis. Einerseits ist o(f) := f~1(A’) eine o-Algebra nach Satz und da jedes Mengensys-
tem sich selbst enthélt, gilt speziell o(f) C o(f), d.h. f ist in der Tat o(f)-.A’-messbar.

Andererseits gilt fiir jede o-Algebra A C P(X), beziiglich der f A-A’-messbar ist, o(f) =
f~YA’) C A. Somit ist o( f) minimal unter allen solchen o-Algebren. O

47
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4.2 Messbarkeitskriterien

Stellen wir uns die Aufgabe vor, fiir eine vorgegebene Abbildung f: X — R fiir einen mess-
baren Raum (X, .A) zu iiberpriifen, ob diese Borel-messbar (d.h. A-B(R)-messbar) ist. Fiir jede
Borelmenge B € B(R) miissten wir dann iiberpriifen, ob f~!(B) € A ist. Wir miissten also ins-
besondere die Urbilder aller offenen, abgeschlossenen und halboffenen Intervalle, sowie deren
Schnitte und Vereinigungen etc. {iberpriifen. Um diese Arbeit zu umgehen, gibt es folgendes
sehr niitzliches Resultat:

Satz 4.3

Seien (X, .A) und (Y, .A’) messbare Rdume. Sei zudem M C P(Y) ein Erzeuger von A’, d.h.
A’ = g(M). Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann A-A’-messbar, wenn f~}(M) C A
ist.

Beweis. Ist f A-A’-messbar, so gilt f~1(M) C f~1(c(M)) = o(f) C A.
Sei nun f~1(M) C A. Dann ist

—1/ g1 -1 @) -1 2)
fTA) = (eM)) = o(f7(M)) Co(A) =A,

wobei wir in (1) Satz und in (2) Lemma [2.16|und die Voraussetzung verwendet haben. [

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir eine Reihe von Kriterien fiir Borel-Messbarkeit formulieren.

Satz 4.4

Seien (X, .A) ein messbarer Raum und f: X — R eine Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent zueinander.

(1) f ist Borel-messbar;

2) {zeX]| f(z) <y} e Afiralley e R;
B) {zeX]| f(z) <y} e Aftralley € R;
@) {zeX]| f(z) >y} € Aftralley € R;
(B) {zxeX]| f(x) >y} e Afiralley € R.

Beweis. Zunichst einmal gilt (2) < (4) und (3) < (5), da fiir alle y € R stets
{reX]| flz) <y} ={zecX]| f(z)>y} und
{zeX]| flz) <y} ={xeX]| f(z) 2y}

gilt. Zeigen wir noch die iibrigen Aquivalenzen.

(1) = (2): Sei f Borel-messbar und sei y € R fest. Wegen (—o0,y] € B = B(R) ist dann

{zeX| fla) Sy} ={zeX]| f(z) € (—oo,yl} = [ ((~o0,y]) € f[T(B) C A (4.2.1)

(2) = (1): Aus (4.2.7) folgt, dass f~1((—o0,c]) € A ist fiir alle ¢ € R. Fiir beliebige a,b € R
mit a < b gilt stets
(a,0] = (—00,0] \ (=00, al,
so dass fiir den Erzeuger H; der Borel-o-Algebra, den wir in Satz definiert haben,
ebenfalls f~!(#;) C A gilt. Aus Satz[4.3|folgt die Messbarkeit von f.
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(1) < (3): Ubungsaufgabe.

Korollar 4.5

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und sei f: X — R” eine Abbildung.

1. Wenn f~1(U) € A ist fiir alle offenen Mengen U C R™, dann ist f Borel-messbar.
2. Jede stetige Funktion f: R”™ — R" (m,n € N) ist Borel-messbar.

Beweis.

1. Die Menge der offenen Teilmengen des R™ ist ein Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R"),
daher folgt die Aussage mit Satz

2. Eine Funktion ist genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen wieder offen sind.
Aus der Stetigkeit von f folgt also, dass f~1(U) € B(R™) ist fiir alle offenen Mengen
U € B(R™). Die Behauptung folgt aus 1.

O]

Bemerkung 4.6. Man kann auch die Borel-Messbarkeit einer Abbildung f: (X, A) — R auf
fYH(B(R)) C A zuriickfiihren. Details sind in Satz 4.2 [Kii16]] zu finden.

Satz 4.7

Seien (X, .A4,), (X2,.42) und (X3, .43) messbare Rdume und seien f: X; — Xound g: Xy —
X3 jeweils A;-As- bzw. As-Asz-messbare Abbildungen. Dann ist g o f: X7 — X3 eine A;-
As-messbare Abbildung.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 4.8 (Motivation des néchsten Resultats). Ein weiteres Resultat besagt, dass unter an-
derem Summen Borel-messbarer Abbildungen wieder Borel-messbar sind. Sind also f,g: (X, A) —
(R, B) messbar; so ist auch f + g messbar. Das konnen wir zeigen, indem wir die Summe zweier
Funktionen als Verkniipfung auffassen: Sei ¢: R? — R gegeben durch ¢(z,y) := x +v. Diese Abbil-
dung ist stetig und somit nach Korollar 4.5|Borel-messbar. Wenn wir wiissten, dass die vektorwertige
Abbildung (f,g): X — R? messbar ist, dann konnten wir aus

(f+9)(x) = o(f(z),9(x)) = (o (f,9))(x), zeR
dank Satz[.7]sofort darauf schliefen, dass f + g Borel-messbar ist.

Sehen wir uns nun an, wie die Messbarkeit R"-wertiger Abbildungen mit der Messbarkeit der
zugehorigen R-wertigen Komponenten zusammenhéngt.
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Satz 4.9

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und seien f;: X — R fiir k € {1,...,n} Abbildungen auf
X. Sei weiterhin
f1 fi(z)

f=]:]: X=R" z~ :
In fn(2)

die vektorwertige Abbildung mit den Komponenten fi, ..., f,. Dann gilt folgende Aquiva-
lenz:

fist A-B(R")-messbar <= f ist A-B(R)-messbar, Vk € {1,...,n}.

Beweis. Wir beweisen beide Implikationen nacheinander.

"—": Sei O C P(R) das System der offenen Teilmengen von R. Dann ist B = ¢(O). Nach Satz
genﬁgt es, fk_l(U) € Afiralle U € O zu zeigen.

Sei also k € {1,...,n} fest und sei U, € O eine beliebige offene Teilmenge von R. Dann
ist auch
k—1 n
U==XRxU, X RCR"
J=1 j=k+1

eine offene Teilmenge des R". Somit gilt nach Voraussetzung f, YUy = f~1(U) € A, d.h.
fr ist A-B(R)-messbar. Da k € {1,...,n} beliebig war, folgt die Aussage.

"«<—": Seien H; und H,, die Systeme der halboffenen Intervalle bzw. n-dimensionalen Quader
aus Satz Dann gilt B(R) = o(H;) und B(R") = o(H,,), d.h. nach Satz[4.3| gentigt es,
f~1(M) € Afiir alle Quader M € H,, zu zeigen.

Sei (a,b] := X)_; (ak, by] € H,. Dann gilt fiir das Urbild dieser Menge
£ b)) = () £ ((ars br]). (4.2.2)
k=1

Die Messbarkeit der Komponenten impliziert f, *((ax,bx]) € A fiir alle k € {1,...,n}, so
dass aus (4.2.2)) die Messbarkeit von f folgt.

O

Lemma 4.10

Sei (X,.A) ein messbarer Raum und seien f,g: X — R zwei Borel-messbare Funktionen
und ¢ € R eine Konstante. Dann sind auch die Funktionen cf, f + g, max{f, g}, min{f, g},
f - gund |f| Borel-messbar.

Beweis. Die Beweisidee wurde fiir f + ¢ bereits in Bemerkung aufgefiihrt. Einige weitere
Eigenschaften zu beweisen ist Bestandteil einer Ubungsaufgabe. O
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Bisher haben wir uns bei Borel-messbaren Funktionen auf Abbildungen f: X — R™ beschrénkt,
d.h. insbesondere, dass die Abbildungen zwar unbeschrénkt sein diirfen, aber nicht konkret die
Werte +oo annehmen konnen. Wir wollen jedoch auch {iber Suprema, Infima und Grenzwerte
von Folgen von Funktionen sprechen — dafiir miissen wir diese Werte ausdriicklich zulassen um
nicht die Aussagekraft von Resultaten stark einschranken zu miissen.

Numerische Funktionen

Definition 4.11

Ist (X,.A) ein messbarer Raum, so wird jede Abbildung f: X — R = [~o0, oc] numerische
Funktion genannt. Eine solche numerische Funktion nennen wir messbar, wenn sie A-B(R)-
messbar ist.

Wie iiblich verstehen wir unter der Notation f: X — R, dass f(X) C R ist, und nicht, dass
das Bild von f mit R {ibereinstimmen muss. Insbesondere ist jede reellwertige Funktion (d.h.
f(X) C R) genau dann A-B(R)-messbar, wenn sie A-B(R)-messbar ist.

Bemerkung 4.12 (Rechenregeln fiir +0c0). Wir erinnern uns an dieser Stelle an die Konventionen
fiir das Rechnen mit +oo:

s — o <z<ofirallexreR
x + (£00) 1= (£o0) + x := *oo fiir alle € R
x — (£00) := —(+o0) + x := Foo fiir alle x € R

* 00+ 00 := 00, (—00) + (—00) := —oco und —(£o0) := Foo
* x-+00:=+t00-x:= too fiirx > 0 oder x = +o0
* r-400:=+00-x:= Foo fiirx < 0oder xt = —oc0

* 0-+c0:=xc0-0:=0

Nicht definiert sind hingegen die Ausdriicke 00 — +o00 und i%, sowie alle Ausdriicke, die durch
Umschreiben (z.B. durch Verwendung der Kommutativitdt) entstehen.®

Beispiel 4.13. Sei (X, A) ein messbarer Raum. Die Indikatorfunktion 14: X — R ist genau dann
messbar, wenn A € A ist.

Beweis: Die Urbild-o-Algebra von 14 ist 1,'(B(R)) = {0, A, A°, X} und dieses Mengensystem ist
Teilmenge von A genau dann, wenn A € A ist.

Satz 4.14

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und sei (f,,),en: X — R eine Folge messbarer numerischer
Funktionen. Dann sind auch die durch

felx) := }ngf”(x)’ ff(x) :=sup fp(x) und F(z):= lim f,(x)

neN n—oo

definierten Funktionen f,, f*, F: X — R messbar, sofern sie wohldefiniert sind.

nsbesondere ist R (anders als R) kein Korper — siehe https://de.wikipedia.org/wiki/KAirper_(Algebra)
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Beweis. Fiir jedes y € R ist

{xEX

daher ist f* = sup,,cy f, nach Satz[4.4 messbar.
Ist f,, fiir jedes n € N messbar, so auch — f,, und somit ist auch

Je= mf fn = —sup(—fn)

neN

sup f(2) < yp = () L € X| folo) < g} € 4

neN neN

messbar.

Fiir messbare Folgen numerischer Funktionen ( f,,) sind auch Limes Inferior und Limes Superior
(vgl. Definition [B.10) messbar, denn es gilt

limsup f, = 1nf sup fr und hm 1nf fn = sup inf f;.
n—00 Ng>n neNk2n

Falls der punktweise Grenzwert F'(x) = lim, o fn(z) fiir alle x € X existiert, so ist dieser
ebenfalls messbar, da in diesem Fall Folgendes gilt:

lim f, =limsup f, = hm mf fn-
n—rco n—00

O]

Wir haben bisher immer Mengen der Form {f R c} betrachtet, wobei R eine Relation auf R ist.
Wir konnen jedoch auch etwas fiir Mengen der Form {f R g} sagen, wenn sowohl f als auch ¢
numerische Abbildungen sind.

Satz 4.15

Sei (X, A) ein messbarer Raum und seien f,g: X — R messbare numerische Funktionen.
Dann sind folgende Mengen in A:

{f<g}7 {fgg}v {f:g}v {f%g}

Beweis. Halten wir zunichst fest, was wir unter der Notation verstehen:

{f<gt={reX| flz) <g(x)} C X.

Da die Menge der rationalen Zahlen Q dicht in der Menge der reellen Zahlen R ist, existiert zu
zwei beliebigen reellen Zahlen a,b € R mit a < b stets eine rationale Zahl ¢ € Q mit a < ¢ < b.
Damit ist

{r<gt=JUr<ecn{c<g}) e 4,
ceQ

wobei die Mengen {f < ¢} und {c < g} fiir messbare Abbildungen nach Satz in A liegen.
@: Die iibrigen Mengen kénnen wir mit Hilfe dieser ausdriicken:

{f<g}=
{f=g}=

{f#g}=
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4.3 Die Produkt-o-Algebra und das Produktmalf}

4.3.1 Die Produkt-o-Algebra

Wir haben bereits die Borel-o-Algebra B(R"™) kennen gelernt. Wahrend wir den R™ als Produkt
der eindimensionalen Vektorrdume R auffassen kénnen, d.h.

n
R"=XR=Rx...xR,
k=1

ist es bisher jedoch nicht klar, ob es einen dhnlichen Zusammenhang fiir die zugehorigen Borel-
o-Algebren gibt. Dazu fiihren wir an dieser Stelle die allgemeine Produkt-o-Algebra ein.

Bemerkung 4.16 (Motivation). Sind (€, .4;1) und (22, .A2) messbare Rdume und sind A, € A;
und As € As, so sollten auch Ay x Q9 und 2y x Ay in der Produkt-o-Algebra sein. In der Stochastik
entspricht das beispielsweise dem Szenario, dass wir die Wahrscheinlichkeit fiir eine 6 in einem
Wiirfelwurf und die Wahrscheinlichkeit fiir Zahl beim Werfen einer fairen Miinze kennen. Dann
wissen wir auch, wie wahrscheinlich es ist, dass wenn Wiirfel und Miinze gleichzeitig geworfen
wird, der Wiirfel eine 6 und die Miinge irgendetwas zeigt.

Definition 4.17

Fiir eine nichtleere Indexmenge I # () seien nichtleere Mengen (); fiir i € I gegeben. Sei
zudem
Q=X = {(wi)ier | wi € Qy,i €I}
i€l
das kartesische Produkt der Grundmengen. Fiir & € I bezeichnet man die Abbildung
Tt Q= Q,  (wi)ier = wy
als Projektion von 2 auf Q. Mengen der Form

T (A) = {w € Q| mp(w) € A}

fiir ein A C Q, bezeichnet man als Zylindermengen.

Die Produkt-o-Algebra ist also die kleinste o-Algebra auf (2, beziiglich der alle Projektionen auf
die Komponenten §2; (i € I) messbar sind.

Beispiel 4.18. Ist [ = {1,...,n} eine endliche Indexmenge, so sind Zylindermengen anschaulich:

wgl(A):Qlx...ka,lekaHx...xQn.

Definition 4.19

Fiir eine Indexmenge I und fiir alle £ € I seien ({2, .A;) messbare Rdume und 7j: Q :=
Xier S — Qy die zugehorigen Projektionen. Dann heif3t

Q) Ai =0 ({7, (A) | A € A,k € I})

il

Produkt-o-Algebra liber ).
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Sind (Q4,41),...,(Qy,A,,) messbare Raume und gilt A, € A fiir alle £ € {1,...,n}, so ist
auch A; x ... x A, € ®;_, Ay, denn

X Ay = ()7 (Ar).
k=1 k=1
Somit sind die messbaren Quader enthalten in der Produkt-o-Algebra, d.h.

Hn1:{>n<Ak

k=1

Ay E.Ak,k‘e{l,...,n}} §®Ak.
k=1

Es gilt sogar
) A = o(Ha),
k=1

d.h. der Halbring! #,, ist ein Erzeuger der Produkt-o-Algebra.
Fassen wir diese Uberlegungen zu einem Satz zusammen.

Satz 4.20

Seien (€;,.4;) und (€29, .42) messbare Raume und seien M; C A4; und My C A; Erzeuger
der o-Algebren, d.h. A; = 0(M;) und Ay = o(M3). Dann sind folgende Mengensysteme
Erzeuger von A; ® As:

1. {Al X A2| A € .Al,AQ S ./42}

2. {A1 xQo| A1 € A1} U{Q; x Ay| Ay € As}

3. {Ml XQQ| My EMl}U{Ql ><M2| M, GMQ}

4. {Ml X My | My € My, My € Mg}, falls Q1 € M7 und Qo € M, ist.

Beispiel 4.21. Seien 2y = Q9 = {0, 1} mit den o-Algebren

A ={0,},

Az =P () = {0, {0}, {1},{0,1}}.
Wenn wir A x ) = () = () x A fiir beliebige Mengen A schreiben, haben wir somit folgende Produkt-
o-Algebra auf 1 x Qa:

AL ® Ay = o ({0,{0,1} x {0}, {0,1} x {1},{0,1}?})

- {07 {(07 0)7 (L 0>}7 {(07 1)7 (17 1)}7 {07 1}2}'

Nicht jede o-Algebra auf einem Produktraum ist automatisch die Produkt-o-Algebra.

Beispiel 4.22. Seien wieder 1 = Qg = {0, 1} und sei

A= {0,{(0,0), (1, 1)}, {(1,0), (0, 1)}, {0, 1}*}.
Das System A ist eine o-Algebra auf Q01 x €, aber es ist keine Produkt-o-Algebra. Da A; und A,
aus Beispiel die einzigen o-Algebren auf {0, 1} sind, kénnen wir simtliche Produkt-o-Algebren
beider iiberpriifen. A; ® Ay haben wir bereits berechnet.
A1 ® A =
A @ Ay =
Az ® Ag =

!Das Lemma, dass das kartesische Produkt von Halbringen wieder einen Halbring bildet, und dessen Beweis findet
man auf Seite 306 in [Hen19].
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Da keine dieser Produkt-c-Algebren mit A iibereinstimmt, kann A keine Produkt-o-Algebra auf
{0,112 sein.

In Definition haben wir die Borel’sche o-Algebra 5" = B(R") als diejenige o-Algebra ein-
gefiihrt, welche von den halboffenen Quadern des R™ erzeugt wird. Daher fiihren wir folgendes
Resultat ohne Beweis an:

Lemma 4.23

Ist B" = B(R™) fiir n € N die Borel'sche o-Algebra des R", so gilt

B" = élgl.
k=1

4.3.2 Das ProduktmafRl

Seien (Qk, Ay, ;Lk) = (R,B(R), )\1) furk ¢ {1, 2}. Sind A; = ((Ll, bl] € Ay und Ay = (ag, bg] € A,
so sind 1 (A1) = b1 — a; und pz(Az) = by — ag die Lebesgue-Mal3e (d.h. Langen) der Intervalle
Aj und A,. Der Flacheninhalt des Rechtecks A; x Ag ist dann Ao (A; X Ag) = (b1 —aq)-(be—ag) =
A1(A1)-A2(Asz). Wir haben in Satz[3.28|das Lebesgue-Maf auf dem R" als eindeutige Fortsetzung
des Erzeugers H, von B(R") definiert. Analog dazu konnen wir Produktma@le auf beliebigen
Produktraumen mit den zugehorigen Produkt-o-Algebren definieren.

Satz 4.24

Seien (21,.A1, 1) und (Qo, A2, o) Mallrdume mit o-endlichen Mallen p; und pe. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes Maf3 i, auf A; ® As, so dass

p(Ar x Ag) = p1(Az) - pa(Asz)

fiir alle A; € A; und A, € Ay gilt.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Fortsetzungssatz und Satz iiber die Erzeuger der
Produkt-o-Algebra. ]

Definition 4.25

Das Maf3 i auf A; ® Ay, welches die Bedingung aus Satz |4.24 erfiillt, heil3t Produktmayfs
von yq und ps. Notation: pu = puy ® po.

Fiir das Lebesgue-MaR auf B(R") schreibt man speziell A\, = @};_; A1 = AY".
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4.4 Mafldtheoretische Induktion — Approximation Borel-messbarer
Funktionen

Bemerkung 4.26 (Motivation {iber Integration). Sei (X, .4) ein messbarer Raum. Die Indikator-
funktion 14: X — R ist, wie wir bereits in Beispiel gesehen haben, Borel-messbar, sofern
A € A ist. Greifen wir schon einmal ein Stiick voraus und iiberlegen, was wir uns unter dem
Integral [ 1adp vorstellen wollen. Soll der Integral-Begriff das uns bekannte Riemann-Integral
enthalten, so miisste der Wert dieses Integrals gerade das Mafs der Menge A gewichtet mit der Hohe
der Funktion, also 1, sein, d.h.

/ Ladp = p(A).
X

Wie kann man diesen Ansatz so weiterfiihren, dass man einen Integralbegriff fiir alle "geeigneten”
Funktionen erweitern kann? Die Idee ist, dass man die Funktionen, soweit dies méglich ist, mit Hilfe
von Indikatorfunktionen approximiert. Diesen Vorgang, der auch unter dem Begriff malstheoreti-
sche Induktion bekannt ist, sehen wir uns in diesem Abschnitt an.

Literatur zu diesem Abschnitt: u.a. Abschnitte 4.1.1 und 4.2 in [Ki16].

4.4.1 FEinfache Funktionen
Definition 4.27

Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Falls eine Funktion f: X — R die Darstellung
n
fl@)=> apla,(z), z€X,
k=1

besitzt fiir n € N, reelle Zahlen aq,...,a, € R und Mengen Ay,...,A, € A, so heil’t f
einfache Funktion.

Bemerkung 4.28. Anschaulicher werden einfache Funktionen in der Literatur auch als Treppen-
funktionen bezeichnet.

Satz 4.29

Ist (X, A) ein messbarer Raum und sind Ay,..., A4, € A (n € N), so ist
FrX 2R xe f(z) =) apla,(x)
k=1
fiir jede Wahl reeller Zahlen aq, ..., a, € R Borel-messbar.

Wenn man auf die Einfiihrung der Notation verzichtet, besagt dieser Satz, dass einfache Funk-
tionen stets Borel-messbar sind.

Beweis. Das folgt sofort aus der Messbarkeit der Indikatorfunktionen 14, fiir alle £ € N und der
wiederholten Anwendung von Lemma [4.10 O

Wir haben bereits mehrfach Vereinigungen von Mengen als disjunkte Mengen geschrieben. Mit
diesem Gedanken konnen wir eine einfache Funktion auch als Linearkombination von Indika-
torfunktionen disjunkter Mengen schreiben. Beispielweise gilt fiir n = 2:

arla, +azla, = arlgpa, + (a1 +a2)lana, +azl g g, -
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Falls A1 N As # () war, haben wir damit eine andere Darstellung der selben Funktion gefun-
den. Wahrend im Allgemeinen die Darstellung einfacher Funktionen nicht eindeutig ist, gibt es
eine eindeutige Darstellung einfacher Funktionen, wenn wir die zulédssigen Koeffizienten und
Mengen geeignet einschranken.

Lemma 4.30: kanonische Darstellung einfacher Funktionen

Ist f: X — R eine einfache Funktion auf einem messbaren Raum (X, .A), so existiert eine
eindeutig bestimmte Darstellung der Form

n
f= Z aplla,
k=1

mitn €N, a,...,a, € R\ {0} und paarweise disjunkten Mengen Ay, ..., 4, € A\ {0}.

Beweis. Der Beweis ist nachzulesen auf S. 93-94 in [Kii16] (Beweis von Lemma 4.5). O

Sehen wir uns zum Abschluss eine der bekanntesten einfachen Funktionen an, welche jedoch im
Riemann’schen Sinne nicht integrierbar ist. Der Name ,einfache Funktion“ tduscht also, wenn
man meint, diese Funktionen seien in jeder Hinsicht einfach zu behandeln. Benannt ist folgende
Funktion nach dem deutschen Mathematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).

Beispiel 4.31 (Dirichlet’sche Funktion). Betrachten wir die Funktion f: [0,1] — R, welche gege-
ben ist durch f(z) = 1g(x), d.h.

fa) 1, falls x € [0,1] und rational ist,
€Tr) =
0, falls x € [0,1] und irrational ist.

Da Q eine Borel-Menge ist, ist auch Q N [0,1] € B([0,1]), d.h. die Dirichlet’sche Funktion f ist
Borel-messbar. Sie ist jedoch an keiner Stelle x € [0, 1] stetig und sie ist nicht integrierbar im
Riemann’schen Sinne (vergleiche Ober- und Untersumme).

4.4.2 Nichtnegative Borel-messbare Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass jede nichtnegative Borel-messbare Funktion durch
eine Folge einfacher Funktionen approximiert werden kann.

Satz 4.32

Sei (X,.A) ein messbarer Raum und sei f: X — R>( eine nichtnegative Borel-messbare
Abbildung. Dann existiert eine Folge (f,,),cn einfacher Funktionen mit

(1) 0< fu(x) < fup1(z) < f(z) firallen e Nund z € X
(i) limp—eo frn(x) = f(x) fir alle z € X.

Beweis. Da f Borel-messbar ist, gilt fiir alle n € Nund & € {0,...,n2"}

Apni={zeX| £ < flz) <&} e 4,
Bn::{xGX’ fl@)>n+ £} e A,
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da sich die Mengen als Urbilder von Borel-Mengen schreiben lassen. Damit sind fiir n € N die
Funktionen f,,: R — R mit

n2"

fa(x) =) gela,, (x) +nlp,(z), z€R,
k=0

einfache Funktionen. Zudem gilt fiir alle n € Nund x € R
fu(@) < faga(z) < f(2). (4.4.1)
Zudem gilt die Abschatzung
[fu(@) = f(@)] Lpeny(z) < 5, VzER.

Mit n — oo folgt hieraus
. o / /
nh_)rrgofn(x)—f(x), Vo e {2/ eR| f(a') < oo}.

Andererseits gilt
falz)=n, Vze{d e R! f(@) = oo},

d.h. auch Eigenschaft (ii) ist erfiillt. O

4.4.3 Approximation Borel-messbarer Funktionen

Abschliel3end wollen wir noch sagen, wie man eine beliebige Borel-messbare Funktion appro-
ximieren. Dafiir erinnern wir an die Notationen fiir Positiv- und Negativteil von Funktionen
fTR—=>R:

(@) == max{f(z), 0} = {f(x), falls f(z) > 0

0, sonst
- fall
£ (@) = — min{ £(x),0} = {0 fla), falls f(z) <0
) sonst

Mit dieser Notation gilt f(z) = f*(x) — f~(x) fiir alle z € R und sowohl Positiv- als auch
Negativteil sind nichtnegative Borel-messbare Funktionen — diese konnen wir also jeweils durch
einfache Funktionen approximieren wie im vorherigen Abschnitt gesehen.

Fassen wir die Methode der maldtheoretischen Induktion, wie sie fiir Beweise und die Konstruk-
tion des Lebesgue-Integrals verwendet wird, zusammen.

Maf3theoretische Induktion

Sei M(X) die Menge der Borel-messbaren Funktionen f: X — R, wobei (X, .4) ein mess-
barer Raum sei. Eine Aussage A(f), welche von einer Funktion f € M abhéngt, gilt fiir
alle f € M, falls folgende Schritte durchgefiihrt werden kénnen:

1. Aussage A(f) gilt fir alle Indikatorfunktionen aus M;
2. Aussage A

3. Aussage A(f) gilt fiir alle nichtnegativen Funktionen aus M;

A~~~ I~ ~

)

f) gilt fiir alle nichtnegativen einfachen Funktionen aus M;
)
)

4. Aussage A(f) gilt fiir alle Funktionen f € M.
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4.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Zeigen Sie die Aquivalenz (1) <= (3) aus Satz

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Verkniipfung messbarer Abbildungen wieder messbar ist, d.h. Satz
4.7

Aufgabe 3. Beweisen Sie die Giiltigkeit von Gleichung (4.2.2)) aus dem Beweis von Satz
Aufgabe 4. Zeigen Sie folgende Aussagen aus Lemma unter Beachtung der dort genannten

Voraussetzungen:
a) Ist f: X — R Borel-messbar und ¢ € R beliebig, so ist auch c - f Borel-messbar.
b) Sind f,g: X — R Borel-messbar, so ist auch max{ f, g} Borel-messbar.
c) Ist f: X — R Borel-messbar, so ist auch | f| messbar.

Hinweis: Man kann den Betrag |f| einer reellwertigen Funktion f: X — R auch mit Hilfe des
Maximum formulieren und so Teil b) fiir c) verwenden.

Aufgabe 5. Sei (X, A, p) ein Mafsraum, (Y, B) ein messbarer Raum und f: X — Y eine A-B-
messbare Abbildung. Fiir beliebige Mengen B € B definieren wir eine Mengenfunktion p/: B —
[0, o] via

p(B) == p(f~(B)) = u({z € X| f(x) € B}), BeB.
Zeigen Sie, dass pf ein Maf ist.

Aufgabe 6. Sei B := B(R) die Borel-o-Algebra auf R und sei

B:=B[R):=c({BUM| B € B,M C {£o0}}).
Uberpriifen Sie, dass

B={BUM| BeB,M C {+oo}}
gilt, d.h. diese Menge ist bereits eine o-Algebra.

Aufgabe 7. Sei (Q2,.A) ein messbarer Raum und sei M C  eine nichtleere Teilmenge von .
Uberpriifen Sie, dass die sogenannte Spur-o-Algebra

Ay ={MNA| Ac A

tatsdchlich eine o-Algebra ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, was die Urbild-c-Algebra der Abbildung f: M — Q mit f(w) = w ist,
d.h. f~1(A).

Bemerkung 4.33. Aus den beiden vorherigen Aufgaben folgt, dass B|g = B ist.

Aufgabe 8. In Definition wurden Zylindermengen definiert. Seien ) = R fiir k € {1,2,3}.
Wie sehen dann folgende Zylindermengen bzw. Schnitte von Zylindermengen aus?

o) =3 ({0})
b) m (1, 1)) Ny (=1, 1)) Ny (1, 1])

Aufgabe 9. Geben Sie zu der folgenden einfachen Funktion die laut Lemma eindeutige kano-
nische Darstellung an:

f(x):2-]l[ ](ZL’)+4-]1[11]($), z € R.

3
O:Z 1

Aufgabe 10. Uberpriifen Sie, dass die Ungleichungen aus (4.4.1)) aus dem Beweis von Satz
korrekt sind.
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4.6 English terminology
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Borel-messbar
Messbarkeitskriterium
Satz
Korollar
stetig
Verkettung / Verkniipfung / Komposition
vektorwertig
Quader
numerische Funktion
faire Miinze
Wiirfel
Zylindermenge
einfache Funktion
Obersumme
Untersumme
Positivteil
Negativteil
malfdtheoretische Induktion

Borel measurable
measurability criterion
Theorem
Corollary
continuous
composition
vector valued
cuboid
numerical function
fair coin
dice
cylinder set
simple function
upper (Riemann/Darboux) sum
lower (Riemann/Darboux) sum
positive part
negative part
measure theoretic induction




Kapitel 5

Das Lebesgue-Integral

Ziele

0O Die Konstruktion des Lebesgue-Integrals tiber mal3theoretische Induktion kennen
O die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals kennen

O die Rdume £? und L? kennen, sowie deren wichtigste Eigenschaften

5.1 Definition des Integrals

5.1.1 Das Integral einfacher Funktionen

Wir wollen ein Integral definieren, welches das Riemann-Integral erweitert. Ist A = [a, ] ein
Intervall der Linge? A\(A) = b— a. Dann ist im Riemann’schen Sinne (R) [ 14(z)dz = ff ldz =
1-(b—a) = b— a. Das gibt uns den Start fiir die Definition des Lebesgue-Integrals {iber maf3-
theoretische Induktion vor.

Definition 5.1

Sei f: X — R eine einfache Funktion auf einem Malraum (X, A, 11), d.h.
n
fl@)=> opla,(z), z€X,
k=1

fir aq,...,a, € Rund A44,..., A, € A. Dann nennen wir die reelle Zahl

[ sani= [ s =3 aunay
X X k=1
Integral von f iiber X beziiglich des Maf3es .

Insbesondere gilt (indem man n = 1 setzt) fiir jede Menge A € A damit [, 1adp = p(A).

Beispiel 5.2 (Dirichlet’sche Funktion). Wie wir in Beispiel gesehen haben, ist die Dirich-
let’sche Funktion f: [0,1] — R mit f := lg nicht Riemann-Integrierbar. Im Sinne der obigen
Definition gilt jedoch

/)H@M:A@ﬂmJD:Q
0.1

20b ein Intervall offen, abgeschlossen oder halboffen spielt hierbei keine Rolle, da dies das Lebesgue-MaR des
Intervalls nicht verandert.

61
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Wir haben bereits gesehen, dass es verschiedene Darstellungsmoglichkeiten fiir einfache Funk-
tionen gibt. Es wére zunéchst denkbar, dass fiir verschiedene Darstellungsformen verschiedene
Werte des Integrals herauskdmen — in diesem Fall wére das Integral nicht wohldefiniert. Sehen
wir uns dafiir zunichst ein Beispiel an bevor wir zeigen, dass das bei dieser Definition tatsachlich
nicht passieren kann.

Beispiel 5.3. Betrachten wir folgende einfache Funktion f: R — R:

f(z) = 2-]1[073](30)—%4-]1[%71] (x), xzelR.

N

Nach Definition ist

[
[\G]Ne]

[rax=2:a(.3]) +4 A (k1)) =23 +4-
R
Die in Lemma 4.30|eingefiihrte kanonische Darstellung von f ist

f(m):2-]l[01>(x)+6-]l[

p ]($)+4ﬂ(§l](l‘), z e R.

)

3
4

=
N

C/" Damit ist dann

/Rfd)\:

Lemma 5.4

Sei (X, A, 1) ein Malraum und sei f: X — R eine einfache Funktion mit zwei verschiede-

nen Darstellungen, d.h.
n m
f=2_ arla, =) 6ilp,
k=1 j=1

fir ay,...,an,61,...,8m € Rund A4,...,A,, B1,..., B, € A. Dann gilt
> apn(Ar) =Y Biu(By),
k=1 j=1

d.h. das Integral einer einfachen Funktion aus Definition [5.1| ist unabhédngig von der ge-
wahlten Darstellung der einfachen Funktion, es ist also wohldefiniert.

Beweis. Wir setzen zunéchst
Apy1:=DB1,..., Apym == B,
und definieren damit das Mengensystem
n+m
C:= { ﬂ M,
k=1

Diese Mengen sind paarweise disjunkt (da fiir jede zwei Mengen immer ein Index k existiert,
so dass die eine Teilmenge von A und die andere von Af ist) und sie liefern uns Zerlegungen

Mke{Ak,Ai},k—l,...,n—&—m} =: {Cl,...,CT}.
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von Ay, ..., A, in paarweise disjunkte Mengen, denn fiir jedes k € K := {1,...,n} gilt mit der
Notation J := {1,...,7} '
Ay = U Cj.

jeJ: ngAk
Setzen wir
v = Z ap fir jeJ,
kEK: C7§Ak
so erhalten wir die Darstellung
f= Z ile;-
jeJ

Zudem gilt nun

SN =" Y am @)=Y Y wC) = anu(Ar).

jet jeJ keK: C;CAy keK  jeJ: C;CAy keK
Eine analoge Argumentation fiir die Mengen (By)ie(1,...m} liefert das gewiinschte Resultat. [

Bemerkung 5.5. Sind (Ag)k=1,..n und (Bj);=1,. m Zerlegungen von X in disjunkte Mengen, d.h.
AgNA;=0und BN B; =0 fiirk #iund j #iund X = J;_,; Ay = UjL, Bj, so gibt es einen
etwas einfacheren Beweis, der teilweise in der Literatur zu finden ist:

Nach Konstruktion gelten fiir jedes k € {1,...,n} und j € {1,...,m} die disjunkten Zerlegungen

Ay =|J(AnB;) und B;=J(4nB)).
j=1 k=1

Zudem ist fiir jedes x € Ay, N B; gerade f(x) = oy, = B;. Damit ist

> app(Ap) =
k=1

= Z Bin(By)
j=1

Beispiel 5.6 (Wahrscheinlichkeitsraum iiber einer endlichen Menge). Seien Q2 = {1,...,n},
A = P(Q) und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf €2, d.h. ein Mafs mit der zusdtzlichen Eigenschaft
w(Q) = 1. Sei X: Q — R eine Zufallsvariable, also eine messbare Funktion. (Messbarkeit ist wegen
A = P(Q) fiir jede solche Abbildung gegeben.)

Dann ist X eine einfache Funktion, denn X hat die Darstellung

ZX )Ly (w

Damit ist

/ XdP = Z X (K)P({k}).

Bevor wir von einfachen Funktionen zu nichtnegativen messbaren Funktionen iibergehen kon-
nen, miissen noch feststellen, ob Vielfache, Summen und Grenzwerte von Folgen einfacher Funk-
tionen wieder einfach sind und wie sich diese Operationen auf das Integral auswirken.
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Notation
Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Dann bezeichnen wir mit

e M := M(X,A) die Menge der Borel-mesbaren Funktionen von X nach R;
* £:=&(X,A) die Menge der einfachen Funktionen auf (X, .A);
* Mt := M(X, A" die nichtnegativen Borel-messbaren Funktionen von X nach R ;

o &t :=E&(X, A)" die nichtnegativen einfachen Funktionen auf (X, A).

Lemma 5.7

Seien f,g € £ := £(X, A) einfache Funktionen auf einem messbaren Raum (X, .4). Dann
gilt:
f+g, f-g, max{f, g}, min{f, g} €€ und |f], [T, [ €T

Sind f,g € £T und a,b € [0, 00], so sind auch
f-g,af +bge&T.

Beweis. Die Messbarkeit der genannten Abbildungen haben wir bereits im vorherigen Abschnitt
iiberpriift und die Darstellung als einfache Funktion ist klar. O

Satz 5.8

Seien (X, A, u1) ein endlicher MafBraum und f,g € £ = £(X, A).

1. Ist c € R, so gilt

/XCdeZC/deM und /X(f+g)du=/xfdu+/ngu.

2. Gilt f <g,d.h. f(z) < g(z) fir alle z € X, dann ist

/deué/xgdu-

Bemerkung 5.9. Es gibt diese Aussage in verschiedenen Fassungen — beispielsweise fiir beliebige
einfache Funktionen auf einem endlichen MafsSraum oder fiir nichtnegative einfache Funktionen auf
einem beliebigen Mafsraum (mit der Zusatzannahme ¢ > 0). Je nachdem, welche Anforderungen
wir haben, miissen wir darauf achten, dass keine nicht definierten Ausdriicke wie (4+00)-(—o0) oder
00 — oo auftauchen.

Beweis. Wir zeigen nur 1. Sei f € &£ mit Darstellung f = Y, _, a;yla, fir A;,..., A, € Aund

Qi,...,a, € R, Dann ist
n

(cf)(z) = Z(Cak)]lAk (x), z€X

k=1

/ du ank Ak —cZaku Ak —C/ fdu
k=1

und somit
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Seien nun f = >}, axla, und g = 377", B;1p;. Da das Integral nicht von der Darstellung
abhéngt, konnen wir annehmen, dass jeweils (Ag)req1,... ny Und (Bj)jeqi,....m} Partitionen von X
sind. Damit gilt dann

n m
F49=> (ar+B)Lans
k=1 j=1

und somit

I
M:
NE

/X(f + g)dp (a + B5)u(Ax N By)

£
S |l

I

—
<.
Il
—

n

ap(Ay N Bj) +Z Biu(Ax N By)

k=1 j=1 j=1k=1

= Qe b U(AkmBj) —i—ZBjM (U(AkmB])>
k=1 j=1 =1 k=1
Z app(Ag) + Zﬁgu

7j=1

/fd,u—l—/gd,u.

5.1.2 Das Integral nichtnegativer messbarer Funktionen

Laut Satz konnen wir nichtnegative Borel-messbare Funktionen durch Folgen nichtnegati-
ver einfacher Funktionen approximieren. Ist also auf einem Mafsraum (X, A, u) f € M™ und
gilt (fn)neny C T mit f,, T f (punktweise), so definieren wir

/fd,u = lim/fndu.
X n—oo X

Bevor wir dies jedoch als Definition festhalten konnen, miissen wir feststellen, ob das Integral
nichtnegativer Borel-messbarer Funktionen so wohldefiniert ist, d.h. ob die Definition von der
Wahl der approximierenden Folge ( f,,),cn unabhéngig ist.

Lemma 5.10

Sei (X, A, n) ein Malraum und seien f € £ und (gp)neny C €T mit g, < g,y fiir alle
n € N. Gilt f < lim,,_. gn, so folgt daraus

/ fdp < lim [ gpdpu.
X n—o0 X

Beweis. Sei f =Y ;" apla, mit oq,...,a, > 0und Ay, ..., A, € A. Die Beweisidee besteht
darin, eine aufsteigende Folge von Mengen zu konstruieren, die gegen X strebt und dann die
Stetigkeit (von unten) des Maf3es i zu verwenden. Fiir ein 8 € (0, 1) setze

B, ={zeX| gu(z)>p-f(z)} €A neN.

Es gilt B, 1 X, d.h. B,, C By,4; fiirn € Nund |, .y Bn, = X, denn

neN

* ist f(z) =0, dannist z € B, fiir allen € N;
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e ist f(z) > 0, dann ist lim,,_,oc gn(x) > f(z) > Bf(z), d.h. x € B, fiir n grofd genug.

Zudem gilt nach Konstruktion g, > Bf1p,. Mit der Stetigkeit des MaRes ; von unten! (sieche

Satz[3.13) folgt

n—oo

i [ gude> lim [ Bfindu=5 tm [ fiads
m m

= 5nh_>ngo kzl ap(Ax N By) = ; o nh_)rrgo w(Ag N By)

=5 a4 =5 [ fap.
k=1 X
Da § € (0, 1) beliebig war, folgt mit § 1 1 die Behauptung. O
Aus diesem Lemma konnen wir schlussfolgern, dass die Definition des Integrals nichtnegati-

ver messbarer Funktionen als Grenzwert der Integrale einer Folge approximierender einfacher
Funktionen unabhéngig von der Folge der approximierenden Funktionen ist.

Korollar 5.11

Sei (X, A, 1) ein MaBraum und seien (f,,)nen und (g, )nen zwei wachsende Folgen in €7
mit lim,, o0 fn(z) = lim, o0 gn(z) flir alle z € X. Dann gilt

lim frdp = lim / gndu
X n—oo X

n—oo

Beweis. Da beide Folgen wachsend sind, gilt insbesondere f; < lim, . g, fiir alle k& € N, so
dass wir aus dem vorherigen Lemma

/fde< lim/gndu, Vk € N,
X n—oo X

schlussfolgern konnen. Daraus folgt durch Grenzwertbildung auf der linken Seite

li dp < i ndp.
Y RETES Y R

Vertauschen wir die Rollen der Folgen (f,,)nen und (gn)nen, so erhalten wir die umgedrehte
Ungleichung und somit die Behauptung. O

Definition 5.12

Sei (X, A, u) ein MaBraum und sei f € M™ eine nichtnegative messbare Funktion. Ist
(fn)nen C ET eine Folge einfacher Funktionen mit f,, 1+ f, so nennen wir

/fdu = lim / fndu
X n—oo X

das Integral von f iiber X beziiglich .

1Gilt u(B») < oo fiir alle n, so kann Satz verwendet werden. Gilt p(Bnr+) = oo fiir ein n* € N, so gilt wegen

der Monotonie des MaRes y(By) = o fiir alle n > n* und damit insbesondere 11 (|, Bn) = 00 = limy, 00 11(Bn),

wenn man den Wert +oo als Wert der bestimmt divergenten Folge (u(Br))nen interpretiert.
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Wie schon fiir einfache Funktionen sammeln wir wieder Eigenschaften des Integrals nichtnega-
tiver messbarer Funktionen.

Satz 5.13

Sei (X, A, 1) ein MaRraum und seien f, g € M™ nichtnegative Borel-messbare Funktionen.

1. Sind a,b > 0, dann gilt

/X(af+bg)du—a/deu+b/ngu.

2. Ist f < g, soist fX fdu < fngu.
3. Esgilt [, fdu = 0 genau dann, wenn p({f > 0}) = 0 ist.

Beweis.

1. Aus Kapitel [4 wissen wir bereits, dass af + bg messbar, also auf Grund der Vorzeichen aller
beteiligten Konstanten und Funktionen in M™ ist.
Sind (fn)nen und (gn)nen Folgen in £1 mit f, + f und g, 1 g, so gilt auch af,, + bg, 1
af + bg. Folglich gilt

/(af—l—bg)d,u: lim /(afn+bgn)du SazBl iy <a/ fndu-i-b/ gndu>
X n—oo Jx X X

n—o0

=aqa lim fndp + b lim / gnd,u:a/ fd,u—i—b/ gdpu.

wobei wir in der Anwendung von Satz wegen der Nichtnegativitdt darauf verzichten
konnen, dass der MafRraum endlich sein soll. Da co + 00 = co und co - ¢ = oo flirc > 0
definiert sind, gelten alle Ausdriicke auch dann, wenn der Wert oo angenommen wird.

2. Setzen wir h := (g — f)l{f<o0) € M™, s0ist g = f + h und somit nach 1.

/deMS/de,u—i-/th,u:/nglu.

3. Seien A := {f > 0} und A, := {f > 1} fiir n € N. Damit gilt 4,, 1 A fiir n — oc.
Ist [ fdu =0, so gilt wegen %]1 4, < fund 2. die Abschédtzung

0< butan) = [ duadus [ a0
b's X
woraus u(A,) = 0 fir alle n € N folgt. Mit der Stetigkeit des Maf3es 1 von unten folgt

wegen A, T A
n(A) = 0.

Gilt andererseits ;1(A) = 0, so folgt mit f < oco- 14 und 2.
0§/ fd,ug/ 00 - Ladpu =00 pu(A) =00-0=0,
X X

woraus [, fdu = 0 folgt.
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Satz 5.14: Satz von der monotonen Konvergenz

Sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafdraum und sei (f,,),cn eine monoton wachsende Folge
nichtnegativer Borel-messbarer Funktionen auf (X,.4) mit Werten in R, die punktweise
gegen f konvergiert. Dann ist f eine Borel-messbare R-wertige Funktion und es gilt

lim fndu—/ lim fnd,u—/ fdu.

Bemerkung 5.15.

* Eine Folge von Funktionen (fy)ncn konvergiert punktweise gegen f, wenn lim,,_,o fn(z) =
f(z) fiir alle z € X gilt.

* Zugelassen ist dabei auch der Fall [, fdu = oc.

Beweis. Sei f(x) := lim, o fn(x) fir alle € X. Dann ist nach Voraussetzung f = sup,cy fn
und das Supremum messbarer Funktionen ist nach Satz selbst messbar, also ist f € M.
Aus f,, < f folgt mit dem vorherigen Satz [, f,du < [y fdu fiir alle n € N. Folglich haben wir

lim [ fdu < / fdu.

Fiir die umgekehrte Abschatzung sei (gx)keny C €T eine Folge nichtnegativer einfacher Funktio-
nen mit g 1 f. Fiir festes £ € N und 8 > 1 definieren wir

Ap={z e X| Bfu(z) > gp(z)}, neN

Nach Konstruktion gilt A,, T X und Sf, > grla, T gk. Fir die Integrale folgt somit

[ o= tim [ gta,dn < tim [ Bfadu=5 lim [ fan

Da (8 > 1 beliebig war, folgt mit 5 | 1

/gdeS lim / fodp, keN.
X n—oo b'e

Mit & — oo folgt wegen g, 1 f hieraus

/fd,u: lim/gkdug lim / Sfndp.
X k—oo b'e n—oo [y
O

Bemerkung 5.16. Das Resultat werden wir spdter noch etwas verallgemeinern indem wir nur
fn T f p-fast tiberall fordern. Dieser Satz ist dann auch als Satz von Beppo Levi bekannt.

Beispiel 5.17. Auf die Monotonie kann man nicht vergichten. Dies kann man anhand des Beispiels
fn= %R[O,n} auf (R, B, ) iiberpriifen. Die Grenzfunktion ist gegeben durch

flz) = x eR.

Es gilt damit
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5.1.3 Das Integral messbarer Funktionen

Ist f € M messbar, aber nicht notwendigerweise nichtnegativ, so gilt die Zerlegung f = f*— f~
mit f*, f~ € MT. Damit kénnen wir das Integral [, fdu wie folgt definieren:

Definition 5.18

Sei (X, A, ) ein Mafraum und sei f: X — R eine Borel-messbare Funktion. Falls | v fTdu <
oo und [, f~dp < oo sind, heilt f integrierbar (beziiglich ;) und wir definieren das Inte-
gral von f iiber X beziiglich . als

| s@mtae) = [ sawi= [ prau= [ ran

Ist nur eines der beiden Integrale [ f*du, [y f~du endlich, so nennen wir f quasi-
integrierbar (beziiglich p).

Ist [\ f~du < oo, aber [y ftdu = oo, so setzen wir [ fdu := oo.
Ist fX fTdp < oo, aber fX f~du = oo, so setzen wir fX fdu == —occ.

Notation

Seien (X, A, ) ein MaBraum und f: X — R Borel-messbar. Ist A € A und ist 14f inte-
grierbar beziiglich p, so schreiben wir

/A fdu = /X 14 fdu.

Satz 5.19

Sei (X, A, p) ein MaBBraum. Dann sind folgende Aussagen iiber eine messbare Funktion
f+ X — R aquivalent:

(1) f istintegrierbar;

(2) f* und f~ sind integrierbar;

(3) es gibt integrierbare Funktionen u,v € M™ mit f = u — v;

(4) es gibt eine integrierbare Funktion g € M™ mit | f| < g;

(5) |f] ist integrierbar.

Beweis. Nach Definition der Integrierbarkeit gilt (1) <~ (2).
(2) = (3): Man setzt uw = f* und v = f~ und erhélt die gewiinschte Aussage.
(3) = (4): Gilt f = u — v fiir integrierbare Funktionen u,v € M™, so folgt
f=u—v<u+4+v und —f=v—u<v+u.
Setzt man g = u + v, so erhilt man die gewiinschte Aussage.

(4) = (5): Ist f € M, soist |f| € M™T. Gilt nun |f| < g fir |f],g € M, so folgt mit Satz
und der Integrierbarkeit von g

/Ifldu</gdu<00-
X X

Folglich ist | f| integrierbar.
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(5) = (2): Aus f* < |f|, f~ < |f| und der Integrierbarkeit von | f| konnen wir mit Satz
folgern, dass

[ rrans [Ufldu<oc wd [ prans [ irdp<oc
X X X X
gilt. Folglich sind f™ und f~ integrierbar.

Sehen wir uns als Beispiel die Integration beziiglich des Dirac-Mal3es an.

Lemma 5.20

Sei (X, A) ein messbarer Raum und fiir z* € X sei 6, das Dirac-Ma@} zu z*, d.h. fiir A € A

gilt
1 *e A
Sy (A) = 41 x* €
0, z*¢ A

Dann ist jede reellwertige Funktion f € M integrierbar und es gilt
/ fdogs = f(x¥)dz<(4), A€ A (5.1.1)
A

Zudem ist jede messbare Funktion f mit Werten in R quasi-integrierbar und integrierbar
genau dann, wenn f(z*) € R ist.

& Beweis. Der Beweis erfolgt iiber ma3theoretische Induktion, d.h. der Wert des Integrals und im
Zusammenhang damit die Frage der Integrierbarkeit wird fiir Indikatorfunktion, nichtnegative
einfache Funktionen, nichtnegative messbare Funktionen und beliebige messbare Funktionen
untersucht. Wir zeigen zunachst nur fir A = X und zeigen die Formel fiir beliebiges
A € Aim Anschluss.

1. Ist A€ Aund f = 14, so gilt
/ fdb,e = / 1 addye = Gy (A) = 1a(a*) = f(z%).
X b's

2. Ist f € £ mit Darstellung f = > ;_; ala, mit aq,...,, > 0 und A4y,..., 4, € A, so

gilt
/ fdog~ =
X

3. Ist f € M™ und ist (f,)neny € ET mit f,, 1 f, dann gilt

/de(s*:

4. Ist f € M, so gilt fiir Positiv- und Negativteil von f nach 3.
[ 11 = @) und [ pdse = )
X b's

Mindestens einer dieser Werte ist Null, daher ist f in jedem Fall quasi-integrierbar. Falls
|f(z*)| = fT(z*) + f~(z¥) < oo ist, ist f integrierbar mit

/X Fdo,- =
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Fiir beliebiges A € A und f € M gilt damit

/ fdog- :/ Lafddes & 1a(@) f(@) = f(@*), (A).
A X
O

Um die Eigenschaft einer Funktion, integrierbar beziiglich einem Maf iiber einer Menge zu sein,
kiirzer fassen zu kénnen, fithren wir die Menge der integrierbaren Funktionen ein.

Notation

Sei (X, A, 1) ein MaBraum. Dann bezeichnen wir die Menge der beziiglich 1 integrierbaren
reellwertigen Funktionen mit

L= LNX, A, p) :—{f:X—>]R{‘ feM,/X\f\du<oo}.

Bemerkung 5.21.

* Wir verwenden die Notation L' statt £L*(X, A, i), wenn der Mafsraum (X, A, u) aus dem
Kontext bekannt ist.

 Man kann die Definition von £ auf auf C-wertige messbare Funktionen erweitern. Da wir uns
in diesem Kurs jedoch bisher auf reellwertige Funktionen beschrdnkt haben, soll das vorerst

geniigen.

 Wir werden gleich feststellen, dass L' ein Vektorraum ist. Dafiir miissen wir iiberpriifen, dass
zu f,g € L' auch af + bg € L ist fiir a,b € R.

Satz 5.22

Sei (X, A, 1) ein Mallraum.

1. Sind f,g € L' := LY(X, A, 1) und a € R, so sind auch af, f + g € L' und es gilt

Jenan=a [ fan wd [ (r+oau= [ saus [ o

2. Sind f,¢g € £! mit f < g, so gilt

/deuﬁ/xgdu-
‘/deu‘S/X\f\du-

4. Sind f € £' und A € A, so gilt

/deu—/Afdu+ Acfdu-

3. Ist f € £, so gilt
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Beweis.

1. Ista > 0, soist (af)" = af* und (af)” = af~. Damit ist af € L', denn es gilt

/Xafd,u:/Xaerdp—/Xaf_dusatZ:ma</Xf+du—/xf_du> :a/de,u.

Fiir a < 0 folgt die analoge Aussage unter Verwendung der Beziehungen (af)™ = |a| fT
und (af)” =la| f~.

Um die Integrierbarkeit von f + g zu zeigen, betrachten wir die Funktionen u := f+ + g*
und v := f~ + ¢~ . Es gilt

frg="=f)+ —g)=("+g)-(f"+g)=u—v

und der Konstruktion nach sind w,v € M™. Nach Satz sind zudem u,v € £! und aus
0S(f+g) " <fT+g"=u und 0<(f+g)" <f +g =v

folgt mit Teil (4) von Satz

(f+9)" (f+9) L', dh /(f+g)+du<oound/(f+g)_du<oo.
X X

Insgesamt folgt damit f + g € £'. Zudem folgtaus (f +¢)" — (f+9) = f+g=u—v
sofort (f +g)* +v = (f +¢)~ + u und somit, da alle Funktionen in M™ sind,

/X(f+g)+du+/xvd/t=/x(f+g)dﬂ+/XudM.

Hieraus folgt nun

[u+aan= [ (Groran [ +oa
X X

duy — d
udp /Xv 1
P+ gM)du— / (F~ +g7)du

X

:/ f+d,u—/ f_du+/g+du—/ g dp  (mit Satz[5.13))
X X X X

:/deu—i-/xgdu.

2. Der Beweis ist analog zu Teil 2 von Satz mit b := (g — f)1{f<o0} Lig>—oc}-

I
———

3. Ubungsaufgabe
4. Unter Verwendung von Teil 1 gilt

[ ttu=[ £oarvan [ puadns [ prean= [ faes [ gan

O]

Bemerkung 5.23. Viele Aussagen iiber integrierbare Funktionen lassen sich auf quasi-integrierbare
Funktionen tibertragen — beispielsweise Aussagen 2 und 3 von Satz[5.22} Bei Aussage 1 ist das jedoch
nicht ohne Einschrdnkungen der Fall, da im Falle [, fdu = +oo und [y gdpu = —oo das Integral
Jx (f + g)du nicht existieren muss und wenn es existiert, beliebige Werte moglich sind.
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5.2 [P-und LP-Raume

Verallgemeinern wir die bereits eingefiihrte Menge der integrierbaren Funktionen £! wie folgt:

Definition 5.24

Sei (X, A, 1) ein MafSraum und sei p > 1. Dann bezeichnen wir mit £P(X, A, 1) (oder kurz
LP(1) oder £P) die Menge der reellwertigen Borel-messbaren Funktionen f: X — R mit

J 8@ utaa) = [ 1770 <.

Fiir f € LP schreiben wir dann kurz

1
£l = ( /. Iflpdu>p-

Weiterhin definieren wir mit £°(X, A, u) die Menge der reellwertigen Borel-messbaren
Funktionen f: X — R mit

| fllo :=inf{c> 0] |f|] < c p-fast iiberall} < oco.

Bemerkung 5.25.

1. Man kann || f||, auch wie folgt beschreiben:
[fllo = inf {e> 0] p({|f] > c}) =05

2. Wihrend wir L' als die Menge der integrierbaren Funktionen bezeichnen, bezeichnen wir L2
als die Menge der quadratisch integrierbaren (oder kurz quadratintegrierbaren) Funktionen,
die Menge LP als die Menge der p-fach integrierbaren Funktionen und £ als die Menge der
essentiell/wesentlich beschriankten Funktionen.

3. Falls sup,cx |f(z)| < oo ist, dann ist insbesondere auch || f|| . < oc.

Wir werden sehen, dass ||-||” fiir p € [1, cc] eine Norm definiert, sofern wir den zugehorigen £7-
Raum geeignet einschranken. Dafiir wiederholen wir, was Normen sind, sowie einige wichtige
Eigenschaften von Normen.

5.2.1 Exkurs: Normen und Skalarprodukte

Definition 5.26: Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum

Gegeben sei ein R-Vektorraum V' mit Nullvektor ey . Eine Abbildung (-,-): V xV — R heil3t
Skalarprodukt auf V, falls gilt:

1. (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V (Symmetrie);

2. (Av,w) = X (v, w) fiir alle v,w € V und A € R (Homogenitat);

3. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) fir alle u, v, w € V (Additivitét);

4. (v,v) > 0firallev € V und (v,v) =0 <= v = ey (positive Definitheit).

Bemerkung 5.27. Eine Abbildung (-,-): V x V — C auf einem C-Vektorraum V heifst Skalarpro-
dukt, wenn Eigenschaften 2-4 der vorherigen Definition gelten und zudem die Hermitezitdt gilt, d.h.
(v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V.




74 KAPITEL 5. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Definition 5.28: Norm

Sei (V,+,-) ein reeller oder komplexer Vektorraum (d.h. K € {R,C}) mit Nullvektor ey .
Eine nichtnegative reellwertige Funktion ||-|| : V' — [0, c0) heil3t Norm, falls sie folgende
Eigenschaften besitzt:

1. ||lv|| = 0 impliziert v = ey . (Definitheit)
2. |la-v|| =la| - ||v]| fiir alle « € Kund v € V. (absolute Homogenitét)
3. v+ w| < |v|| + ||w] fiir alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

Beispiel 5.29. Auf dem Vektorraum V = R definiert die Betragsfunktion eine Norm. Zundchst
einmal ist in der Tat |v| > 0 fiir alle v € R. Das zeigen wir mit Hilfe einer Fallunterscheidung:

e Istv >0, soist|v]=v>0.
e Istv <0, soist |v] = —v > 0. (Das gilt, da R die Anordnungsaxiome® erfiillt.)

Definitheit: Ist v # 0, so ist entweder v > 0 und somit |v| = v > 0 oder v < 0 und somit
|v| = —v > 0. (Diese Fallunterscheidung gilt wieder dank der Anordnungsaxiome.) In beiden
Fillen gilt also |v| # 0. Durch Kontraposition ist die Definitheit somit gezeigt.

absolute Homogenitat: Fiir V' = R lautet die zu zeigende Eigenschaft:
la-v| =la|-|v|], Va,veR.

Dies kann mit Hilfe einer Fallunterscheidung in Bezug auf die Vorzeichen von a und v und
durch mehrfache Anwendung der Anordnungsaxiome (bzw. der daraus abgeleiteten Eigen-
schaften) gezeigt werden. In Kurzform notiert: Fiir jedes = € R gilt |x| = |—x|. Wdhlen wir
ap, v > 0 derart, dass a = +ag und v = vy ist, so gilt

la-v| = |(£ao) - (£vo)| = |£ao - vo| = |ao - vo| = ao - vo = |ao| - [vo| = |a| - |v].

Dreiecksungleichung: Auch hier werden wieder die Anordnungsaxiome benotigt. Seien also v, w €
R. Zundchst einmal gilt |v| = max{v, —v} und somit ist immer —v < |v| und v < |v| (und
analog fiir w). Machen wir eine Fallunterscheidung:

e Istv+w <0,s0ist |[v+w| =—(v+w) =(—v)+ (—w) < |v] + |w|, wobei wir wieder
das Anordnungsaxiom benutzt haben.

e Istv+w >0, soistanalog v+ w| =v+w < |v| + |w|.

* Beide Punkte zusammen ergeben |v + w| = max{—(v + w),v + w} < |v| + |w|.

Definition 5.30

Sei V' ein K-Vektorraum (K € {R,C}) mit dem Skalarprodukt (-, ). Dann hei3t die Abbil-
dung ||-|| : V — [0, 00), welche definiert ist durch

o] := Vv, 0), veV,

die von dem Skalarprodukt induzierte Norm.

'Exkurs in die Analysis: Ein Kérper K hei3t angeordnet, falls eine Relation < existiert, fiir die gilt:

1. Fiir jedes x € K gilt genau eine der drei Aussagen: x > 0, z = 0 oder z < 0.
2. Gilt fiir z,y € K sowohl z > 0 als auch y > 0, so giltauchz +y > 0und z -y > 0.

Fiir mehr Details siehe beispielsweise [For16], Kapitel 3.
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Die Notation und Bezeichnung signalisieren bereits, dass es sich bei der induzierten Norm um
eine Norm handelt. Um das zu beweisen, benotigen wir jedoch zuerst ein Hilfsresultat. Es geht
zurilick auf die Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Wiktor Jakowlewitsch Bun-
jakowski (1804-1889) und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), welche die Ungleichung
in unterschiedlichen Rdumen gezeigt hatten — Cauchy fiir Reihen, Bunjakowski und Schwarz
hingegen fiir Funktionen.

Satz 5.31: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Sei V' ein R-Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-,-) und der Norm ||v| := /(v,v). Dann
gilt fiir alle v, w € V die Ungleichung

[ (v, w) | < ol - [[wll,

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn ein a € R existiert, so dass w = a - v ist.

Beweis. Seien v,w € V. Ist w = ey, so folgt die Aussage sofort: Einerseits ist
(v, ev)| = [{v,0-v)| =10 - (v,v)| = |0] = 0.

Andererseits ist
[v]l - llev ]| = [[v] - 0= 0.

Nehmen wir nun an, dass w # ey sei. Fiir jedes A € R gilt dank der Bilinearitdt und positiven
Definitheit des Skalarproduktes

0 < (v—Aw,v—w) = (v,0) — 2\ (v,w) + A\? (w, w) . (5.2.1)
Zudem folgt aus w # ey mit der positiven Definitheit (w,w) # 0, d.h. wir konnen konkret
A= % setzen und erhalten somit
2 2 2
0 S <'U7’U> _ 2 <v7w> <UJ w> DEf.EOI'm ”’UH2 _ <v7wg . (5.2.2)
{w,w) — {w, w) ]|
Durch Umstellen erhalten wir die Aussage
(v, w)? < ||| ||wl|?. (5.2.3)
Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten ergeben sich die Ungleichungen
(v, w) <o - lwll  und = (v, w) < o] - [Jw]]. (5.2.4)

Da |(v,w)| = max{— (v, w), (v, w)} ist, folgt hieraus die behauptete Ungleichung. Gleichheit gilt
in genau dann, wenn v — \w = ey ist, d.h. genau dann, wenn v = \w ist. Die Unglei-
chungen in (5.2.2), und werden auch genau in diesem einen Fall zu Gleichungen,
so dass auch die zusétzliche Behauptung bewiesen ist. O

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung gilt analog fiir C-Vektorraume.

Beispiel 5.32. Seien v,w € R™ und sei (v,w) = viwy + ...,v,w,. Dann lautet die Cauchy-
Schwarg’sche Ungleichung:

n

n n
](v,w)\:]kawk\g ng Zw%,
k=1 k=1

k=1

bzw. dquivalent dazu (durch Quadrieren)

(B = (50) ()
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Satz 5.33

Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann wird durch
|v|| :== +/(v,v) eine Norm auf V' definiert.

Beweis. Sei V' ein R-Vektorraum und (-,-) : V x V' — R ein Skalarprodukt. Wir iiberpriifen fiir
diesen Fall, dass die induzierte Norm ||v|| := /(v,v) in der Tat die Normeigenschaften erfiillt.

Wertebereich und Definitheit: Sei v € V. Dann gilt

pos. Definitheit des SKP

o]l = v/{v,v) 2 0
und A
||U|| -0 <v,v> -0 pos. Definitheit des SKP v =ey.

absolute Homogenitit: Seien v € V und a € K. Dann gilt

Hom. des SKP Symmetrie des SKP
lla-v|| =+/{a-v,a-v) = Va(v,a-v) = Val(a-v,v)
Hom. des SKP
ST Va2 (v,0) = Va2 - /(v,0) = lal - ||| -
Dreiecksungleichung: Seien v,w € V. Dann gilt

lv+w|| =+ {v+w,v+w)
Add.cﬁsSKP\/<

v, v+ w) + (w,v + w)
Symm. des SKP \/<

v+ w,v) + (v 4w, w)

Add. des SKP V{0, 0) + (w,v) + (w,v) + (w, w)

Symm. des SKP 2 )
2SS oll? + 2 (v, w) + [l

Cauchy-Schwarz 9 9
< \/HUH + 2ol lwl] + [Jw]]

Bin. Formel 2
= (loll + llwl)

()
= ol + llwll,

wobei wir nach dem Radizieren in (x) keinen Betrag schreiben miissen, da bereits gezeigt
wurde, dass die induzierte Norm nichtnegativ ist.

Der Beweis fiir die induzierte Norm auf einem unitidren Vektorraum funktioniert analog. O

5.2.2 Eigenschaften von |-[|, auf £?

Bevor wir zu der ersten niitzlichen Ungleichung kommen, zeigen wir zunichst zwei Hilfsresul-
tate.

Lemma 5.34

Sei (X, A, n) ein Maraum. Ist f € £, so gilt

1 <flles  pE.
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Beweis. Ist || f||., < oo, so gilt fiir jede Konstante ¢ > 0, fiir die || f||, < cerfiilltist, u(|f| > ¢) =

0. Folglich ist
p (1> 1 1l) (U{m > 1| Fll oo 3&) =

neN
Bemerkung 5.35. Die Aussage des Lemmas gilt sogar fiir f ¢ £, da in diesem Fall || f||., =
ist und somit nichts zu zeigen ist.

Lemma 5.36

Fiir alle a,b > 0und A € (0,1) gilt

a*bt A < Xa + (1 = \)b.

Beweis. Da die Exponentialfunktion x +— e* konvex ist, gilt fiir alle z,y € R und X € (0,1)
A=Y < \e® 4 (1 — N)eV.
Mit der Wahl a := e® und b := €Y folgt die Behauptung. O

Satz 5.37: Holder-Ungleichung

Sei (X, A, 1) ein Malraum und seien f € £P und g € L9 fiir p,q € (1,00) mit % + % =1
oder p = 1 und ¢ = co. Dann gilt

Ifglly < 171, - Nlgll, -

Beweis. Der Beweis fiir den Fall p = 1 und ¢ = oo ist eine Ubungsaufgabe. Seien nun p, q € (1, 00)
konjugiert, d.h. zla + % = 1. Gilt || f|[, = 0, so gilt u(f # 0) = 0 (vgl. Ubungsaufgabe) und es folgt
die Behauptung.

Nehmen wir also an, es gelte |||, > 0 und |[|g[|, > 0. Zundchst einmal wollen wir zeigen, dass
f - g € L' ist indem wir eine integrierbare Majorante finden. Dazu setzen wir

J?(JU) = Lx)’ g(x) == M, e X.

171l lgllg
Dann gilt fiir alle z € X (mit a = f7(z) und b = §%(z))
f(x)g( ) < % fp(:c) + é L §(z) = I fP(xz) 1 gi(x)

p o lIFIE a llgllg

Da f € £P und g € L7 ist, ist der Ausdruck auf der rechten Seite integrierbar — damit gibt es fiir
f g eine integrierbare Majorante. Also ist f ¢ und somit auch f - g in £!.
Integration tiber X beziiglich y ergibt die Behauptung:

ol = [ 1ol dn =171, ol [ |73] e

1 / 1
< . . Pdu + / 7q
£, - lgll, (pr”;; X\f! I T X\g\ u)
1 1
1£1L, - gl i

= [I£1l, - llgllg -
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O

Bemerkung 5.38.
* Mit der Konvention o5 = 0 gilt auch fiir p = 1 und q = oo die Beziehung 5 + ; = 1.

* Verlangt man zusdtzlich, dass der Mafsraum o-endlich ist, so kann man fiir f und g auch die
Werte +oo zulassen.

* Fiir den Spezialfall p = q = 2 werden wir hieraus die Cauchy-Schwarg’sche Ungleichung
fiir (f,g) := [y fgdu erhalten. Letzteres miissen wir allerdings zuerst als Skalarprodukt
auffassen und dafiir miissen wir den £? im ndchsten Abschnitt geeignet einschrénken.

Folgende Ungleichung ist gerade die Dreiecksungleichung fiir die Abbildung ||-|| > Welche wir
durch geeignete Einschrankung noch als Norm erkennen werden.

Satz 5.39: Minkowski-Ungleichung

Seien f,g € LP(X, A, u) fiir ein p € [1, o0]. Dann gilt

1 +gll, < I£1l, + lgll, -

Beweis. Fiir p = 1 folgt das sofort aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag (siehe Beispiel

und der Linearitét des Integrals.

Fiir p = oo folgt die Ungleichung aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag kombiniert mit

Lemma

Seinun p € (1, 00).

Ist |[f +gll, =0, [[f]|, = oo oder ||g||,, = oo, so ist nichts zu zeigen. Nehmen wir daher an, dass
1fll, < oo, llgll, <oo und [If+gll,>0

gilt. Mit der Abschétzung

If +gl” < @max{|f],[g]})" = 2" max{[f",g|"} < 2°(IfI" + |g]")

erhalten wir
0<|f+gll, <oo,

dh. f+geLP.
Setzen wir q := p%l, so gilt zl? + % = 1 und wir konnen die Holder’sche Ungleichung anwenden:

Hf+gH£:/ 4 gl du
X
=/ \f+gl-|If +9/P tdu
X
s/ !f\-|f+gp1dﬂ+/ gl - 1f + 9P~ du
X X

= |17+ g| + |l + o,

-1 -1
<7l |17 + o]+ Nl 17+
1

= (111, + gl ( [ 1540l du>q
= (151, +lal,) ([ 17+l )

p

= (171, + llgll, ) 1 + gl

=
ESNiS]
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_p
Multiplizieren wir mit || f + g||, , so erhalten wir die Behauptung. O

Es ist offensichtlich, dass aus f € LP fiir jede Konstante ¢ € R stets aus c¢f € LP folgt. Zusammen
mit der Minkowski-Ungleichung ergibt sich, dass £P(X, A, 1) C Abb(R;R) ein Vektorraum! ist.

Die Abbildung ||-|[,, : £ — [0, oo] erfiillt, wie wir bei der Minkowski-Ungleichung gesehen haben,
die Dreiecksungleichung und sie ist zudem, wie man leicht {iberpriifen kann, absolut homogen.
Allerdings ist sie nicht positiv definit, wie wir uns anhand des folgenden Beispiels verdeutlichen.

Beispiel 5.40. Sei V' = LP([0,2], B o), A) fiir ein p € [1,00]. Sei zudem f: [0,2] — R gegeben
durch
1, z=1
-]
0, z#1.

Dann ist | f[|,, = 0, obwohl f nicht konstant Null und somit nicht der Nullvektor des Vektorraumes
LP ist.

Es gilt allgemein ||f||, = 0 genau dann, wenn u(f # 0) = 0 ist. Um eine Norm zu erhalten,
miissen all diese Funktionen also zu einer zusammengefasst werden — dazu bedienen wir uns
einer Aquivalenzrelation.

5.2.3 [P-Raume und deren Eigenschaften

Definition 5.41

Sei (X, A, 1) ein MaRraum. Zwei Borel-messbare Abbildungen f,g: X — R heilen dqui-
valent zueinander, falls sie u-fast tiberall iibereinstimmen, d.h. falls u(f # g) = 0 gilt. Wir
schreiben dann f L g. Die Aquivalenzklasse aller zu einer Borel-messbaren Funktion f
dquivalenten Funktionen bezeichnen wir mit [f],. Eine Funktion g € [f], bezeichnen wir
als Reprdsentanten der Aquivalenzklasse.

In der Definition verwendeten wir bereits die Bezeichnungen einer Aquivalenzrelation. Es bleibt

jedoch noch zu iiberpriifen, dass &~ in der Tat eine Aquivalenzrelation (vgl. Definition I auf
M = M(X, A, 1) definiert.
Symmetrie und Reflexivitit sind offensichtlich.

Lemma 5.42

Sei (X, A, 1) ein Mafdraum und seien f, g und h Borel-messbare Abbildungen. Gilt f Ly
und ¢g £ h, dann gilt auch f £ h.

Beweis. Wir miissen jeweils die Mengen betrachten, auf denen sich die Funktionen unterschei-
den.

{z e X| f(x) # h(z)}
=({z e X| f(z) #h(@)} N{z € X| f(z) # g(z)})
U({z e X[ f(z) # ()} n{z € X| f(z)=g(z)})
C{zeX| f(z) #g(x)}U{z € X| g(x) # h(z)}.
Folglich gilt
p(f #h) <p(f#g9)+uplg#h)=0.

!Details sind unter dem Stichwort Untervektorraumkriterium Bestandteil der Vorlesung Lineare Algebra.
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Den Raum LP definieren wir nun basierend auf Definition als Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich dieser Aquivalenzrelation.

Definition 5.43

Sei (X, A, p1) ein Mallraum und sei 1 < p < oo. Dann definieren wir LP(X, A, ) als Quoti-
entenraum beziiglich der Aquivalenzrelation & auf £P(X, A, w), d.h.

LP = L) = {flul €L}

Auf dem Vektorraum L? wird durch ||[f],]|
Norm definiert.

» = llgll, fur einen Représentanten g € [f], eine

Wir schreiben ab sofort f € L” statt [f],, € LP, auch wenn Elemente von L? eigentlich Aquiva-
lenzklassen sind. Durch die Angabe des Raumes (L? vs. LP) ist keine Verwechslung méglich.

Eine wichtige Eigenschaft des normierten Raumes (L7, [-[|,) ist die Vollstdndigkeit. In folgender
Definition fassen wir alle damit zusammenhéangenden Begriffe zusammen.

Definition 5.44

Ist X eine beliebige Menge, so heil3t eine Abbildung d: X x X — R Metrik auf X, falls sie
folgende Eigenschaften hat:

Positive Definitheit d(x,y) > 0 firallez,y € X und d(z,y) =0 < z =y
Symmetrie: d(z,y) = d(y,x)
Dreiecksungleichung: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle z,y, z € X.

Ist eine Menge X versehen mit einer Metrik, so nennt man (X, d) einen metrischen Raum.

Ein metrischer Raum (X, d) heil3t vollstdndig, falls jede Cauchy-Folge (x,)neny € X in X
beziiglich d konvergiert, d.h. gilt

Ve >03IN e NVn,m > N d(xn,zn) <&,
so existiert ein Element x € X derart, dass

Ve>03IN e NVn >N d(z,,z) <e.

Ist V ein Vektorraum und ||-|| : V' — R eine Norm, so heil’t d(v,w) := ||v — w|| die durch
||-|| induzierte Metrik. Ein vollstdndiger normierter Raum hei3t Banach-Raum.

Besitzt ein Vektorraum V' ein Skalarprodukt (-,-) : V. x V — K (K € {R,C}) und ist V
beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm |v|| := /(v,v) vollstdndig, so
nennt man V Hilbertraum.

Satz 5.45

Sei (X, A, p) ein Maflraum und p € [1, oc]. Dann definiert |-, : L — [0, 00) eine Norm auf
dem Vektorraum L? = LP(X, A, y1). Der normierte Vektorraum (L?, ||-[|,) ist vollstandig, also
ein Banach-Raum. Zudem wird durch (f, g) := [ fgdp ein Skalarprodukt auf L? definjert.
Da || f|l, = v/(f, f) die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ist und der L? beziiglich
dieser induzierten Norm vollstdndig ist, handelt es sich um einen Hilbert-Raum.
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Beweis. Normeigenschaften: Uberlegen wir uns zunichst, dass die Norm fiir p € [1, c0) wohl-
definiert ist: Ist f & g fiir f,g € £P(X, A, uu), so gilt fiir die Menge N := {f # ¢} nach
Definition der Aquivalenzrelation x(N') = 0. Damit gilt dann

1IE = /X P du

=/ Iflpdu+/ 1P dp
N Ne
=0+/ lg|” dp
Nc
- / 9" du = gl
X

Fiir p = oo ist diese Uberlegung eine Ubungsaufgabe.

Nichtnegativitdt und positive Homogenitét der ||-||,, sind fiir beliebige p € [1, oo] leicht zu
zeigen. Die Dreiecksungleichung ist Aussage der bereits bewiesenen Minkowski-Ungleichung
(Satz . Die positive Definitheit folgt fiir p = 1 aus Ubungsaufgabe 8 und fiir p > 1
analog dazu.

Skalarprodukteigenschaften: Sind f,g € L?(X, A, ), so ist (f,g) := [ fgdu offensichtlich
symmetrisch, homogen und additiv. Das Skalarpodukt ist zudem wohldefiniert, denn

* Sind f,g € L?, so gilt, da die L2-Norm durch das Skalarprodukt induziert ist, nach
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung [(f, )| < || fll5 [lglly < oo, d.h. insbesondere
folgt indem man die Funktionen durch ihre Betrége |f| und |g| ersetzt fg € L.

* Sind f1, fo € [f], und g1, g2 € [glu, . f1 & fo und g1 & g, sO gilt

(f1,91) = (f2, 92) -

Um das zu sehen setzt man Ny := {f; # fo} und N, := {g1 # g2}. Beide Mengen
sind pu-Nullmengen. Damit ist dann

<f1791>=/Xf191dM

:/ flgldLH-/ figidp
NyUN, NENNg

FTWg

= (f2,92) -

Somit ist die Definition des Skalarproduktes unabhéangig von der Wahl des Reprasen-
tanten.

Vollsténdigkeit: Fiir diesen Beweis brauchen wir Sétze, die uns das Vertauschen von Limes und
Integral ermoglichen — erst dann werden wir diesen Beweis fithren.

O

Weder die Auswahl des Raumes noch die der Norm garantieren fiir sich genommen die Vollstan-
digkeit. Sehen wir uns dafiir der Illustration halber einen normierten nicht vollstdindigen Raum
an.
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Beispiel 5.46. Der Vektorraum C([0, 1]; R) der stetigen Abbildungen f: [0, 1] — R ist mit der Norm
||-||5 nicht vollstdndig. Um das zu sehen, kann man iiberpriifen, dass folgende Folge von Funktionen
beziiglich der 2-Norm eine Cauchy-Folge ist, sie besitzt jedoch keinen Grenzwert in C(]0, 1];R):

1 1
1, 0§3§'<§—E
— 1 1 1 1 1 1
fa@)=q2+3G-2), 3-gz<sr<y+y
0, 5+ <z<L

Wir haben im Beweis von Satz bereits gezeigt, dass aus f,g € £ folgt, dass f - g € L' ist.
Mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung werden wir die Ljapunow’sche Ungleichung beweisen,
welche die Raume L? und LY fiir p < ¢ in Relation zueinander setzt.

Satz 5.47: Jensen’sche Ungleichung

Sei (X, A, i) ein normierter Mal3raum (d.h. p(X) = 1). Sei weiterhin f: X — (a,b) C R
Borel-messbar mit [ |f|du < co. Dann ist [ fdu € (a,b) und fiir jede konvexe Funktion

Der Beweis ist bereits aus Stochastik I bekannt (als Satz 3.21).

Bemerkung 5.48. Es gibt auch eine Fassung der Jensen’schen Ungleichung, die sich nicht nur auf
WahrscheinlichkeitsmafSe beschrdnkt. Folgende Fassung stammt aus Schilling [Sch05]], dort als Satz
12.14:

Sei p: [0,00) — [0, 00) konvex und sei (X, A, u) ein MafSraum. Ist g € L1, so gilt fiir alle f € M

Jx fodu\ _ [x(po f)-gdu
S0<fxgdu>§ Jxogdp

Ist p endlich, d.h. u(X) < oo, so erhdlt man durch g = 1

¢<M(1X)./deu) Su(lX)'/X(wf)du-

Setzt man p = IP (ein Wahrscheinlichkeitsmayfs) so ist das gerade die Jensen’sche Ungleichung in der
bekannten Form.

Beispiel 5.49. Die Jensen’sche Ungleichung gilt nicht fiir beliebige Mafsrdume ohne die in der
Bemerkung genannten Anderungen. Das sehen wir an folgendem Beispiel: Seien X = [1,00), p =
Alx das Lebesguemafs auf X, f(z) = L und (z) = 22 Dann ist

‘P</deﬂ>:(/joidxy=00>/X(900f)du=/100;2dx:[—x1]3”:1.

Satz 5.50: Ljapunow’sche Ungleichung

Sei (X, A, 1) ein normierter MafSraum (d.h. p(X) = 1). Sei weiterhin f: X — R Borel-
messbar. Dann gilt fiir alle p, p’ mit 1 < p < p’ < oo die Ungleichung

1flly, < 11f1L -
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Beweis. Ist 1 < p < p’ < o0, so erhdlt man durch Anwenden der Jensen’schen Ungleichung auf
die Funktion |f|” und ¢(z) = [z[" mitr:= 2 > 1

]/X|f|pd/s/xrf\pr’“dﬂz/x,ﬂp/dﬂ,

Durch Potenzieren folgt die Behauptung.
Fiir 1 < p < p' = oo gilt wegen (u(X))'/? = u(X) =1

11, = (/. Iflpdu>1/p§ (f ||f||§odu>1/p=((Ilflloo)p)l/p- (f 1dM>1/p=HfHoo-

O]

Aus der Ljapunow’schen Ungleichung folgt sofort L? C L fiir p < p/. Die Ljapunow’sche Unglei-
chung lasst sich analog zur Jensen’schen Ungleichung fiir endliche Mal3raume verallgemeinern,
daher gilt die Einbettungsaussage auch in diesem Fall. Sie gilt jedoch nicht dariiber hinaus.

Beispiel 5.51. Seien X = [1,00), A = B(X) und p = Mx, d.-h. das Lebesguemafs auf X. Insbe-
sondere ist also 1(X) = oo, d.h. der MafSraum ist nicht endlich. Fiir die Abbildung f: X — R,
f(z) =1, gilt:

I fll, = /100 %dx = [lnz]{° = oo,
d.h. f ¢ L'(X). Allerdings ist
18 = [ e = -4 = 1.
d.h. f € L?(X). Somit ist insbesondere L*(X) € L'(X).
Zum Abschluss dieses Abschnittes sehen wir uns die Substitutionsregel an.

Satz 5.52: Substitutionsregel

Sei (X, A, p) ein Maffraum und (Y, B) ein messbarer Raum. Seien zudem f: X — Y A-B-
messbar und g: Y — R Borel-messbar. Dann gilt: g € £1(Y, B, uf) <= gof € LY(X, A, p)

und
/gofduz/gduf. (5.2.5)
X Y

Bemerkung 5.53. ;f = jo f~1ist das durch eine Abbildung f und ein Maf3 . indugierte Bildma/s
und B ist hier eine beliebige o-Algebra auf Y, also nicht notwendigerweise die Borel-o-Algebra.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch mal3theoretische Induktion beziiglich g.

Indikatorfunktion: Ist ¢ = 1 fiir eine Menge B € B, so ist g grundsétzlich integrierbar und es
gilt

/ o()du? (5) = uf (B) = u(f~1(B)) = / 11y () () = / 15(f(2))du(z)
Y X X
— / o(f(2))dp(z).

X
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Einfache Funktion: Mit Hilfe der Linearitit des Integrals erhalten wir fiir g = Y, Sx1p, (mit
Bi,...,B, € B)

Lﬂ@@%ﬁiégyﬂm@ML E}@/ﬂm 4 ()
= B (By) = Zﬁk JREXEIE
k=1
5&;mMNMMMPijmwm.

Nichtnegative messbare Funktion: Zu g € M sei (gx)reny C £ eine aufsteigende Folge ein-
facher Funktionen mit limy_,~ gx(y) = g(y) fiir alle y € Y. Dann ist auch (gx o f)ien eine
monoton wachsende Folge einfacher Funktionen und es gilt mit dem Satz der monotonen
Konvergenz (Satz[5.14)).

[ s’ = jim [ adn ) = Jim [ aG@)dnto) = [ gtr@nant)

Messbare Funktion: Die Aquivalenz der Integrierbarkeitsaussagen folgt direkt aus folgender
Rechnung, bei der bei Integrierbarkeit einer der Funktionen (g bzw. g o f) jeweils alle
Integrale endlich sind.

f — + f _ — f
AWMM@ Ag@mum Lg@mmw

:t/‘g+<f¢x»dﬂ<x>-J/ g~ (f(2))dn(x)
X X
:/mﬂmw@>

X

O

Bemerkung 5.54. Formuliert man die Aussage des Satzes fiir Funktionen in L', so ist es sinnvoll,
hier die Konvergenz und Monotonie der Funktionenfolge im dritten Schritt in allen Stellen zu for-
dern. Formuliert man den Satz fiir Funktionen in L', so kénnen wir die Werte nie genauer als bis
auf eine Nullmenge bestimmen, so dass die Argumentation fast tiberall sinnvoll ist.

Beispiel 5.55. Die Substitutionsregel findet eine wichtige Anwendung in der Stochastik. Ist (2, F,P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum (also ein normierter MafSraum) und ist X : (2, F) — (R, B) eine Zu-
fallsvariable (also eine F-B-messbare Funktion), so gilt fiir jede messbare Abbildung f: R — R

/&mwmmmz/ﬂ@wﬂm
Q R

Insbesondere ist fiir den Ausdruck auf der rechten Seite die Kenntnis des konkreten Wahrscheinlich-
keitsraumes (2, F,IP) und die konkrete Abbildungsvorschrift von X : 2 — R nicht nétig — alleine
die Kenntnis iiber die Verteilung P~ geniigt.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X € £(€) ist damit

/X )dP(w /dePX( ).
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5.3 Aufgaben
Aufgabe 1. Berechnen Sie [, fd fiir folgende Funktionen f: R — R:

) f(x) =311_o1)(x) + 519 (x) — 219 1)(x)
b) f(z) = 1p(=) - Ip\o(x)
c f(z)=0

Aufgabe 2. Fiir ein n € N seien X = {0,...,n}, A = P(X) und fiir einen festen Wert p € (0,1)
sel

n
— (1 — p)" T
p() (x)p (1-p)
Berechnen Sie [ 1o 1ydp.
Aufgabe 3. Zeigen Sie Teil 2 von Satz[5.8]

Aufgabe 4. Sei (X, A) ein Mafsraum. Die Indikatorfunktion 1 4 fiir A € A und das Dirac-Maf$ §,
fiir z € X tauchen in Lemma [5.20|abwechselnd und auf den ersten Blick austauschbar auf. Machen
Sie sich den Unterschied zwischen beiden klar indem Sie fiir beide Abbildungen Definitions- und
Wertebereich angeben.

Mit der folgenden Aufgabe konnen Sie begriinden, warum der ldngliche Beweis von Teil 1 von Satz
5.22| notig war.

Aufgabe 5. Zeigen Sie mit Hilfe eines geeigneten Beispiels, dass in der Regel (f + g)* # fT + g™
und (f+9)” # f~ + g ist.

Aufgabe 6. Zeigen Sie Teil 3 von Satz (unter Verwendung von Teil 1 und 2).

Aufgabe 7. Sei f = lgn,1 die Dirichlet-Funktion. Bestimmen Sie || f||, und sup,¢g | f ()| und
vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit Lemma[5.34}

Aufgabe 8. Sei f € L'(X, A, p) nichtnegativ. Zeigen Sie, dass aus [, fdu = 0 genau dann gilt,
wenn f = 0 u-fast sicher erfiillt ist, d.h. wenn Folgendes gilt:

u(f #0)=0.

Hinweis: Betrachten Sie A := {f > 0} und A,, :== {f > 1} und deren Mafe. Zeigen Sie zudem
beide Richtungen der Aquivalenz-Aussage nacheinander.

Aufgabe 9. Beweisen Sie die Holder-Ungleichung (Satz[5.37) fiir den Fall p = 1 und q = <.

Hinweis: Lemma kann hier verwendet werden.

Aufgabe 10. Sei (X, A, ;1) ein MafSraum und seien f,g € L* mit f ~ g. Zeigen Sie, dass || f|| . =
19/l ist.

Aufgabe 11. Berechnen Sie den punktweisen Grenzwert der Funktionenfolge ( f,)nen aus Beispiel
Liegt dieser in C([0,1];R)?
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5.4 English terminology
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Dirichlet’sche Funktion
wohldefiniert
Darstellung
Zerlegung, Partition
Wahrscheinlichkeitsraum
Zufallsvariable
approximierende Folge
Vorzeichen
Satz
monotone Konvergenz
punktweise Konvergenz
Grenzfunktion
integrierbar
Betrag ||
Dirac-Maf
Positiv-, Negativteil
quadratisch integrierbar
essentiell beschriankt
Skalarprodukt
Homogenitédt / homogen
Hermitezitat
Dreiecksungleichung
(an)geordneter Korper
fast iiberall
Majorantenkriterium
Metrischer Raum
vollstindiger Raum
Cauchy-Folge
Nullmenge

Ljapunow’sche Ungleichung

Bildmaf}

Dirichlet function
well defined
representation
partition
probability space
random variable
approximating sequence
sign
theorem
monotone convergence
pointwise convergence
limit function
integrable
absolute value
Dirac measure
positive, negative part
square integrable
essentially bounded
inner product
homogeneity / homogeneous
conjugate symmetry
triangle inequality
ordered field
almost everywhere
direct comparison test
metric space
complete space
Cauchy sequence
nullset
Lyapunov inequality
image measure




Kapitel 6

Vertauschen von Grenzprozessen

Ziele

O Grenzwertsidtze kennen, die das Vertauschen von Integration und Limes ermoglichen

0O den Satz von Fubini kennen und anwenden konnen

Es gibt verschiedene Grenzprozesse, die nicht immer sofort als solche zu erkennen sind. Einige
Beispiele:

Beispiel 6.1.
D lim (1+2)" =¢*firzeR;
n—oo

o0
i) 3 %= lim > I =efirzeR;
k=0

iii) f'(x) = lim Jeh =@ fir f e CL(R;R);
—
) [ fdp= lim [ fodufir f e LY (X, A, p) und (fn)new C ET mit fo 1 f.
X nmeex

Grenzprozesse zu vertauschen kann zu verdnderten Werten fithren. Sehen wir uns dazu ein
kleines Beispiel an.

Beispiel 6.2. Fiir k,n € Ny sei

1, k=n
6kn::
’ 0, k#n

das Kronecker-Delta. Dann gilt
oo oo
lim &, =0,  jedoch lim Z Opm = 1.
n—oo n—oo
k=0 k=0
Das Ziel dieses Kapitels ist es, hinreichende Bedingungen zu finden, die das Vertauschen der
Integration mit anderen Grenzprozessen erlauben.

6.1 Vertauschen von Grenzwert und Integral

Wir haben bereits den Satz der monotonen Konvergenz (Satz kennen gelernt. Durch Ein-
flihrung der LP-Raume konnen wir die Anforderungen nun etwas reduzieren. Der folgende Satz
ist ebenfalls als Satz von der monotonen Konvergenz bekannt — zusatzlich jedoch auch als Satz
von Beppo Levi (benannt nach dem italienischen Mathematiker Beppo Levi).

87
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Satz 6.3: Beppo Levi

Sei (X, A, u) ein MaRBraum und sei (f,,)nen: X — R eine Folge Borel-messbarer Funktio-
nen, die folgende Eigenschaften erfiillen:

(1) 0< fy < fn41 p-fast Giberall, fiir alle n € N;

2) 1i_>m fn = [ p-fast tiberall.

Dann gilt

lim fnd,u:/ lim fnd,u:/ fdp.

Bemerkung 6.4. Der Satz gilt auch dann, wenn [, fdu = oo ist.

Beweis. Seien
N i={z € X| 0< fa(2) < fata(z), ¥n € N},
N5 i={we x| lim ful@) = f(2)],
N := Nj U Ns.

Dann gilt nach Voraussetzung p(N) < u(N1)+u(N2) = 0. Die Folge g, := f,,1 e ist nichtnegativ,
monoton wachsend und konvergiert (iiberall) punktweise gegen g := f1 .. Nach Satz gilt
also

i [ vt [t i [ gan

Gleichzeitig gilt jedoch

/fnd,u:/ fndu+/ fndM:O+/ gndﬂz/ Indp,
X N N¢e N¢ X

sowie die analoge Rechnung fiir f und g statt f,, und g,. Schlussendlich gilt auch

/ lim fndu—/ lim fndu—l—/ lim f,du
x M0 N oo Ne oo

= fdp+0
N¢c

= / gdp = / lim gndu,
X X’I'L‘)OO

woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 6.5: Fatou

Sei (X, A, 1) ein Maflraum und sei (f,,)nen eine Folge Borel-messbarer Funktionen auf X
mit Werten in R. Falls f,, > 0 u-fast iiberall gilt, n € N, dann gilt die Ungleichung

/ liminf f,dp < liminf/ fndpe.
X n—oo X

n—oo

Bemerkung 6.6. Es geniigt fiir das Lemma bereits f, > g u-fast iiberall fiir alle n € N fiir eine
Funktion g € L'(X, A, iu). Details dazu sind in [Kii16]], Beweis von Satz 7.7 b) zu finden.
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Beweis. Sei gy, := infy>,, fi fiir n € N. Die Funktionen g,, (n € N) sind Borel-messbar und es gilt
0 < gn < gny1 p-fast tiberall fiir alle n € N. Zudem gilt

hm gn = sup inf fi = hm 1nf fn-
0 neNk2n

Des Weiteren gilt 0 < g,, < f p-fast tiberall fiir & > n, woraus

0< / gndp < / fedp, k>, also / gndp < inf / fedp,
X X X kzn [x

folgt. Durch Grenziibergang folgt nun (u.a. wegen der Monotonie der g,,)
lim gnd;z = sup/ gndp < sup 1nf / frdp = hm 1nf/ fndp.
n—o0 neN neNk

Anwendung des Satzes von Beppo Levi liefert schlussendlich (dank der monotonen Folge g,,)

n—o0

/liminffndu:/ lim g,dpy = lim / gndugliminf/ frndp.
X x M0 n—oo |y n—oo [
O

Der nachste Satz ist bekannt unter dem Namen (Lebesgue’s) Theorem der majorisierten Konver-
geng.

Satz 6.7: Lebesgue

Sei (X, A, ) ein Mallraum und seien (f,)neny und f Borel-messbare Funktionen auf X
mit lim,, o fn = f p-fast Gberall. Gilt zudem |f,,| < ¢ u-fast iiberall fiir eine Funktion
g€ LYX, A, pn),sosind f, f1, fo,... € L1(X, A, 1) und es gilt

lim fnd,u / lim fnd,u:/ fdp.
X’I’L—}OO X

n—oo

Bemerkung 6.8. Die Funktion g nennt man integrierbare Majorante.

Beweis. Alle Aussagen, die nicht Integrale betreffen, seien im Folgenden u-f.s. zu verstehen.

Aus |f,| < g und g € £! folgt sofort f,, € £'. Zudem folgt aus |f| = lim, s | f| < ¢ auch die
Integrierbarkeit von f. Wir zeigen zunéchst

lim / |frn— fldp =0. (6.1.1)
X

n—oo

Dazu betrachten wir g,, := |f| + ¢ — |fn — f| (n € N). Es gilt
0<g—Ifal=g+fl=1fl=1fal <Ifl+9—|fn = f| = gn
Folglich gilt mit dem Lemma von Fatou
[ 051+ 9= [ timint g,
X X n—oo

< liminf/ gndu
n—oo X

:liminf/ (1fl+g9—fn—f)du

n—oo X

:/(\f|+g)du—limsup/ | frn — fldp.
X n—o00 X
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Nach Voraussetzung gilt [, (|f| + g)dpu < oo, d.h. wir kénnen die Ungleichung umstellen und

erhalten 0 > limsup,, ., [y |fn — f| du. Hieraus folgt (6.1.1).
Mit Satz folgt damit

dm [ fadn= [ fdu'—

also die Behauptung des Satzes. O

i [ (- D < i [ 17, flaw=o

n—o0

Sehen wir uns ein Beispiel an, bei dem leicht nachzupriifen ist, dass Integral und Limes nicht
vertauscht werden diirfen.

Beispiel 6.9. Sei (X, A, 1) = ([0,1],B([0,1]), Aljo,1)) und sei f, = n]l[O 1] fiir n € N. Dann gilt

limy, 00 fr = 0 p-fast tiberall. Allerdings gilt einerseits

aber andererseits auch

1
/ lim f,du —/ 0dA(z) =0,
[0’1] n—oo 0

d.h. hmn—mo fX fndu 7é fX liInn—)oo fndluf

In der Tat kénnen weder der Satz iiber die monotone Konvergenz (Beppo Levi) noch der Satz iiber
die majorisierte Konvergenz (Lebesgue) angewendet werden:

* Firalle x € (75, £ ist fr_1(z) < fr(z) fir k <n, aber fu(x) =n> fuy1(z) =0, d.h. die
Funktionenfolge ist auf einer Menge nicht monoton, deren Ma/s strikt positiv ist.

* Sei g: X — R eine Majorante fiir (fn)nen, d-h. fr, = |fu| < g p-fast iiberall. Dann gilt

insbesondere
n < g(zx), fir p-fastalle xz € (n%rl, 1],
Daraus folgt jedoch
oo [ S (- t) -5
= x x n-(—— = = 00,
Xg'u Og _n:1 n n+1 n:1n+1
dh g¢ L.

Korollar 6.10

Sei (X, A, u) ein Mafraum und sei (fx)reny € M™T. Dann gilt

f > dp = fredp. (6.1.2)
[ =3 fo

Beweis. Die Folge der Partialsummen s, := Y ;_; fx € M* (n € N) ist monoton wachsend. Die
Gleichung (6.1.2) folgt mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz. (Details: Ubung) O

Das Korollar besagt nicht, dass die Ausdriicke in (6.1.2)) endlich sind. Insbesondere ist > ;2 , f
nicht notwendigerweise integrierbar.
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Korollar 6.11

Sei (X, A, p) ein Mallraum und sei (fx)gen € M. Ist

> [ i <.
k=1"%X

so konvergiert > 7, fi(z) fir p-fast alle # € X, die Reihe ist integrierbar und es gilt

(6.1.2).

Beweis. Sei g(x) := > 7, | fx(x)|. Die Funktion g: X — Ry ist nichtnegativ, messbar und inte-
grierbar, denn es gilt nach Korollar|6.10

gdp = /fkdu<00-
/. > 1

Als integrierbare Funktion ist g p-fast tiberall endlich, d.h. 7, fi(z) konvergiert (absolut) fiir
u-fast alle z € X. Sei nun

> fx(z), Reihe konvergent in z,
f(x) = q =1
0, sonst.

Die Partialsummen sind dann beschrédnkt, denn |>"}_, fi(z)| < g(z) fiir alle z € X. Folglich gilt
mit dem Satz von Lebesgue

fd,u:/ lim frdp = lim/ frdp = lim /fkdu: /fkd,u.

6.2 Der Satz von Fubini

In Abschnitt haben wir die Produkt-o-Algebra und das Produktmal$ eingefiihrt. In diesem
Abschnitt wollen wir klaren, wann wir die Integration beziiglich des Produktmafes durch wie-
derholte Integration beziiglich der Randmal3e ersetzen konnen und im Zusammenhang damit,
ob die Reihenfolge der Integration eine Rolle spielt.

6.2.1 Das Produktmal} und das zugehorige Integral

Lemma 6.12

Seien (X, A) und (Y, B) messbare Rdume. Fiir alle C' € A® Bund = € X ist
Cp:={yeY]| (z,y) eC}teB

und fiir alle y € Y ist
Cy={zeX]| (z,y) €C}e A
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Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, den ersten Teil der Aussage zu beweisen. Sei dazu
C={CecA®B| C,eB,Vx e X}.
Ziel ist es, C = A ® B zu zeigen. Fiir zwei Mengen A € A und B € B gilt stets

B, fallsz € A,

(Ax B), = {
0, fallsz ¢ A.

In beiden Fillen gilt also (A x B), € . Wenn wir zeigen konnen, dass C eine o-Algebra ist, so
folgt hieraus sofort

A®B=0c({AxB| Ac ABeB})CCC A®B,

also C = A ® B, da der Halbring Hs = {A x B| A € A, B € B} ein Erzeuger der Produkt-o-
Algebra ist. Uberpriifen wir nun, ob C die Eigenschaften einer o-Algebra besitzt:
(i) XxYel,denn (X xY), =Y € Bfirallex € X.
() IstCeC,soist C°= (X xY)\ C € C,denn fiir z € X ist C; € B und somit auch
(XX Y)\C)e ={y Y] (z,y) € (X xY)\C}
=Y\{yeV| (z,y) €C}
=Y\C, €B.

(iii) Sei (Cy)nen € C, d.h. (Cyp), € Bfiiralle » € X und n € N. Dann gilt | J,, .y C, € C, denn

(Tg\]cn)gc = {y Y| (zy) e cn}

neN
= UJ{yeY| @@y eCn}

neN

= J(Cn)z € B.

neN

O

Im néchsten Schritt werden wir die Ma3e der Mengen C,, bzw. C,, aus dem vorherigen Lemma
mit Hilfe von Integralen angeben.

Lemma 6.13

Seien (X, A, ) und (Y, B, v) zwei o-endliche MaBrdume. Fiir alle C' € A ® B gilt dann:
for X 5B amulyeY| @) €Ch) = [ letyavly)

ist eine messbare Funktion, d.h. fo € M*(X, A), und

go: Y =R, y=p({zeX]| (v,y) €C}) = /X To(z,y)du(x)

ist eine messbare Funktion, d.h. go € M™*(Y, B).

Beweis. Wir skizzieren nur den Beweis der Messbarkeit von f¢ fiir beliebiges C € A ® B.
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1. Sei v(Y) < oo, d.h. v ist nicht nur o-endlich, sondern endlich. Dann ist
D:={DecA®B| fp e MT(X, A)}
ein Dynkin-System.
2. Esist{AxB| A€ A,Be B} CD.

3. Da {Ax B| A€ A,B € B} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von A ® B ist, folgt D =
A® B.

4. Ist v nur o-endlich, so betrachte Folgen (B),),en C B mit v(B,,) < co und B,, T Y. Dann
wird durch v, (B) := v(B N B,) (n € N) ein endliches Maf§ auf B definiert.

5. Fir C € A® Bund n € Nist f/(x) := v,(C;) eine messbare Abbildung auf (X, A).

6. Fiir alle z € X gilt mit dem Satz der monotonen Konvergenz lim,, o, f(z fY lo(z,y)dv(y) =

fe(z).

7. Als Limes messbarer Funktionen ist fo selbst messbar.
O

Mit Hilfe dieser Lemmata konnen wir das Produktmal} (vgl. Satz4.24) mit Hilfe von Integralen
ausdriicken.

Satz 6.14

Seien (X, A, ) und (Y, B,r) Mafrdume mit o-endlichen Mal3en x und v. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes Mal® y ® v auf A ® B, so dass

(p@v)(Ax B)=u(A) - -v(B) (6.2.1)

fiir alle A € A und B € B gilt. Fiir jede Menge C € A ® B gilt dann
//]lc:rydu )dr(y //Ilcxydl/ )du(x). (6.2.2)

Beweis. Die Eindeutigkeit des Malf3es y ® v ist uns bereits aus Satz bekannt. Es bleibt also
lediglich zu zeigen, dass durch (6.2.2)) in der Tat ein Mal} auf A ® B definiert wird, welches
(6.2.1) erfillt. Dann ist dies automatisch das Produktmal3.

Fir C € A® B sei also
w©)i= [ ([ tetemants) ) aviy)

Da das innere Integral nach Lemma [6.13| eine nichtnegative messbare Funktion ist, konnen wir
diese beziiglich v auf Y integrieren, d.h. 7 ist wohldefiniert.

e Fir alle C € A® B ist 7(C) > 0, da in beiden Schritten eine nichtnegative Funktion

integriert wird.
e Esist
70 = [ [ sy -
vy Jx

da 1y =0 ist.
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* o-Additivitdt von 7: Seien (Cy,)nen C A ® B paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

]lUkGN Cre = Z Hck
keN

und mit Korollar ist

' <I<:L€JN Ck) - /Y /X LYy en € (2, y)dpul(@)dv(y)
- /Y /X ™ 1o, (2 y)dua)du(y)

keN

=3 [ [ 1anantan)

keN

= ZTF(Ck)

keN

* Nachweis von (6.2.1): Seien A € A und B € B. Dann gilt

W(AxB):L/}(leB(x,y)du(w)dV(y)
—// 14(x) - 1p(y)dp(r)dv(y)
Y JX

:/ ]lA(x)du(x)-/ 1p(y)dv(y)
X Y
w(A) - v(B).

* 7 ist o-endlich: Da i und v o-endlich sind, existieren Folgen (A, ),eny € A und (By,)nen C
B mit p(A4,),v(B,) < oo fiirallen € Nund A4, T X, B, 1Y. Folglich ist (A,, X By)nen C
A® B, n(Ap, x Bp) = u(A,) -v(By) < oo firallen €e Nund A, x B, 1+ X x Y.

Damit erfiillt 7 alle definierenden Eigenschaften des Produktmalf3es. Wegen dessen Eindeutigkeit
giltalso 7 = u ® v. O

6.2.2 Die Sitze von Fubini und Tonelli

Bevor wir eine Funktion, die beziiglich des Produktmalies integrierbar ist, beziiglich der ein-
zelnen Maf3e integrieren konnen, muss diese Funktion beziiglich der einzelnen Mal3e messbar
sein.

Lemma 6.15

Seien (X1, .A4;) und (X3, A2) messbare Rdume und sei f € M(X; x Xq, 4; ® Az). Dann
sind

fx15 X2 — ﬁ, To > f(xl,:cg) und
fle X1 — ﬁ, Tl f(:cl,xg)

fir alle x; € X; bzw. 23 € X5 messbare Funktionen auf (Xs, A2) bzw. (X1, 4;).
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Beweis. Fiir alle z; € X; und B € B(R) ist
S (B) ={w2 € Xa| fu,(2) € B}
={xe € Xo| f(x1,22) € B}
= {.%'2 € X9 ‘ (1'1,1'2) S fﬁl(B)} € A,
da f~1(B) € A; ® A ist (mit Lemma [6.12). O

Satz 6.16: Tonelli

Seien (X1, Ay, p1) und (Xs, As, p12) MaRriaume mit o-endlichen Maf3en und sei f € M (X x
X9, A1 ® A). Dann sind

X1 — R, T — f(ml,xg)d/@(wg) und
X2

X2 — @, o > f(l’l, :L’g)dul (.731)
X1

in M*(Xy, A1) bzw. M1 (X3, A2) und es gilt
/ f(x1,z2)dpr @ po(z1, x2) = / f(x1, z2)dper (1) dpa(z2)
X1xXo Xo J X1

- / f(z1, z2)dpa(x2)dp (z1).
X1 J X5

Beweis. Die Messbarkeit und die Vertauschungsaussage zeigt man induktiv. Fiir Indikatorfunk-
tionen ist dies bereits in Lemma und gezeigt worden. Der Ubergang zu einfachen
Funktionen erfolgt dank der Linearitéit des Integrals. Ist f € M1 (X x X5, A1 ® As), und gilt
fn 1T f flr einfache Funktionen ( f,,),cn liber dem gleichen messbaren Raum, so ist

Fn: X1 — R, Fn(-%'l) = fn(xl, wg)d/m(wz)
Xo
fir alle n € N messbar und als Grenzfunktion messbarer Funktionen ist auch
F: X1 =R, F(x1):= f(z1, zo)dpa(z2) = lim Fy(x1)
X2 n—oo

messbar. Da nur nichtnegative Funktionen integriert werden, folgt mit den vorherigen Schritten
der maltheoretischen Induktion und dem Satz der monotonen Konvergenz

/ f(x1, x2)dpy @ pa(xy, 2) = lim fo(z1, z2)dp ® pa(zy, x2)
X1 ><X2

n—oo X1 xXo

= lim /X . Jn(x1, x2)dp (1)dps(x2)

n—oo

- / lim [ fu(wr, 2)dgn (1) dpia(2s)
X

n—0o0
2 X1

= / f(x1, z2)dpr (z1)dpa(x2),
Xo J Xy

und da die Reihenfolge der Integration fiir jedes f,, beliebig ist, gilt dies auch fiir f. O

Im Gegensatz zum Satz von Tonelli erfordert der Satz von Fubini nicht, dass die zu integrie-
rende Funktion nichtnegativ ist — dafiir muss jedoch die Integrierbarkeit der Funktion gefordert
werden.
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Satz 6.17: Fubini

Seien (X1, A1, p1) und (Xa, Ao, p2) Mallrdume mit o-endlichen Mafen und sei f € £1( X7 x
Xo, A1 ® Az, 11 ® pe). Dann sind

X1 — @, T > f(l’l,xg)dug(an) und
X2

X2 — R, o f(l‘l, l’g)dﬂl (:L'l)
X1

in p;-fast tiberall bzw. po-fast tiberall integrierbar und es gilt
/ flar, 22)dpu ® po(z1, 22) = / f(@y, w2)dp (1) dpa(22)
X1 ><X2 X2 Xl

- / Flr, w2)dps(w2)dpn (21).
X1 JXo

Beweis. Zunichst einmal folgt die Integrierbarkeit direkt aus dem Satz von Tonelli, denn mit f
ist auch |f| € £} (1 ® pe) und damit

/ / (@1, 2)] dpa(e2)dp (1) = / @) dun ® pa(er, 22) < oo
X1 JXo

X1 ><X2

Eine integrierbare Funktion ist fast sicher endlich, d.h.
/ ]f(xl,xg)\ d/J,Q(xz) < oo fiir ,ul-fast alle 1 € X;.
X2

Setzen wir nun

Ny :={z1 € X1 | f(z1,-) ist nicht uy-integrierbar} .

Da f(x1,-) As-messbar ist fiir alle z; € X7, ist

le{SUlEXl

JICESERESE w0} e A

Definieren wir damit

h: X| — R Il fX2 f(xlamZ)d:uZ(x?)a T € ]\[1C
’ 0, z1 € Ny,

so ist wegen p1(Ny) =0

h(xl) = . f(l‘l, $2)du2($2) fir ul-fast alle z1 € X;.
2

Auf NY ist

floy, ao)dps(ze) = | fT (a1, 22)dps(2a) — [ f7 (21, 22)dpa(z2) < oo.
X2 X2 X2
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Insgesamt gilt damit (mit dem Satz von Tonelli fiir Positiv- und Negativteil)
/ f(w1,22)dp ® po(z1, 72)
X1 ><X2

= / (w1, 20)dpuy ® pa(z1,72) — / [ (1, xe)dpr @ po(z1, z2)
X1 ><X2 X1 ><X2

_ / (@1, w2)dus(w2)dpur (1) — / / F (1, 22)dpa(w2)dpn (1)
X1 J X9 X1 JXo

— / £ (1, 22)dpa(w2)dpn (1) — / / £ (1, w2)dpaa(2)dpan (1)
e J X, Ne Jx

i 2

= / f(x1, x2)dpa(xe)dps (1)
£/

- / f(xr, wo)dpg(2)dp (21).
X1 J X2

Vertauscht man in allen bisherigen Beweisschritten die Indizes, so haben wir damit alles gezeigt.
]

Bemerkung 6.18. Wir haben hier wiederholt verwendet, dass die Integrale zweier fast iiberall
identischer Funktionen gleich sind. Die Werte der Funktionen auf einer Nullmenge spielen dabei
keine Rolle.

6.3 Aufgaben

Aufgabe 1. Schreiben Sie den Beweis von Korollar vollstdndig auf:

Aufgabe 2. Sei Q = {q1,q2,...} eine Abzdhlung der rationalen Zahlen und sei f,: [0,1] — R
gegeben durch f(z) := 1yq, . 4.1(®) fiir © € [0, 1]. Berechnen Sie das Riemann-Integral f[o,l} fndez.
Begriinden Sie, dass weder der Satz der monotonen Konvergenz noch der Satz der majorisierten
Konvergenz fiir das Riemann-Integral gelten.

Aufgabe 3. Uberpriifen Sie, ob Fatou’s Lemma auf die Folge reellwertiger Funktionen (f,)nen C
Abb(R; R) mit f, = —%]l[mﬂﬂ anwendbar ist und ob die Ungleichung gilt.

Aufgabe 4. Zeigen Sie Schritte 2 und 3 aus dem Beweis von Lemma (6.13

Aufgabe 5. Sei (X, A, u) ein Mafsraum und sei f € M eine (Borel-)messbare Funktion mit
Werten in Ry. Sei p ® A das Produktmafs auf (X x R, A® B(R)), wobei X\ das Lebesgue-Ma/3 sei.
Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Tonelli (@ \)(A) fiir die Menge

A={(z.y) e X xR| 0<y < f(x)}.
Ergdnzung: (u ® \)(A) kann interpretiert werden als der Flacheninhalt unter dem Graphen der

Funktion f|4. Wie kann man sich die beiden Formeln des Flacheninhaltes nach Tonelli anschau-
lich vorstellen?

Aufgabe 6. Sei g: R?> — R wie folgt gegeben:

g(w,y)z Ty

Zeigen Sie:
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a) g ¢ L'(R?), d.h. die (Lebesgue-)Integrale von Positiv- und Negativteil haben den Wert +oc.

b) Die Integrale beziiglich x und y sind nicht vertauschbar, denn

1,1 1,1
/ / g(z,y)dedy = —1, aber / / g(z,y)dydx = 1.
0 JO 0 Jo

6.4 English terminology

majorisierte Konvergenz dominated convergence
Majorante dominating function
Vertauschen von Grenzprozessen interchange of limiting operations




Kapitel 7

Der Satz von Radon-Nikodym

Ziele

O Malfde mit Hilfe von messbaren Funktionen auf einem MalSraum definieren
O wissen, was absolutstetige Malfde sind, Charakterisierung (e-6-Kriterium) kennen
O Satz von Radon-Nikodym kennen

O die Radon-Nikodym-Dichte in konkreten Beispielen ansehen

7.1 Motivation

Ist eine nichtnegative messbare Funktion auf einem Mafraum gegeben, so kann man in folgen-
der Weise ein neues Mal? definieren:

Satz 7.1

Sei (X, A, p) ein MaBraum und sei f € M™. Dann wird durch
viA—1[0,00], A—v(A):= / fdu
A
ein Ma@ auf A definiert.

Beweis. Esist v(()) = 0, denn

1/(0)Z/mfduz/xflmduz/XOdMZM(@)=0-

Des Weiteren ist v(A) > 0 fiir alle A € A. Schlussendlich seien (Ay)ren C A paarweise disjunkte
Mengen mit A := | J; .y Ax. Dann gilt mit Korollar

V(A):/Afdu=/Xf];hkdu:;/thkdu:;umk).

Somit ist v in der Tat ein Maf3 auf A. O

Die Frage, die wir in diesem Kapitel beantworten wollen, ist, ob bzw. unter welchen Bedingun-
gen auch die Umkehrung moglich ist. Mit anderen Worten: Kann man (unter gewissen Voraus-
setzungen) zu zwei Malden i und v eine Funktion f finden, damit obige Beziehung gilt?

99
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7.2 Absolutstetige Maf3e

Definition 7.2

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und seien p und v zwei Mal3e auf A. v heildt absolutstetig
beziiglich p, falls fiir alle A € A gilt:

p(A)=0 =wv(A)=0.
Wir schreiben in diesem Fall v < p.

Beispiel 7.3 (Ein Gegenbeispiel). Seien X = [0,1], A = B([0,1]), u := A[[0, 1] das Lebesgue-
Maf3 auf A und v := &y das Dirac-Mafs im Punkt 0. Dann gilt u 4« v und v & p, denn es gilt
beispielsweise

* A\({0}) =0, aber 60({0}) = 1,

* 50([3,1]) = 0, aber A([3,1]) = 1.
Fiir zwei endliche Mal3e gibt es folgende Charakterisierung der Absolutstetigkeit:

Satz 7.4

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und seien p und v endliche Mal3e auf A. Dann ist v < p
genau dann, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Mengen A € A mit
u(A) < 0 stets v(A) < e gilt.

Beweis. In Kurzschreibweise wollen wir zeigen:
vy <= (Me>036>0: u(A)<d=v(A) <e)
»e=“ Sei A € A mit u(A) = 0, d.h. insbesondere p(A) < ¢ fiir alle § > 0. Dann gilt nach
Voraussetzung v(A) < ¢ fiir alle ¢ > 0, d.h. v(A) = 0. Folglich ist v < p.

»——“: Wir zeigen die Kontraposition, d.h. wir nehmen an, dass das ¢-d-Kriterium nicht erfiillt
sei. Dann gibt es ein € > 0 und eine Folge (A,,),en C A mit

w(Ay) <27 und v(4,)>e VneNl.
Seien nun o o -
A :=limsup A, = ﬂ U A, und B, := U A

n—o00 — _
n=1m=n m=n

Da B, | A gilt, folgt fiir alle n € N

p(A) < p(By,) = p ( U Am) <Y Ay) <Y 2 =27,

Folglich ist 4(A) = 0. Andererseits gilt wegen der Stetigkeit des Mal3es von oben (gilt nach
Satz(3.13|wegen v endlich)

v(A) = nh_)rgo v(B,) > limsupv(4,) > & >0,

n—oo

d.h. v £ p.
O
Bemerkung 7.5. Mit dem aus Stochastik I bekannten Satz von Borel-Cantelli hdtte man ju(A) = 0

sofort schlussfolgern konnen. Da wir Borel-Cantelli in dieser Veranstaltung nicht bewiesen haben,
ist der Beweis hier ohne diesen Satz gefiihrt.
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7.3 Der Satz von Radon-Nikodym
Satz 7.6: Radon-Nikodym

Sei (X, A, 1) ein MaBraum mit einem c-endlichen Maf 4. Ist v ein weiteres Mal} auf A, so
sind folgende Aussagen dquivalent:

M v<p
(2) 3f € M*: v(A) = [, fdp, VA € A,

Die Funktion f wird als Radon-Nikodym-Dichte oder -Ableitung bezeichnet und sie ist u-fast
iiberall eindeutig bestimmt.

Notation

Ist v < p fiir zwei o-endliche Maf3e 1 und v auf einem messbaren Raum (X, .A), so schreibt
man fiir die Radon-Nikodym-Dichte auch f = S—Z. Damit ist

dv
VA:/d, VA e A.
(A) L

Beweis. Der Beweis von (2) = (1) ist unter Beachtung von Satz nicht lang und ist Inhalt
einer Ubungsaufgabe.

Der Beweis von (1) geht iiber den Anspruch dieser Veranstaltung hinaus. Quellen fiir diesen
Beweis sind beispielsweise Abschnitt 2 in Kaptitel VII in [Els11] oder Kapitel 8 in [Hen19]]. Die
Idee besteht darin, zunéchst die Dichte fiir den Fall v < p zu zeigen und anschliel3end zu zeigen,
dass v und p absolutstetig beziiglich v + p sind. Somit existieren Dichten von v beziiglich v + u
und von g beziiglich v + p und der Quotient dieser beiden Dichten (bzw. 0 wann immer durch
0 geteilt werden wiirde) ist die Dichte von v beziiglich p. O

Beispiel 7.7 (Standardnormalverteilung). Seien X = R, A = B(R) und i = A|g. Sei weiterhin

1 z?
f(x) = \/—Q?exp (—2> , el

Dann wird durch
P:A—-R, A—P(4):= / f(z)dz
A

ein (Wahrscheinlichkeits-)Maf3 auf der Borel-c-Algebra definiert, wobei [ -dz = [ -d\(x) die Inte-
gration begiiglich des Lebesgue-Mafses beschreibt. Nach Konstruktion ist P < A\, d.h. das Mafs der
Standardnormalverteilung ist absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafes.

Beispiel 7.8 (Binomialverteilung). Seien X = {0,...,n}, A = P(X) (die Potenzmenge) und p
das Zdhlma/s auf A, d.h.
u(A) =|Al, AeA

Fiir ein p € (0, 1) sei weiterhin f: X — R, wie folgt gegeben:

f() = <Z>px(1 —p)"F, zeX.
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Dann wird durch
P(A) := / fAdu=>"flk) =) (k> pr(1—p)"*, AeA
keA keA
ein Mafs auf A definiert, welches absolutstetig beziiglich des ZdhlmafSes ist — das Wahrscheinlich-

keitsmafs der Binomialverteilung.

Sehen wir uns nun ein Beispiel fiir die Richtung (1) = (2) an, d.h. wie kann man konkret eine
solche Radon-Nikodym-Dichte konstruieren?

Beispiel 7.9 (Absolutstetige Maf3e auf P(N)). Sei (X, A) = (N,P(N)) und seien v < u zwei

Majf3e auf A. Seien zudem (py)ren und (qi)ren derart, dass ju(A) = >, caprund v(A) =3 o4 Gk
ist fiir alle A € A. In dieser Situation impliziert v < p

kaO :>qk:0.

Folglich gilt fiir alle A € A

)= ag= Y %,

keA k€A, p7£0

Setzen wir also

qdk
f(k) = PR CRLUS

so ist fiir alle A € A

=3 s pk—/fdn

keA

Bemerkung 7.10 (Absolutstetige Male und Funktionen). Den Begriff der Absolutstetigkeit gibt es
auch fiir Funktionen — siehe Definition im Anhang. Fiir endliche MafSe i auf einem messbaren
Raum (R, B(R)) sind folgende Aussagen dquivalent:

(D p<A
(2) die Verteilungsfunktion F(x) := u((—o0, z]) (x € R) ist absolutstetig.

Die Dichte ist in diesem Fall \-fast iiberall gegeben durch ?1—’;\‘ = F’ — siehe Hauptsatz der Analysis
(Satz[B.26)).

7.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Zeigen Sie die Implikation (2) = (1) im Satz von Radon-Nikodym.

Aufgabe 2. Sei (X, A, ;1) ein Mafraum, f € Mt und v(A) := [, fdu fiir alle A € A. Zeigen Sie,
dass fiir jede Funktion g € M™ gilt:
/ gdv = / gfdpu.
X X

Hinweis: MafStheoretische Induktion beziiglich g.

Aufgabe 3. Sei p € (0,1) und sei P, das Maf$ zu Bin(n, p) fiir ein n € N. Fiir welche m,n € N gilt
P, <« P,,? Wie lautet die Dichte fiir n = m, d.h. %?

7.5 English terminology

absolutstetig absolutely continuous
(Zahl-)Dichte (counting) density




Anhang A

Grundlagen der Logik und
Mengenlehre

A.1 Grundlagen der Logik

Die Mathematik ist dem Namen nach die Kunst des Lernens. Zwar gibt es keine allgemeingiilti-
ge Definition der Mathematik selbst, jedoch ist ein fundamentaler Aspekt der Mathematik die
Verwendung logischer Argumente um den Wahrheitsgehalt von Aussagen zu iiberpriifen. Das
Beweisen ist somit ein elementarer Bestandteil aller Bereiche der Mathematik.

Beispiel A.1. Sind folgende Deduktionen korrekt?

(i) Elefanten sind Sdugetiere. Dumbo ist ein Elefant. Also ist Dumbo ein Sdugetier.
(ii) Dozenten stehen an der Tafel. Frau Bielagk steht an der Tafel. Also ist Frau Bielagk Dozent(in).
(iii) Berlin liegt in Deutschland, Deutschland liegt in Europa, also liegt Berlin in Europa.

(iv) Einige Pflanzen sind Fleischfresser. Einige Fleischfresser sind Katzen. Also sind einige Pflanzen
Katzen.

Um richtige und falsche Schlussweisen besser unterscheiden und selbst korrekte Beweise fiithren
zu konnen, befassen wir uns zunichst mit elementarer Logik.

A.1.1 Aussagen und Logische Verkniipfungen

Unter Aussagen verstehen wir Sétze, deren Wahrheitsgehalt in einem gegebenen Kontext stets
mit wahr oder falsch angegeben werden kann.

Beispiel A.2.

» ,Dienstag ist ein Wochentag” und ,, 1 = 1“ sind wahre Aussagen.
» ,Dienstag ist ein Monat“ und ,,1 = 2“ sind falsche Aussagen.

» ,Was bedeutet das? “ ist zwar ein sinnvoller Satz, jedoch keine Aussage. Ebenso ist ,,1 + 3%
keine Aussage. ,,x — 3 = 4“ ist ebenfalls keine Aussage (sondern eine Aussageform), ,wenn
x = Tist, dann ist x — 3 = 4“ hingegen schon.

Man kann verschiedene Aussagen durch sogenannte Junktoren verkniipfen. Dies wollen wir an
einem Beispiel verdeutlichen:

A-1
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Die Sonne scheint und die Kinder spielen im Garten.
A A B
Die Sonne scheint oder die Kinder spielen im Garten.
A v B
Wenn die Sonne scheint, dann spielen die Kinder im Garten.
A == B
Genau dann wenn die Sonne scheint, (dann) spielen die Kinder im Garten.
A = B

Zudem koénnen wir eine Aussage immer negieren: Ist A die Aussage ,die Sonne scheint®, so ist
—A die Aussage ,,die Sonne scheint nicht®.

Formal konnen wir diese Verkniipfungen wie folgt einfiihren:

Konjunktion Die Konjunktion A A B zweier Aussagen A und B ist genau dann wahr, wenn
beide Aussagen wahr sind.

Disjunktion Die Disjunktion AV B zweier Aussagen A und B ist genau dann falsch, wenn beide
Aussagen falsch sind.

Konditional Die Aussage A = B ist genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist.

Aquivalenz Zwei Aussagen A und B sind genau dann logisch dquivalent (A <= B), wenn sie
unter den gleichen Bedingungen wahr oder falsch sind.

Negation Die Negation —A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

Bemerkung A.3. Hat man eine wahre Aussage A = B vorliegen, so sagt man, A sei hinreichend
fiir B bzw. B sei notwendig fiir A.

Abhéngig davon, ob Aussagen A und B wahr (w) oder falsch (f) sind, kann man den Wahrheits-
gehalt der verkniipften Aussagen bestimmen:

A B —-A ANB AV B A= B A < B
w w f w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f w f f w w

Satz A.4: De Morgan’sche Regeln der Aussagenlogik

Seien A und B beliebige Aussagen. Dann gelten folgende Regeln:

—“(AAB) < —-AV-B,
-(AVB) < -AAN-B.

Bevor wir uns ansehen, wie eine solche Aussage bewiesen werden kann, wollen wir uns anhand
eines Beispiels die Aussage dieser Regeln verdeutlichen.
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Beispiel A.5. Betrachten wir zwei Aussagen und die daraus entstehenden zusammengesetzten Aus-
sagen:

A = ,,Die S-Bahn kommt piinktlich.“
B = ,,Der Bus kommt piinktlich.“
A A B =, Die S-Bahn und der Bus sind piinktlich.“
—(A A B) =,,S-Bahn und Bus sind nicht beide piinktlich.“
- A = ,,Die S-Bahn kommt nicht piinktlich.“
—B = ,,Der Bus kommt nicht piinktlich.“
- AV =B =, Die S-Bahn oder der Bus oder beide kommen nicht piinktlich.“

Sowohl ~(A A B) als auch = AV —B sagen also aus, dass mindestens eines der beiden Verkehrsmittel
unpiinktlich kommt.

Beweis von Satz

Wir zeigen an dieser Stelle nur die erste der beiden Aussagen. Die Beweismethode ist fiir die
zweite Aussage identisch. Um zu zeigen, dass zwei Aussagen identisch sind, miissen wir mit
Hilfe von Wahrheitstafeln alle moglichen Félle untersuchen.

A | B ANB | =-(AAB) -A | -B | "AV-B
w w w f f f f
w f f w f w w
f w f w w f w
f f f w w w w

Dain allen Féllen —=(AAB) und —~AV—B die gleichen Wahrheitswerte haben, sind beide Aussagen
aquivalent. O

A.1.2 Grundlegende Beweistechniken

Satz A.6

Seien A, B und C beliebige Aussagen. Dann gelten folgende Regeln:

. A <= Bistdquivalent zu (A = B) A (B = A);

. A = B ist 4quivalent zu -B = —A (Kontraposition);

. A = B ist dquivalent zu —(A A =B) (Widerspruchsbeweis);
. AN (A = B) impliziert B (Abtrennregel);

gu b~ W N =

. (A= B) A (B = C) impliziert A = C (Kettenregel).

Die Aussagen dieses Satzes sind die Grundpfeiler mathematischer Beweise. Es gibt noch weitere
Beweismethoden (vollstindige Induktion, Beweis durch Fallunterscheidung, Diagonalverfahren,
Schubfachprinzip, ...), die jedoch besser an entsprechender Stelle dieser oder anderer Vorlesun-
gen vorgestellt werden.

Bemerkung A.7. Insbesondere ist im Gegensatz zur Kontraposition A = B nicht dquivalent zu
B = A. Ist eine Aussage vom Typ ,,aus A folgt B“ zu zeigen, d.h. eine Aussage vom Typ A = B,
so nennt man A Pramisse (oder Voraussetzung) und B Konklusion (oder Schlussfolgerung). Bei
Beweisaufgaben ist es sinnvoll, zundchst Voraussetzungen und Schlussfolgerungen zu identifizieren
Fehlschliisse zu vermeiden.
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Bemerkung A.8.

Betrachten wir die Aussageformen A ,,x + 1 ist eine gerade Zahl“ und B ,,x ist eine ungerade Zahl*.

1.

Die Aquivalenz von Aussagen A und B kann gezeigt werden, indem sowohl die ,,Hinrichtung“
A = B als auch die ,Riickrichtung“ A < B (bzw. B = A) bewiesen werden. In diesem Fall
zeigt man also:

* A= B:,Wenn x + 1 gerade ist, dann ist x ungerade.“
* B = A: ,Wenn x ungerade ist, dann ist x + 1 gerade.“

Aquivalent zu A = B ist die Aussage ~B = —A, d.h. ,Wenn x nicht ungerade ist, dann ist
x + 1 nicht gerade.“

Ebenfalls dquivalent zu A = B ist die Aussage =(AA—B), d.h. ,,Es gilt nicht gleichzeitig, dass
x + 1 gerade ist und x nicht ungerade ist.“

Die vierte Aussage sagt uns: Wenn Aussage A wahr ist und aus Aussage A Aussage B folgt,
dann ist Aussage B wahr. Lisst man die Uberpriifung der Wahrheit von A weg, so kann man
alles Mégliche schlussfolgern. Beispielsweise ist die Aussage ,,wenn 2 ungerade ist, dann ist 3
gerade” wahr. Sinnvoll angewandt wird eine Implikation A = B also nur dann, wenn wir
mit einer wahren Aussage starten, z.B. ,4 ist gerade und der Vorgdnger einer geraden Zahl ist
ungerade, folglich ist 3 ungerade.“

Die fiinfte Aussage erlaubt es uns, eine Implikation durch Aneinanderreihung mehrerer be-
kannter Implikationen zu zeigen. Zudem kénnen wir diese Methode nutzen um die Aquivalenz
mehrerer Aussagen zu zeigen. Zum Beispiel folgt aus A = B = C = A, dass die Aussagen
A, B und C dquivalent sind. Der Unterschied zwischen Aussagen (iii) und (iv) im Einfiih-
rungsbeispiel die beide scheinbar diese Form haben, werden wir im ndchsten Abschnitt
erarbeiten.

Folgerung A.9: Die Beweismethoden Kontraposition & Widerspruchsbeweis

Wenn A = B gezeigt werden soll, d.h. aus der Giiltigkeit von A folgt die Giiltigkeit von
B, so kann man an Stelle eines direkten Beweisen eine der folgenden Beweisstrategien
wahlen:

Kontraposition: Man nimmt an, dass =B wabhr ist und zeigt, dass dies die Giiltigkeit von
- A impliziert.

Widerspruchsbeweis: Mann nimmt an, dass A und —B wahr sind und kommt durch logi-

sche Argumente zu einem Widerspruch.

Beispiel A.10. Als Beispiel wollen wir zeigen, dass aus x = y folgt, dass 2% = y? ist.

Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass 2* # y? ist. Dann ist 0 # 2% — y?> = (v — y)(x + ).

Da ein Produkt genau dann Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, impliziert das, dass
x—1y #0und x + y # 0ist, d.h. insbesondere ist x # y. O

Widerspruchsbeweis: Nehmen wir an, dass x = y und 22 # y? gelten. Dann ist 0 # x> — y*> =

(—y)z+y) =0-(r+y) =0,dh 0 # 0. Dies ist ein Widerspruch. Folglich kann die
Annahme nicht stimmen. O
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Beweis von Satz
Beweis von Aussage 1:
A | B A< B | A=B | B=A (A= B)A(B=A)
w w w w w w
w f f f w f
f w f w f f
f f w w w w
Beweis von Aussage 2:
A B A= B -A -B -B = -A
w w w f f w
w f f f w f
f w w w f w
f f w w w w

Beweis von Aussage 3:

A | B A=B | -B | AN-B | -(AAN-B)
w w w f f w
w f f w w f
f w w f f w
f f w w f w

Beweis von Aussage 4:

In diesem Fall ist keine Aquivalenz zwischen Aussagen zu zeigen, sondern es muss nachgewiesen
werden, dass die Aussage A A (A = B) = B immer wahr ist.

A | B A=B | AN(A=B) AN(A=B)=B
w | w w w w
w f f f w
f w w f w
f f w f w

Beweis von Aussage 5:

alBlc| asB | Boc | AFBN T 4o | (A=BNB=C)
(B=0C) = (A= 0C)
w | w w w w w w w
w f w f w f w w
f w w w w w w w
f f w w w w w w
w w f w f f f w
w f f f w f f w
f w f w f f w w
f f f w w w w w
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A.1.3 Rechnen mit Quantoren

Neben den bisher genannten Aussagen, die meist ein einzelnes Objekt betrafen, gibt es auch
Aussagen, die eine ganze Klasse von Objekten betreffen. Einige Beispiele:

* ,Nachts sind alle Katzen grau.“
e Es gibt natiirliche Zahlen a, b und c, die die Gleichung a® + b* = ¢? erfiillen.“
» Es gibt Vierecke, deren Seiten alle gleich lang sind.“
* Es gibt keine lineare Gleichung, die genau zwei Losungen hat.“
Wir fiihren fiir die Quantoren ,fiir alle“ und ,,es gibt“ Schreibweisen ein, die zwei Vorteile ha-

ben. Zum einen ist es so moglich, Satze durch Zeichenfolgen stark verkiirzt darzustellen. Zum
anderen ist es auf diese Art leichter, die Negation von Aussagen systematisch zu lernen.

Vz: A(xr) bedeutet fiir alle x ist A(x) wahr®

Jz: A(z) bedeutet ,es existiert ein z, fiir das A(x) wahr ist”

Pz: A(x) bedeutet es existiert kein z, fiir das A(x) wahr ist“

dlz: A(x) bedeutet ,es existiert genau ein z, fiir das A(x) wahr ist*

Bemerkung A.11. Das Symbol V nennt man Allquantor, das Symbol 3 nennt man Existenzquan-
tor.

Beispiel A.12.
Die Aussage ,,Zu jeder Zahl x existiert eine Zahl y, so dass x+y = 0 ist, ldsst sich wie folgt iibersetzen:

Vedy:x+y=0.

Die Reihenfolge der Quantoren ist dabei entscheidend, was wir an folgendem Beispiel exempla-
risch sehen.!

Beispiel A.13. Die Variablen m und s sollen alle Menschen und Obstsorten bezeichnen. Sei A(m, s)
die Aussage, dass m die Obstsorte s gern isst. Dann sind folgende Aussagen grundverschieden:

* Vmds: A(m,s) bedeutet fiir alle Menschen existiert (mindestens) eine Obstsorte, die dieser
Mensch gerne isst”.

* 3sVm: A(m,s) bedeutet ,es existiert eine Obstsorte, die alle Menschen gern essen.
Kommen wir nun zur Negation von Aussagen.

Merkregel A.14: Negation von Aussagen mit Quantoren

Die Verneinung einer Existenzaussage ist eine Allaussage und die Verneinung einer Allaus-
sage ist eine Existenzaussage.

—(Jz: A(z)) < Vz:-A(zx)
—(Vz: A(z)) <=  Jz:-Az)

An einem Beispiel wollen wir zeigen, wie man systematisch eine beliebige Aussage, die Quan-
toren enthélt, negieren kann. Wir betrachten dazu folgende Aussage: ,,Alle Rosen sind verwelkt
oder teuer.”

!Die Reihenfolge kann nur dann ignoriert werden, wenn mehrere Quantoren der gleichen Art hintereinander
stehen, z.B. ist VzVy gleichbedeutend mit VyVz und wird somit auch zu Vz, y abgekdirzt.
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Mathematisierung: Sei x eine freie Variable, die fiir jede beliebige Rose stehen kann. Fiir ein
festes x formulieren wir zwei Aussagen:
A(z) = ,Die Rose ist verwelkt.“

B(x) = ,Die Rose ist teuer.”

Kritische Betrachtung: Bei der Mathematisierung nehmen wir an, dass wir wissen, auf welche
Gesamtheit an Rosen die Aussage zutreffen soll (in einem bestimmten Blumenladen, am
Valentinstag in jedem Blumenladen Deutschlands oder gar in jedem Blumenladen iiberall
in der Welt). Zudem miissen wir ein gemeinsames Verstindnis dafiir haben, wann eine
Rose als verwelkt oder teuer gilt.

Formulierund der Aussage: Vz: (A(x) V B(x))
Negation der Aussage: Jx: —(A(z) V B(x))

Vereinfachung der negierten Aussage: Mit Hilfe der De Morgan’schen Regeln kann man die
negierte Aussage umformulieren:

Jz: (-A(z) AN —B(x))
Riickiibersetzung: ,Es gibt (mindestens) eine Rose, die weder verwelkt noch teuer ist.“

Folgerung A.15
Um eine Allaussage zu widerlegen, geniigt es, ein einziges Gegenbeispiel zu finden.

Beispiel A.16. Die Behauptung, alle Primzahlen seien ungerade, ldsst sich durch Angeben der Prim-
zahl 2 widerlegen. Um als Beweis zu gelten, muss dabei gezeigt werden, dass 2 eine gerade Zahl ist
und dass es eine Primzahl ist.

A.2 Mengen

Unter einer 'Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
’Elemente’ von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Georg Cantor (1915)
Beispiel A.17 (Beispiele fiir Mengen).

* {0,1} ist die endliche Menge, die nur die Zahlen 0 und 1 enthdlt;

* {0, 0, 0} ist eine Menge, die drei Polyeder enthdlt, ndmlich ein Vier-, ein Fiinf- und ein Sechs-
eck.

* N={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen;
* R = {z| zreelle Zahl} bezeichnet die Menge der reellen Zahlen;

Ob Elemente zu einer Menge dazugehéren oder nicht!, kénnen wir wie folgt verkiirzt schrei-
ben:

Eine grundlegende Forderung an Mengen ist in diesem Sinne, dass feststellbar sein muss, ob Elemente zu einer
Menge gehoren oder nicht. Aus diesem Grund spricht man auch nicht von der Menge aller Mengen, da es sonst zu
Widerspriichen kommen kann. In diesem Zusammenhang spricht man stattdessen von Klassen. Andernfalls miisste
man sich mit dem Paradoxon befassen, welche Menge als die Menge aller Mengen, die sich nicht nicht selbst ent-
halten, beschrieben werden kann. Etwas anschaulicher: Definieren wir den Barbier als denjenigen, der genau all die
Menschen rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Und wer rasiert den Barbier?
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Notation

Ist 2 Element der Menge A, so schreiben wir = € A; andernfalls schreiben wir = ¢ A.

Aus den Beispielen sehen wir, dass es unterschiedliche Arten gibt, Mengen zu notieren. Diese
konnen wir wie folgt kategorisieren:

1. Eine endliche Menge wird iiblicherweise durch Aufzdhlung ihrer Elemente dargestellt, z.B.
A={1,2,3}.

2. Auch unendliche Mengen konnen durch Aufzihlung notiert werden, sofern sie durch logi-
sche Fortsetzung eindeutig identifiziert werden konnen:

Z={.,-3-2,-1,0,1,23, ..}

ist die Menge der ganzen Zahlen. Wenn es jedoch eine Moglichkeit gibt, diese moglicher-
weise nicht eindeutige Form zu umgehen, so ist diese Form zu wéhlen.

3. Ist eine Aufzdhlung der Elemente einer Menge nicht moglich oder erscheint dies als zu
kompliziert, so kann man eine Menge beschreiben, zum Beispiel ist

0,1]={zeR|0<z <1}
ist das abgeschlossene Intervall von O bis 1.

Bei allen Notationen mit Mengenklammern (geschweiften Klammern, d.h. {...}) spielt die Rei-
henfolge der Elemente fiir die Menge keine Rolle. Insbesondere bezeichnen {0,1} und {1,0}
die gleiche Menge. Es ist eine {ibliche Konvention, dass jedes Element einer Menge nur einmal
aufgezahlt wird.

Beispiel A.18 (Weitere Beispiele fiir Mengen).
* Q bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen;
* (0,1) ={z € R| 0 <z < 1} ist das offene Intervall von 0 bis 1;
* () bzw. {} ist die leere Menge;
* 27 ={z € Z| zist durch 2 teilbar} ist die Menge der geraden Zahlen.

Definition A.19: Teilmenge

Eine Menge A heil3t Teilmenge einer Menge B, falls aus = € A auch x € B folgt.

Notation
* A C Boder A C B fiir echte Teilmengen, d.h. A ist eine Teilmenge von B und es

existiert mindestens ein x € B mit = ¢ A;

* A C Boder A C B fiir einfache Teilmenge, d.h. A ist eine Teilmenge von B, mogli-
cherweise ist sogar A = B.

Kurzschreibweise der Definition:
ACB = (xe A=z € B)
Beispiel A.20 (Beispiele fiir Teilmengen und solche, die es nicht sind).
e {1,2,3} CN;
e —1¢ N, alsoist {-1,1} Z N;
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Satz A.21

Fiir jede Menge M gilt sowohl M C M als auch () C M.

Beweis. Sei M eine beliebige Menge. Beweisen wir zunéchst die erste Aussage durch direkte
Anwendung der Definition.
reEM — =zxzeM

ist giiltig fiir jede Menge M. Daraus folgt, dass M C M ist.

Die zweite Aussage beweisen wir durch Annahme des Gegenteils und Herleitung eines Wider-
spruchs: Nehmen wir an, es existiere eine Menge M mit der Eigenschaft dass ) £ M. Dann
gilt (mit den Regeln zur Negation einer Aussage), dass ein = € () existiert mit x ¢ M. Da die
leere Menge allerdings keine Elemente enthélt, kann sie insbesondere kein Element mit dieser
Eigenschaft enthalten, d.h. wir haben einen Widerspruch. Es kann also keine Menge M geben
mit der Eigenschaft ) ¢ M. Im Umkehrschluss heif3t das also, dass jede Menge M die leere
Menge enthalt, was gerade die zu behauptende Aussage ist. O]

Beispiel A.22 (Mengen von Mengen). Ob ein Objekt Element oder Teilmenge einer Menge ist, ist
unter Umstdnden vom Kontext abhdngig. Betrachten wir dazu folgende Menge von Mengen, welche
man daher auch als Mengensystem bezeichnet:

M = {N7Z7Q7R}a

d.h. die Elemente von M sind die natiirlichen, die gangen, die rationalen und die reellen Zahlen.
Man schreibt damit
Ne M, aber NCZ.

Definition A.23: Gleichheit von Mengen

Zwei Mengen A und B heilden gleich, in Zeichen A = B, wenn A Teilmenge von B und B
Teilmenge von A ist.

Kurzschreibweise der Definition:
A=B << ((ACB)A(BCA) <<= ((x€A) <= (reB))

Beispiel A.24. Wir haben bereits behauptet, dass die Mengen A = {0,1} und B = {1,0} gleich
sind. Ubergzeugen wir uns, dass dies auch nach der Definition der Mengengleichheit der Fall ist:

* Einerseits kann man iiber die gegenseitige Inklusion argumentieren: Fiir alle x € A (ndmlich
0 und 1) gilt auch = € B, d.-h. A C B. Mit dem gleichen Argument gilt auch die Umkehrung.

e Andererseits kann man iiber die Elemente von A und B und die Aquivalenzaussage argumen-
tieren. Einerseits gilt t € A = x € B, wie wir schnell fiir die einzigen beiden Elemente, O
und 1, iiberpriifen. Andererseits gilt auch die Umkehrung: x € B = x € A. Daraus folgt die
behauptete Aquivalenz.
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Definition A.25: Mengenoperationen

1. Sind A und B Mengen, so bezeichnet man die Menge der Elemente, die sowohl in A
als auch in B enthalten sind, als Durchschnitt von A und B.

ANB={z| x € Aund z € B}

2. Sind A und B Mengen, so bezeichnet man die Menge der Elemente, die entweder in
A oder in B oder in beiden enthalten sind, als Vereinigung von A und B.

AUB={z| z € Aoder xz € B}

3. Sind A und B Mengen, so bezeichnet man die Menge der Elemente, die in A, aber
nicht in B enthalten sind, als Differenz von A und B.

A\B={z|zc€Aundx ¢ B} ={x € A| x ¢ B}

4. Sind A und B Mengen, so bezeichnet man die Menge der Elemente, die entweder in
A oder in B enthalten sind, als symmetrische Differenz von A und B.

AAB ={z| € A\ Boderz € B\ A}

Diese Definitionen kann man sich mit Hilfe von Venn-Diagrammen verdeutlichen:

ANB AUB A\ B AAB

Beispiel A.26. Seien A = {1,2,3} und B = {3,4}. Dann gilt:

ANB={1,2,3}n{3,4} = {3},
AUB={1,2,3}U{3,4} = {1,2,3,4},
A\ B ={1,2,3}\ {3,4} = {1,2},
AAB = {1,2,3}A{3,4} = {1,2,4}.

Satz A.27: Rechengesetze fiir Durchschnitte und Vereinigungen von Mengen

Fiir beliebige Mengen A, B und C gelten die Kommutativgesetze
ANB=BnNA und AUB=BUA,
die Assoziativgesetze
AN(BNC)=(ANnB)NC und AU(BUC)=(AUB)UC
und die Distributivgesetze

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AUBNC)=(AUB)N(AUCQC).
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Beweis. Beginnen wir mit dem Kommutativgesetz fiir Schnittmengen:

Esist x € AN B genau dann, wenn = € A und x € B ist, d.h.
r€ANB <= (xe€A)AN(zxeB). (A.2.1)

Da die Konjunktion (A) zweier Aussagen symmetrisch beziiglich der Aussagen ist, d.h. da AA B
dquivalent ist zur Aussage B A A, gilt also

(reAN(xeB) < (reB)AN(xecA). (A.2.2)
Setzen wir wieder die Definition der Schnittmenge ein, so erhalten wir
(xreB)AN(zxeAd) < zeBNA (A.2.3)
Aus der Kette von Aquivalenzen in (A.2.1)), und folgt ANB = BN A.

Etwas kompakter zeigen wir noch das erste der beiden Distributivgesetze, wobei wir das ent-
sprechende Distributivgesetz fiir die logischen Junktoren A und V benutzen:

re AN (BUCQ) (xe A)N(x e (BUCQO))
(ze AN ((xeB)V(zel))
(zeA)N(xeB)V(zreA)A(xel))
(reANB)V(ze ANC)
U

re(ANB)U(ANC).
Die iibrigen Aussagen zeigt man analog. O

Auf Grund der Kommutativ- und Assoziativgesetze fiir Vereinigungen und Schnitte von Mengen
konnen wir Vereinigungen und Schnittmengen von mehr als zwei Mengen definieren ohne auf
die Reihenfolge oder Klammern achten zu miissen.

Fiir Vereinigungen und Schnittmengen von mehr als zwei Mengen gibt es eine geeignete Nota-
tion:

Udi=J{Ailiery  bzw (A= {Ai|iel},

i€l iel

wobei I eine beliebige Indexmenge sein kann. Man nennt 7 in diesem Fall den Index der Menge
A;.

Beispiel A.28 (Vereinigungen und Schnittmengen).

* endliche Vereinigung: U?:l A =A1UAU As;

endlicher Schnitt: (., A = AiNAsN...N A, (mitn € N);

(abzdhlbar) unendliche Vereinigung: |, cn{n} = N;

(abzdhlbar) unendlicher Schnitt: (), [0, 2] = {0};

(itberabzdhlbar) unendliche Vereinigung: \J,c(o {2z} = {z| = € [0,1]} = [0,1].

Wahrend bei den bisherigen Mengen die Reihenfolge der Aufzdhlung keine Rolle gespielt hat
und auch wiederholt aufgezihlte Elemente die Menge nicht verdndern, gibt es auch die Mog-
lichkeit, Mengen nach ihrer Sortierung zu unterscheiden.

Wihrend {a, b} die Menge ist, die die Elemente a und b enthélt, verstehen wir unter (a,b) das
geordnete Paar der Elemente a und b. Wihrend Elemente einer Menge nach Cantors Definition
wohlunterschieden sein sollen, diirfen die Komponenten eines geordneten Paars durchaus gleich
sein.
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Definition A.29: kartesisches Produkt
Sind A und B zwei Mengen, so heif3t die Menge

Ax B:={(a,b)| a€ A,be B}
das kartesische Produkt der Mengen A und B.

Beispiel A.30 (kartesisches Produkt zweier Intervalle).

Seien [a,b] und [c, d] zwei Intervalle von reellen Zahlen, d.h. [a,b], [c,d] C R. Dann ist das kartesi-
sche Produkt beider Intervalle ein Rechteck:

[a, 6] x [e,d] = {(z,9) | = € [a,b],y € [¢,d]}

[a,b] X [c,d]

~

Bemerkung A.31. Das Beispiel zeigt, dass das kartesische Produkt zweier Mengen im Allgemeinen
nicht kommutativ ist, d.h. es gilt A x B # B x A. So beschreibt [1,5] x [1,3] nicht das gleiche
Rechteck wie [1,3] x [1, 5].

Verallgemeinern wir dieses Konzept gleich auf mehr als zwei Komponenten:

Analog definiert man Tripel, Quadrupel oder allgemeine n-Tupel:

Ay x ... x A, ::{(al,...,an)] a1€A1,...,an€An}.

Damit kénnen wir die iibliche Schreibweise R? := R x R, R3 := R x R x R oder den allgemeinen

Fall fiir n € N,
R":=Rx...xR,
N—_————

n—mal
einfiithren.

Achtung!

Je nach Art der Klammer konnen unterschiedliche Objekte gemeint sein:

* {a,b,c,...} kennzeichnet eine unsortierte Menge von Objekten;

* (a,b,c,...) kennzeichnet ein Tupel, d.h. eine geordnete Menge — auch: Vektor oder Zah-
lenfolge;

* (a,b) oder |a,b] kennzeichnet das offene Intervall zwischen zwei Zahlen a,b, wohinge-
gen [a,b] das abgeschlossene Intervall kennzeichnet — Achtung! Ob mit (a,b) ein offenes
Intervall oder ein Tupel gemeint ist, erkennt man nur aus dem Zusammenhang heraus.

* Inder Regel driickt (-) beim Rechnen die Reihenfolge von Operationen aus, z.B. in (1+2)-3;
bei mehreren Klammern werden bisweilen auch eckige und geschweifte Klammern benutzt
um die Lesbarkeit zu verbessern, z.B. [(1 + 2) - 3]2 = 81.
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Notation

Fiir n-Tupel (bzw. Vektoren) gibt mehrere Schreibweisen:

Tupel: a = (a1, aq,...,a,)
Zeilenvektor: a = (al as - an)
al
a2

Spaltenvektor: a =
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Anhang B

Relevante Inhalte der Analysis

Das Wissen aus Analysis I und Analysis II wird fiir diesen Kurs weitestgehend vorausgesetzt. Thre
Liicken konnen Sie selbstdndig wihrend des Semesters mit entsprechender Literatur, beispiels-
weise [Tim03]] und [Tim02], schlieen. Im Folgenden werden die wichtigsten Definitionen und
Resultate zum Nachschlagen angegeben.

B.1 Fakultiat und Binomialkoeffizient

Fiir die Kombinatorik benotigen wir die Begriffe Fakultdt und Binomialkoeffizient.

Definition B.1

Die Fakultit einer natiurlichen Zahl n € N ist definiert als

n

und man setzt 0! := 1.

Die Fakultat gibt uns die Anzahl moglicher Anordnungen der Elemente der Menge {1,...,n}.

Definition B.2

Seien = € R und k£ € N. Dann ist der Binomialkoeffizient z iiber k definiert als

(:c) _ale=1)- @ —n )

k n!

Zudem setzen wir () := 1.

Der Binomialkoeffizient (}) gibt uns fiir n,k € Ny die Anzahl Moglichkeiten, k Elemente aus
einer Menge von n Elementen auszuwiahlen ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriick-
legen.

Folgende Eigenschaften sind wichtig fiir das Rechnen mit Binomialkoeffizienten.

B-1
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Satz B.3

1. Sind n, k € Ny, so gilt

<n> _ ]C'(%lk’)" faHS n Z k',
k 0, falls n < k.

() ()= ()

2. Fir alle z € R gilt ({) = z.

3. Erfiillen n, k € Ny die Bedingung n > k, so ist (})

4. Es gilt

fiir alle x € R und k € Np.

Insbesondere gilt als Verallgemeinerung der binomischen Formeln der binomische Lehrsatz, wel-
cher mit Hilfe vollstindiger Induktion bewiesen wird.

Satz B.4: Binomischer Lehrsatz

Seien z,y € R und n € N. Dann gilt

(x+y)" = kznjo <:> PARE T

Zudem gilt folgendes Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten.

Satz B.5

Seien z,y € R und n € Ny. Dann gilt:
zn: T Y (T H+y
E)J\n—k) \ n )
k=0

B.2 Folgen, Reihen, Funktionenfolgen und Konvergenzbegriffe

Definition B.6
Eine Folge (ay)reny C R heildt konvergent, falls ein a € R existiert, so dass gilt:
Ve >03ky e NVk > ko: |ag —al <e.

Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heilst Nullfolge. Eine Folge in R heilst Cauchy-Folge,
falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Ve >03dn e NVE,j >n: |ap —aj] <e.
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Wichtige Folgen

¢ limp o0 (1+2)" = ¢” fir alle 2 € R;
* lim {a =1 fiir alle a > 0;

n—oo

e lim Yn=1;
n—oo

e lim Vn!=oo.
n—oo

Satz B.7: Konvergenzkriterien

1. Jede reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

2. Jede monoton wachsende (fallende), nach oben (unten) beschrankte Folge ist kon-
vergent.

3. Wenn ), a, konvergent ist, dann ist (ay)ren eine Nullfolge.

Mit Hilfe der Konvergenz von Folgen kann man Grenzwerte von Funktionen definieren.
Definition B.8

Seien n € Nund M C R". Eine Funktion f: M — R besitzt in a € R™ den (uneigentlichen)
Grenzwert g € R U {£o0}, falls

1. eine Folge (zx)keny C M \ {a} existiert mit limy_,o, zx = a und

2. ﬁ'lrjede Folge (a:k)keN cM \ {a} mit limg_,oo T = a gﬂt limg o0 f(ack) =g.

Notation: lim f(x) = g.
Tr—a

Der einseitige Grenzwert ist wie folgt definiert:
Definition B.9

Seien f: M — Rmit M C Rund a € R.

Betrachtet man in Definition nur Folgen (x,,),en mit z,, < a fiir alle n € N, so nennt
man g linksseitigen Grenzwert von f in a und schreibt

fla) = lim f(@) = lim f(@) =lim f(z) = 9.

T—a—

Betrachtet man in Definition nur Folgen (z,,)nen mit z,, > a fiir alle n € N, so nennt
man g rechtsseitigen Grengwert von f in a und schreibt

flay) = Jim f(z) = lim f(z) = lim f(@) = g

T—ra4
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Fiir die Konvergenz von Reihen benotigt man noch den Begriff des Haufungspunktes einer Folge:

Definition B.10

Eine Zahl a¢ € R heil3t Haufungspunkt (HP) einer Folge (a,),cn, falls fiir ein beliebiges
e > 0 die Ungleichung |a — a,| < ¢ fiir unendlich viele n € N erfiillt ist. Der grof3te HP
einer Folge hei3t Limes Superior, der kleinste HP heif3t Limes Inferior und man schreibt

lim sup a,, bzw. lim inf a,,
n—00 n—0o0

Bevor wir zu Reihen kommen, gibt es ein paar sehr niitzliche Summenformeln:

Wichtige Summenformeln

n 1— n+1
Zxk:L fir alle x # 1

1—2a
k=0
~ _nn+1) ~ o _n(n+1)2n+1) — 5 n(n+1)
3 ks Yt
k=0 k=0 k=0

Definition B.11

Sei (ar)ren C R eine Folge. Dann heil’t die Folge der Partialsummen (s, ),en, Welche
gegeben ist durch

n
Sp 1= g a, n €N,
k=1

Reihe mit den Gliedern ag, k € N. Die Reihe heil3t konvergent (in R), falls s := lim, . Sp
(in R) existiert. Andernfalls hei3t die Reihe divergent. Man schreibt fiir die Reihe auch kurz
> re, ai. Die Reihe heil3t absolut konvergent, falls 77 | |ax| konvergent ist.

Folgende Reihen muss man kennen.

Wichtige Reihen

o0
* geometrische Reihe: Y az® = ;% fiir [z| < 1
k=0
o
* (verallgemeinerte) harmonische Reihe: ) k% =0 fira<l
k=1

o0 .
* Exponentialreihe: ) % =e¢" firallex € R
k=0
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Satz B.12: Konvergenzkriterien fiir Reihen

Leibniz-Kriterium: Ist (a;)reny € R eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die
alternierende Reihe >°, \(—1)%ay.

Quotientenkriterium: Sei a; # 0 fiir £ € N. Dann gilt:

oo
Ist lim sup |41 < 1, dann konvergiert Z ay, absolut,
o0
Ist liminf @41 > 1, dann divergiert Zak.
k—o0 ]ak]

k=1

Wurzelkriterium:

[e.e]
Ist limsup {/|ax| < 1, dann konvergiert Zak absolut,

k—oo b—1

oo
Ist limsup v/|ax| > 1, dann divergiert Zak.

k—o0 =1

Wenn der Grenzwert limy_, o % € R existiert, dann existiert auch der Grenzwert

limg oo v/|ax| € R und beide Grenzwerte sind gleich. Die Umkehrung gilt nicht.

Anders als bei endlichen Summen diirfen bei Reihen die Summanden nicht einfach beliebig
umgeordnet werden — es sei denn, die Reihe ist absolut konvergent.

Definition B.13: Umordnung

Ist 3 ;2 a, eine Reihe und f: N — N bijektive, dann heif3t die Reihe » % | a () Umord-
nung von y ;7 aj.

Satz B.14: Umordnungssatz

Konvergiert eine Reihe /7| a;, absolut, so konvergiert auch jede Umordnung » 7 a )
und die Werte stimmen tiberein: ) ;2 | ax = > 72 ag().

Fiir Funktionenfolgen gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe, deren Unterschied man sich an
folgendem Beispiel iiberlegen kann.

Beispiel B.15. Fiir n € N ist die Funktionenfolge

0, z<n
1, z>n

fal(z) = {

punktweise konvergent gegen die Funktion f = 0, aber sie ist nicht gleichmdfSig konvergent im
Sinne der folgenden Definition.
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Definition B.16

Firn € Nund D C R seien f,: D — R Funktionen.

1. Man sagt, f, konvergiert punktweise gegen f: D — R, wenn

Ve>0Vx e DIN e NVn> N |fo(z) — f(z)| <e.

2. Man sagt, f,, konvergiert gleichmdfsig (in D) gegen f: D — R, wenn

Ve>03INeNVze DVn>N |fo(z) — f(z)| <e.

B.3 Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Definition B.17: Stetigkeit 1

Fir n € N sei M C R"™. Weiterhin erfiille « € R™ Bedingung 1 aus Definition Eine
Funktion f: M — R heilt stetig im Punkt a, falls lim,_,, f(z) = f(a). Die Funktion heil3t
stetig, falls f stetig in jedem Punkt ihrer Definitionsmenge ist.

Eine Funktion heif3t zudem stetig in jedem isolierten Punkt ihres Definitionsbereiches. Des Wei-
teren gibt es folgende e-0-Definition fiir Stetigkeit einer reellwertigen Funktion.

Definition B.18: Stetigkeit 2
Sei M C R. Eine Abbildung f: M — R heil3t stetig in a« € M genau dann, wenn
Ve>036>0: zeMrz—al<dé=|f(z)— fla)|<e.

f heil3t stetig in M, falls f in allen Punkten a € M stetig ist.

Es gibt auch stérkere Begriffe als Stetigkeit, beispielsweise gleichméllige Stetigkeit, Holder-
Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit, welche wir hier kurz vorstellen.

Definition B.19: gleichméfige Stetigkeit
Sei M C R. Eine Abbildung f: M — R heil3t stetig in M genau dann, wenn
Ve>035> Wz, 2’ €D : |r—2|<déd=|f(x)— f(2)] <e.
Bemerkung B.20. GleichmdfSige Stetigkeit ist stdrker als (punktweise) Stetigkeit in M, da ¢ bei

punktweiser Stetigkeit von ¢ und der ausgewdhlten Stelle a abhdngig ist, d.h. 6 = (e, a), wohinge-
gen ¢ bei gleichmdyfsiger Stetigkeit nur von e abhdngig ist, d.h. 6 = (¢).

Beispiel B.21. Die Funktion f: R, — R, welche gegeben ist durch f(x) = x2, ist stetig, aber
nicht gleichmdfsig stetig.
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Definition B.22: Holder-Stetigkeit

Sei U C R offen und sei 0 < o < 1. Eine Abbildung f: U — R hei3t Holder-stetig zum
Exponenten o (bzw. a-Holder-stetig) (auf U), wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so dass
gilt:

|f(z) = f(=")]| < C |z —x"a, Vz,z' € U.

Lipschitz-Stetigkeit ist der Spezialfall der Holder-Stetigkeit mit o = 1:

Definition B.23: Lipschitz-Stetigkeit

Sei U C R offen. Eine Abbildung f: U — R heil3t Lipschitz-stetig (auf U), wenn eine
Konstante L > 0 existiert, so dass gilt:

|f(33) —f(l’/)‘ <L- }:L’—:c", Vo, 2’ € U.

L nennt man in diesem Fall Lipschitz-Konstante.

Bemerkung B.24. Lipschitz-stetige Funktionen sind fast iiberall differenzierbar. Andersherum gilt
fiir differengierbare Funktionen, dass sie Lipschitz-stetig sind, falls ihre Ableitung (auf dem interes-
sierenden Intervall) beschrdnkt ist.

Definition B.25: Absolute Stetigkeit von Funktionen

Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung f: I — R heil3t absolut stetig, falls zu jedem ¢ > 0
ein 6 > 0 existiert, so dass zu endlich vielen disjunkten Intervallen J; = (ax,br) C I mit
Gesamtldnge Y, |J| < d stets >, |f(br) — f(ax)| < € gilt.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen den verschiedenen Arten der Stetigkeit:

f Lipschitz-stetig — f absolut stetig — f gleichméallig stetig — f stetig.

Absolut stetige Funktionen sind fast {iberall differenzierbar mit endlicher Ableitung. Damit gilt
der Hauptsatz der Analysis in folgender Form:

Satz B.26: Hauptsatz der Analysis

Sei F': [a,b] — R absolut stetig. Dann ist F fast iiberall differenzierbar, die Ableitung F” ist
integrierbar und es gilt

b
/ F'(2)dz = F(b) — F(a).

Definition B.27: Differenzierbarkeit (1-dimensional)
Seien M C R, f: M — R und a € M. Falls der Grenzwert
o i L) = £

Tr—ra Tr —a

eR

existiert, dann heil3t f differenzierbar in a und g ist die Ableitung von f in a.
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Ableitungsregeln

Sei M C R und seien f,g: M — R in a € M differenzierbar und h: f(M) — R in f(a)
differenzierbar. Dann gilt fiir die Ableitungen:

Produktregel: (f-g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a);
)/ f'(a)g(a )(a))(;l)g @ falls g(a) # 0;
) =9'(f(a)) f'(a).

Quotientenregel: (5
(a

Kettenregel: (go f)

Satz B.28

Sei M C R und sei f: M — R differenzierbar. Sei zudem f: M — f(M) invertierbar
mit Umkehrfunktion f~!. Sei y € f(M) derart, dass f'(f~'(y)) # 0. Dann ist f~! in y

differenzierbar, und es gilt
1

—1\/ _
U)W = Frg)y

Folgende Ableitungsregeln werden als bekannt vorausgesetzt:

Ableitungen wichtiger Funktionen

(aazb)/ = aba?! (e*) =e® (a®) =a®Ina

(sinz) = cosx (cosz) = —sinx (Inz) = —
T

Definition B.29: partielle Ableitung

Seienn € N, M ¢ R", a = (a1,...,a,) € M und f: M — R gegeben. Wenn fiir ein
je€{l,...,n} der Grenzwert

lim f(al, cey Q1,05 + h, Gjtly--- ,an) — f(a)
h—0 h

=:geR

existiert, so heil3t f partiell differenzierbar in Richtung von z; (oder in der j-ten Komponen-
te) und g heil’t partielle Ableitung von f in Richtung von z;.

Notation: g = %(a) = Oy, f(a) = fz,(a) oder auch verkiirzt 9; f(a).

Definition B.30: Gradient

Ist f: M — R differenzierbar in a € M, so heif3t der Vektor v mit

= (@ @ (@)

Gradient von f in a.
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B.4 Integrationsregeln

Wihrend es fiir eine Abbildung f: R — R nur einen Begriff fiir Differenzierbarkeit gibt, exis-
tieren verschiedene Integral-Begriffe — die wichtigsten sind das Riemann- und das Lebesgue-
Integral. Auf die genauen Definitionen muss hier nicht eingegangen werden, da die Rechenre-
geln {ibereinstimmen. Die im Folgenden genannten Regeln und Stammfunktionen sind diejeni-
gen, die als bekannt vorausgesetzt werden.

Definition B.31: Stammfunktion
Seien I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion

F: I — R heil3t Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(z) gilt fiir alle x € I. Das unbe-
stimmte Integral [ f(x)dx ist die Menge aller Stammfunktionen von f.

Satz B.32: partielle Integration

Die Funktionen f, g: [a,b] — R seien differenzierbar und f - ¢’ besitze eine Stammfunktion.
Dann gilt:

b b
/ /' (@)g(x)dz = - / F(2)g (2)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a).

Satz B.33: Substitution

Die Funktion g: [a,b] — I C R sei differenzierbar und f: I — R besitze eine Stammfunkti-
on. Dann gilt:

b . g(b)
[ fang@as = [ sy,
a g(a)
Wichtige Stammfunktionen
Fliirn € Z\ {—1} und a > 0 gilt:
n 1 n+1 1
2de = ——a2"" 4+ C, —dz =In|z| + C,
n+1 T
/emdx:e”—l—c, /axdxza—i—C’,
Ina
/sinxdzz—cos:z:+0, /cosxdxzsinx—kC.

Es konnen auch Integrale iiber 2- oder 3-dimensionalen Mengen auftauchen. Wie diese zu be-
rechnen sind, wiederholen wir jetzt.
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Definition B.34: Normalbereich

Sei A C R™ fiir n € {2, 3}. Die Menge A hei3t Normalbereich, falls

n = 2: ai,b; € R und stetige Funktionen a9, bo: R — R existieren, so dass
A= {(x,y) € R? ‘ ap <z <bja(r)<y< bg(x)}.

n =3: ay,b; € R, stetige Funktionen as, b: R — R und a3, b3: R? — R existieren, so dass

A={(z,y,2) e R*| ay <& <by,a(x) <y < ba(x),a3(w,y) < 2 < b3(w,y)} -

Satz B.35

Ist A C R™ (n € {2,3}) ein Normalbereich und f: A — R iiber A integrierbar, so berechnet
man das Integral [, f(z)dz wie folgt:

| i = [ b ( / b(()) f<x,y>dy> d.

1St

b1 ba(z) b3 (x,y)
/f(:):,y,z)d(:):,y,z)—/ / / f((L‘,y,Z)dZ dy dz.
A a1 az(x) az(z,y)

Beispiel B.36. Sei A = { (z,y) € R?| x% + y? < 1}. Dies ist ein Normalbereich, denn

A:{(x,y)ERQ‘ —lgwgl,—\/l—xQSyg\/l—xQ}.

Integrieren wir iiber A die konstante Funktion f(z) = 1, so ist (mit Substitution x = sinu, dz =

cos udw,)
1 V1—z2?
A -1 \/—v1-a?

:/11 (Vi@ (V=) da

1
:/ 2¢/1 — 22dx
1

arcsin(1)
= / 2y/1 — (sinu)? cosudu
a:

resin(—1)

arcsin(1)
= / 2(cos u)?du

resin(—1)

Man berechnet eine Stammfunktion als

1
/(cos u)?du = 5 (u + sinu cosu)
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und erhdlt (mit arcsin(—x) = — arcsin(z), cos(arcsinz) = v/1 — 22 und arcsin(1) = 7)

[ )ty = o+ sinucos
A

= arcsin(1) — arcsin(—1) + 1 - cos(arcsin(1)) — (—1) - cos(arcsin(—1))

= 2arcsin(1) + cos(arcsin(1)) 4 cos(arcsin(—1))

= 2arcsin(l) + V1 — 124+ /1 — (—1)2

= T.

Dies ist der Fldcheninhalt des Einheitskreises.
Satz B.37: Transformationssatz

Sei B C R? eine offene Menge und sei g: B — g(B) C R? ein Diffeomorphismus, d.h. eine
bijektive, stetig differenzierbare Abbildung mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung.
Dann ist eine Abbildung f auf ¢g(B) genau dann integrierbar, wenn f o g - |[det(Dg)| auf B
integrierbar ist und in diesem Fall ist

[ = [ flgtanlaen(Dy(a) a.
B 9(B)

Dieser Satz wird angewendet, wenn bei der Integration die Transformation zu Polar-, Zylinder-
oder Kugelkoordinaten gemacht wird.

Koordinatentransformation

Die Funktionaldeterminanten D := det(g) zu den wichtigsten Tranformationen:

Polarkoordinaten: D = r fir

g(r, @) == (T COS(¢)) , (r,0) €]0,00) x [0,27)

rsin(¢)
Zylinderkoordinaten: D = r fiir

7 cos(¢)
g(ryg,z) :== | rsin(o) |, (r,0,2) € [0,00) x [0,27) x R
z

Kugelkoordinaten: D = r?sin @ fiir

7 cos(¢) siné
g(r,0,¢) := | rsin(¢)sinf |, (r,0,0) € [0,00) x [0,7) x [0, 27)

rcosf
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