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Notation

0 die leere Menge, auch {}

{a,b,c,...} ungeordnete Menge, z.B. {1,2,3} = {3,1,2}

(a,b,c,...) geordnete Menge, Tupel, Vektor

N natiirliche Zahlen {1,2,3,...}

Z ganze Zahlen {...,—2,—-1,0,1,2,...}

Q rationale Zahlen

R reelle Zahlen

R.o positive reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

AXx B kartesisches Produkt von A und B, z.B. {1,2,3} x {4,5} =
{(1,4), (1,5), (2,4),(2,5), (3,4), (3,5)}

ANB Schnittmenge von A und B, z.B. {0,1} N {1,2} = {1}

AUB Vereinigung von Mengen A und B, z.B. {0,1} U{1,2,3} = {0,1,2,3}

ACB Menge A ist in Menge B enthalten, z.B. Z C Q C R

A\ B Menge von Elementen, die in A, aber nicht in B sind

a€A a ist ein Element der Menge A, z.B. 5 € N

v fiir alle, z.B. Vn € N... heilt, fiir alle natiirlichen Zahlen n ...

= es existiert, z.B. Vn € N dm € N: m > n, d.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen existiert eine noch groldere natiirliche Zahl

f: A— B eine Funktion f von A nach B, A ist Definitions- und B Wertebereich

arb Element a wird auf b abgebildet, z.B. f(z) = 2? entspricht z — z?

A=B definiere A als B, z.B. A :={1,2,3}

A= B Implikation (aus der Aussage A folgt Aussage B), z.B.a > 0 = a® > 0

As B Aussage A ist dquivalent zu B, d.h. A stimmt genau dann, wenn B
stimmt, z.B.a >0 —a <0

(%k)k=1,.n  n-dimensionaler Vektor

(l'k)keN Folge X1,X2,23,...

T —a Grenzwertbetrachtung, lasse = gegen a gehen

T — ay einseitige Grenzwertbetrachtung von rechts

T —=a_ einseitige Grenzwertbetrachtung von links

flzy) Grenzwert lim,_,,, f(z)

a, b] abgeschlossenes Intervall von a bis b, z.B. [0,1] = {z e R| 0 <z <1}

(a,b) offenes Intervall von a bis b, z.B. (3,5) = {z € R| 3 <z < 5}

Im Allgemeinen nennt man (ay,as,...,a,) ein n-Tupel. Fir n = 2,3,4 sind auch die

Bezeichnungen geordnetes Paar, Tripel und Quadrupel {iblich.



1 Funktionen, Folgen und Grenzwerte

1.1 Abbildungen, Funktionen und ihre Eigenschaften

Seien A und B Mengen, d.h. Zusammenfassungen von bestimmten wohlunterscheidba-
ren Objekten. Durch die eindeutige Zuordnung f: A — B, a — f(a) (mita € A, f(a) €
B) wird eine Abbildung explizit angegeben.

A ist dabei der Definitionsbereich der Funktion, B ihr Wertebereich.

Beispiel 1.1. @) f: [0,27] — [—1,1] mit x — f(x) = sinz hat den Definitionsbereich
DF; = [0,27] und den Wertebereich W By = [—1,1].

b) f:[0,1] x[0,1] — [0,2] mit (z,y) — f(z,y) = = +y hat den Definitionsbereich DB; =
0,1] x [0,1] = [0, 1]* und den Wertebereich W B; = [0, 2].

Ist A C R" fiir n € Nund B = R, dann heif3t die Abbildung reelle Funktion. Elemente
a € A werden in diesem Zusammenhang auch als Argumente von f bezeichnet.

Das Bild eines Elementes a € A ist das eindeutige Element b € B mit f(a) = b. Das Bild
einer Menge M C A ist die Vereinigung aller Bilder der Elemente von M:

f(M) = {fa)| ae M} = [ {f(a)} C B.

aeM

Alternativ kann man sagen:

f(M)={b e B| Es existiert ein a« € M mit f(a) =b}.

Das Urbild eines Elementes b € B ist definiert als f~'(b) = {a € A| f(a) = b}, das
Urbild einer Menge M C B ist analog dazu definiert als

FYM) = {a € A‘ fla) € JTJ}

Je nach Kontext bezeichnet man das Urbild auch als Niveaumenge/-linie/-flaiche oder
Hohenlinie und nutzt die Notation N¢(c) := {a € A| f(a) =c} firce f(A), f: A— B.
Beispiel 1.2. Sei f: R? — Ry mit f(z,y) = 2® + y* Dann ist fiir ¢ > 0 die Niveaulinie
Ni(e) = {(z,y) € R?*| 22 + y? = ¢} gerade der Kreis um (0,0) mit Radius +/c.
Beispiel 1.3 (Fortsetzung von [1.I). Sei wieder f: [0,1] x [0,1] — [0,2] mit (z,y)
f(z,y) = +y. Dann ist

o £(0.3,0.5) = 0.8,

e £(]0,0.1] x [0,0.2]) = [0,0.3],

o [ ) ={(z,y) €01 2 +y =1} = Ny(1) = {(z,1 —2)| z € [0,1]}.

Bemerkung 1.4. Das Urbild ist nicht notwendigerweise einelementig, so ist zum Beispiel
bei f(x) = 2% (z € R) das Urbild von 4 zwei-elementig: f~'(4) = {—2,2}. Das Urbild
von —1 hingegen ist die leere Menge, sofern wir uns auf die reellen Zahlen beschrdnken:

1 =0

Mit anderem DB ist das Ergebnis ein anders: g: C — R mit g(x) = 22 hat Urbild g=*(—1) = {—i,}.
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Falls

e das Bild von f mit dem Wertebereich iibereinstimmt, d.h. f(A) = B (man nennt
f dann auch surjektiv), und

e alle Urbilder hochstens einelementig sind, d.h. jedem Bildelement kann man ent-
weder ein eindeutiges Urbild zuordnen oder das Urbild ist die leere Menge (man
nennt f dann auch injektiv),

dann ist f umkehrbar (oder invertierbar/bijektiv). Man bezeichnet die Umkehrfunktion
(oder Inverse) von f dann mit f~1.

Beispiel 1.5. f: R — R mit f(x) := 2? ist nicht surjektiv, da f(R) = Rx ist. f ist auch
nicht injektiv, denn f~'(9) = {3, 3}.

Bemerkung 1.6. Mit dem Wertebereich W By = f(DBy) wird jede Funktion f surjektiv.
Eine Funktion f: A — B mit A, B C R heil3t

e nach oben beschrdnkt, falls es eine Zahl M € R gibt, so dass fiir alle =z € A gilt:
fz) < M;

e nach unten beschrdnkt, falls es eine Zahl m € R gibt, so dass fiir alle x € A gilt:
f(z) =m;

beschrdnkt, falls f sowohl nach unten als auch nach oben beschrankt ist;

monoton wachsend, falls fiir alle z,y € A mit z < y gilt: f(z) < f(y);

monoton fallend, falls fiir alle x,y € A mit z < y gilt: f(z) > f(y);

streng monoton wachsend, falls fiir alle x,y € A mit z < y gilt: f(x) < f(y);

streng monoton fallend, falls fiir alle x,y € A mit z < y gilt: f(x) > f(y);

periodisch mit einer Konstanten p > 0, falls fiir alle x € A auch x +p € A und
f(z) = f(x + p) gilt. Die kleinste positive Zahl p mit dieser Eigenschaft heif3t
Periode von f.

Beispiel 1.7. f: R — R mit f(x) := z* ist nach unten beschrdinkt, nach oben unbe-
schrdnkt, auf (—oo,0) streng monoton fallend und nicht insgesamt, aber auf (—oo,0)
(bzw. (0,00)) invertierbar mit f~'(z) = —+/z fir x € (—o0,0) (bzw. f~1(x) = /x fiir
z € (0,00)).

Satz 1.8. Seien A, B C R. Falls eine Funktion f: A — B strikt monoton auf ihrem ganzen
Definitionsbereich ist, dann ist sie injetkiv. Ist zudem B = f(A), dann ist sie auch surjektiv
und damit invertierbar.

Der Graph einer Funktion f: A — B ist definiert als
D(f) = {(2, f(@))] w € A} C Ax B.
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Beispiel 1.9. f: [0,27] — [—1,1] mit x — f(x) = sinx hat den Graphen
L(f) ={(x,sinzx)| z € [0,27]}.
Man kann auch mehrere Abbildungen verkniipfen, also hintereinander ausfiihren:

Definition 1.10. Seien A, B, C nichtleere Mengen und f: A — B,z — f(x) sowie g: B —
C,y — g(y) Abbildungen, dann nennt man die Abbildung

gof:A=C, z—(gof)(z):=g(f(z))
die Komposition von f und g.

Beispiel 1.11 (fog # go f). Seien A= B=C =Rund f: R = R,z — f(x) := 2> und
g: R — R,z g(z) := x — 1. Dann gilt:

(fog)(x)=f(g9(x))=flz—1)=(x—1)*>=2" -2z + 1, aber
(9o f)(x) = g(f(x)) = g(z?) = 2* — 1.

Alsoist 2.B. (fog)(2) =1und (go f)(2) = 3.

1.2 Folgen und Konvergenz

Wir fiihren die Notationen V (fiir alle) und 3 (es existiert) ein.
Beispiel: Yn € N dm € N: m > n, d.h. fiir jede beliebige natiirlichen Zahl n existiert
eine natiirliche Zahl m, die grol3er ist als n.

Definition 1.12. Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung a: N — R, die jeder natiirlichen
Zahl n € N eine reelle Zahl a,, € R zuordnet.

Notation: a = (ay, as, as, . ..) = (an)nen. Ist a,, das n-te Glied der Folge, so nennt man n
den Index von a.

Definition 1.13. Ist (a,).en C R eine Folge und g: N — N streng monoton wachsend, so
wird durch b, := ay() fiir n € N eine Teilfolge von (a,),en definiert.

Beispiel 1.14. a, := n fiir n € N definiert eine Folge (ndmlich alle natiirlichen Zahlen).
Beispiele von Teilfolgen sind

o (as,)nen, die geraden Zahlen;

o (a2,—1)nen, die ungeraden Zahlen;

® (agm))nen fir (1) :== 1, g(2) := 2 und g(n) == g(n — 1) + g(n — 2) fiir n > 3, die
Folge der Fibonacci-Zahlen.

Definition 1.15. Eine Zahl a € R heifst Grenzwert (GW) einer Folge (ay,)nen, falls gilt:

Ve >0dN. e N:Vn > N, |a, —a| <e.
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Notation: a = lim,, ., a,, oder a,, — a.
Sprechweise: Die Folge konvergiert gegen a. (a ist der Limes der Folge fiir n gegen
Unendlich.)

Satz 1.16. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen fiir a,b € R und (a,),eny C R gilt sowohl a = lim,,_, a,, als auch
b = lim,,_, a,. Sei ¢ > 0 beliebig gewahlt. Nach Voraussetzung ex. N,, N, € N so dass

la, —al < g, Vn > N, und la, —b| < g, Vn > N
Sei jetzt n > max {N,, N }. Dann gilt
la — bl = |(a —an) + (a, — b)| < |a — a,| + |a, —b] < e.
Da ¢ beliebig klein gewéahlt werden kann, muss gelten: |a — b| = 0, also a = b. O

Was heifst dann n — oo?

Definition 1.17. Das Symbol oo heifst uneigentlicher Grenzwert der Folge (a,)nen C R,
falls gilt:
VK € R ANk € N: Vn > Nk a, > K.

Das Symbol —oo heifst uneigentlicher Grenzwert der Folge (a,).en C R, falls gilt:
VK € RdNg € N: Vn > Ng a, < K.

Notation: a,, — 0o bzw. a,, —> —o0.

Sprechweise: Die Folge divergiert bestimmt gegen Unendlich / Minus Unendlich.

Ist eine Folge weder konvergent noch bestimmt divergent, so nennt man sie unbestimmt
divergent.

Definition 1.18. Eine Folge (a,)nen mit lim,, o a,, = 0 (d.h. mit Grenzwert Null) nennt
man Nullfolge.

Definition 1.19. Eine Zahl a € R heifst Haufungspunkt (HP) einer Folge (a,)necn, falls fiir
ein beliebiges ¢ > 0 die Ungleichung |a — a,| < ¢ fiir unendlich viele n € N erfiillt ist.

Eine Folge heil3t alternierend, falls sie mehrere Haufungspunkte hat.

Beispiel 1.20. Fiir n € N sei a,, := (—1)". Diese Folge hat die Hdufungspunkte —1 und
+1, ist also alternierend.



Definition 1.21. Eine Folge (a,),en C R heifst beschrankt, falls eine Zahl M € R existiert,
so dass fiir alle n € N gilt: |a,| < M.

Definition 1.22. Eine Folge (a,)n,en C R heifst
e monoton wachsend, falls a,, .1 > a, fiir allen € N;
e monoton fallend, falls a,, .1 < a, fiir alle n € N.

Die Begriffe streng monoton wachsend und streng monoton fallend werden analog defi-
niert mit > statt > und < statt <.

Satz 1.23. Seien a € R und (a,)neny C R. Es gilt:

lim a, =a <= lim |a —a,| =0.
n—o0 n—oo

Satz 1.24 (Bolzano-Weierstral3). Es gelten die folgenden dquivalenten Aussagen:
1. Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.
2. Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen besitzt (mindestens) einen Hdaufungspunkt.
Satz 1.25. Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrdnkt.
Satz 1.26. Jede monotone beschrdnkte Zahlenfolge ist konvergent.

Beide Eigenschaften miissen erfiillt sein. So ist definiert a,, = n (n € N) eine mono-
tone unbeschriankte Folge, die tatsidchlich nicht konvergiert. Andererseits ist die schon
erwahnte Folge a, = (—1)" (n € N) zwar beschrankt, aber nicht monoton und sie
konvergiert ebenfalls nicht.

Satz 1.27 (Grenzwertsétze / Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen). Seien (a,)neny C
R und (b,,)nen C R konvergente Folgen mit a := lim,, ., a,, und b := lim,, ., b,. Dann gilt:

D) lim, o (a, £by) = lim, o0 a, £ 1lim, oo b, = a £ b;

i) lim, oo(ay - by) = limy, o0 @y - limy, 0o b, = a - b;

Salls]

2

iii) Falls b # 0 und fiir alle n € N auch b, # 0, dann lim,,_,, (‘Z_:> =
iv) Ist (¢p)nen eine TF von (a,,)nen, SO ist auch lim,, .. ¢, = a.

Mit folgenden Konventionen konnen obige Regeln auch fiir uneigentliche Grenzwerte
+o00 angewendet werden:

oo +x=o0 fir x € RU{o0} und —oo+ax=—o0 fir x € RU{—o0}
oo-x=o00 fir € RopU{oc0} und 00 -x=—o0 fir x € RegU{—o0}
> _ o fiir x € Ryg und X _ o fiir x € R
x x
—00 00
C00) =00 (— d o
(—o0) -z =00"(—2x) un . —



Die Terme oo — o0, (+00) - 0 und £ sind nicht definiert.

Methode zum Berechnen von hm,HOO . mit Potenzen in Zihler und Nenner:
groldte Potenz von Zahler und Nenner ausklammern und kiirzen.
Beispiel dazu:
5n3—n2+2 _n4<2 ;2+2)_i_#+l4nﬁooo_o+o
8nt+3n —Tn  wi8+3-T) 843 B

Satz 1.28 (Sandwich-Lemma). Seien (a,),en C R und (b,)nen C R konvergente Folgen
mit gleichem Grenzgwert a := lim,,_,o. a,, = lim,,_, b,. Sei zudem (c,),en C R eine Folge,
fiir die gilt:

dN e N: Vn> N a, <c¢, <b,.

Dann folgt lim,, . ¢, = a.

Beispiel 1.29 (Euler’sche Zahl). Die Euler’sche Zahl ist e = lim,, o, (1+ 1)".
Konvergenz lasst sich auch auf Folgen im R" {ibertragen:

Definition 1.30. Eine Punktfolge im R" ist eine Abbildung a: N — R".

Das k-te Folgenglied ist dann a(k) =: ar = (ax1,...,arn) € R".

Definition 1.31. Der Vektor b € R™ heifst Grenzwert der Folge (aj)ren C R™, falls je-
de Komponente der Folge gegen die jeweilige Komponente von b konvergiert, d.h. falls

limg oo ar; =bi fiiri=1,...,n

Beispiel 1.32. Fiir k € N sei a; := (1,1 — 1,2+ 7). Dann gilt: limy,_, a;, = (0,1, 2).

1.3 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Definition 1.33. Seien n € N und M C R". Eine Funktion f: M — R besitzt in a € R"
den (uneigentlichen) Grenzwert g € RU {+o0}, falls

1. eine Folge (x)ken C M \ {a} existiert mit limy_,, x;, = a und

2. fiir jede Folge (i )keny C M \ {a} mit limg_,o0 ), = a gilt limy_, f(zx) = ¢
Notation: lim, ., f(z) = g.
Falls Bedingung 1 nicht erfiillt ist, nennt man « einen isolierten Punkt von M.

Beispiel 1.34. Betrachten wir die reelle Funktion f: R — R, gegeben durch

f(as>={1 "

0 z<0.

Fiir die Folge x,, := <, n € N, mit Grenzwert lim,,_, @, = 0 gilt lim,,_,o f(z,) = 1.
Fiir die Folge vy, = —%, n € N, mit Grenzwert lim,, ..y, = 0 gilt lim,,_,. f(y,) = 0.
Folglich hat f in 0 keinen Grenzwert, sondern nur einen links- und einen rechtsseitigen

Grengwert.



Definition 1.35 (einseitiger GW). Seien f: M — R mit M C Rund a € R.
Betrachtet man in Definition nur Folgen (x,,),eny mit x,, < a fiir alle n € N, so nennt
man g linksseitigen Grenzwert von f in a und schreibt

fla) = lim f(z) = lim f(a) = lim (x) = g

T—a_ zta

Betrachtet man in Definition nur Folgen (x,,),eny mit x,, > a fiir alle n € N, so nennt
man g rechtsseitigen Grenzwert von f in a und schreibt

T—a4 zla

fla) = lim f(@) = lim f(a) = lim f(2) = g

Satz 1.36 (Grenzwertsatze / Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen). Fiir n € N
seien M C R™ und a € R™. Es existiere eine Folge (zy)reny € M \ {a} mit limy_,o xp =
a. Weiter seien f,g: M — R Funktionen mit Grengwerten F' := lim,_,, f(x) und G :=
lim,_,, g(x). Dann gelten folgende Rechenregeln:

D lim,, (f(2) £ g(a) = F + G;

i) lim, ,, (f(z) -g(z))=F-G;

Ql

2

iii) falls g(x) # 0 fiir x € M und G # 0, dann ist lim,_,, (%) =
iv) lim, . |f(x)| = |F|.
Die Grenzwertbetrachtung wird erheblich angenehmer fiir stetige Funktionen:

Definition 1.37. Fiir n € N sei M C R". Weiterhin erfiille a« € R" Bedingung 1 aus
Definition Eine Funktion f: M — R heifst stetig im Punkt qa, falls lim,_,, f(z) =
f(a). Die Funktion heifst stetig, falls f stetig in jedem Punkt ihrer Definitionsmenge ist.

Eine Funktion heif3t zudem stetig in jedem isolierten Punkt ihres Definitionsbereiches.
Alternative Definition der Stetigkeit: f: M — R stetig in « € M genau dann wenn

Ve>030>0: zeMrz—a <d=|f(x)— f(a)| <e.

(Sprich: Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dass gilt: |f(z) — f(a)| < ¢ fiir alle x € M
mit |z —al < 9.)

Beispiel 1.38. Die Funktionen f(x) = sinz, g(x) = cosz, h(z) = exp x = e sind stetig.

Satz 1.39. Sei M C R™ Sind f,g: M — R stetig in einem Punkt a € M, so sind auch die
Funktionen

fj:ga fg und ’f’

stetig in a.



Satz 1.40 (Verkniipfung stetiger Funktionen). Seien M C R"unda € M. Ist f: M — R
stetigin a und g: f(M) — R stetig in f(a), so ist auch

h=gof:M—=R mit h(z)=g(f(x)) fiireeM
stetig in a.

Satz 1.41 (Zwischenwertsatz von Bolzano). Seien a,b € R mit a < b. Die Funktion
f:la,b] — R sei stetig und es gelte f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder umgekehrt). Dann
existiert eine Zahl x € (a,b) mit f(x) = 0.

Korollar 1.42. Seien a,b € R mit a < b. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) (mindestens einmal) an.

Definition 1.43. Ist A eine nichtleere Teilmenge von R, dann heifst
e M € R obere Schranke von A, falls a < M fiir alle a € A,
e m € R untere Schranke von A, falls a > m fiir alle a € A,

Die kleinste obere Schranke von A nennt man Supremum von A, die grofste untere Schran-
ke ist das Infimum von A. Man schreibt sup A bzw. inf A. Falls sup A € A, dann nennt man
diesen Wert Maximum von A und schreibt max A. Falls inf A € A, dann nennt man diesen
Wert Minimum von A und schreibt min A.

Satz 1.44 (Weierstral}). Seien a,b € R mit a < b. Ist f: [a,b] — R stetig, dann ist f auch
beschrdnkt. Zudem existieren Minimum und Maximum von f, d.h.

dm, M € [a,b] : f(m)= min f(z) und f(M)= max f(x).

z€[a,b z€[a,b]

Bemerkung 1.45. Wichtig ist nicht nur, dass die Funktion stetig ist, sondern auch, dass sie
auf einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall definiert ist. So ist beispielsweise f(x) =
1 auf (0, 1) swar stetig, aber nicht beschrdnkt, denn f(0,) = +oc.



2 Differentialrechnung I

2.1 Differenzierbarkeit von Funktionen in einer Variablen
Definition 2.1. Seien M C R, f: M — R und a € M. Falls der Grenzwert

Tx—a r—a
existiert, dann heifst f differenzierbar in a und g ist die Ableitung von f in a.
Notation?: f'(a) = g.
Bemerkung 2.2. Ersetzt man x — a durch h, so erhdlt man die alternative Darstellung

L f@) = fa) | flath) = fla)

T—a Tr— a h—0 h

Beispiel 2.3. Betrachten wir f: R — R mit f(z) = x?. Dann ist

fl@) = flo) .. 2% —a’

f'(a) = lim = lim —— = lim(z + a) = 2a bzw.
r—a T — Q r—a T — Q r—a
_ 2 2
f'(a) = lim flath) = fla) lim lathf=a _ lim(2a + h) = 2a.
h—0 h h—0 h—0

Ist f: M — R differenzierbar in a € M, dann ist der Graph der Funktion
Tra: R = R, Tto(z) == f(a) + f'(a)(x — a)

die Tangente von f in a.

Satz 2.4. Ist f: M — R differengierbar in a € M, dann ist f auch stetig in a.

Beweis. Esist f(z) — f(a) = W - (x —a), also

Durch Grenziibergang = — a erhalten wir

lim f(z) = f(a) + lim J) = /o) lim(z — a).

T—a T—a r—a T—a

Nach Voraussetzung ist lim,,_,, f(@) : = f'(a) (ein endlicher Wert) und lim,_,,(z—a) =

x

0, also erhalten wir lim, ,, f(z) = ( )+ f'(a) -0 = f(a), was genau die Stetigkeit
beweist. .

Definition 2.5. Ist f: M — R in allen Punkten a € M differenzierbar, so nennt man f
differenzierbar in M. Die Funktion

[iM SR, f(a) = lim 20 @

Tr—a Tr — Qa

heifst Ableitung von f. Zudem nennt man die Abbildung
df(a): R> R, df(a)(h) := f(a) -

Differential von f in a.

2In der Physik wird die Ableitung auch mit f(¢) bezeichnet, wenn ¢ fiir die Zeit steht.
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Satz 2.6 (Ableitungsregeln). Sei M C Rund seien f,g: M — Rin a € M differenzierbar.
Dann sind auch f + g, f - g und 5 (falls g(a) # 0) differenzierbar in a und es gilt:

D (fx9)(a) = f(a) £ (a),
W (f-g)(a)= f'(a)g(a) + fla)d'(a),

/ , )
i) (1) (o) = Lo for'@

(9(a))? 7
) fiir ce Rgilt (cf)'(a) = c- f'(a).

Satz 2.7 (Kettenregel). Sei M C R und sei f: M — R in a € M differenzierbar. Sei
weiterhin g: f(M) — R differenzierbar in f(a). Dann ist g o f in a differenzierbar und es
gilt

(g0 f)(a) =d'(f(a)) - f(a).

Beispiel 2.8. Gesucht ist die Ableitung von h: R — R mit h(xz) = (32% 4+ 4)°. In diesem
Fall ist h = go f mit f(x) = 3z® + 4 und g(z) = z°. Nach der Kettenregel ist also
B (x) =g (f(z)) f(z)=9gBx*+4) -6x =5 (322 +4)* 62 = 30x - (322 + 4)%

Satz 2.9 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei M C Rund sei f: M — R differenzierbar.
Sei zudem f: M — f(M) invertierbar mit Umkehrfunktion f~'. Seiy € f(M) derart, dass
f'(f7Y(y)) # 0. Dann ist f~! in y differenzierbar, und es gilt

Beispiel 2.10. f(z) = 2? ist fiir + € Ry invertierbar mit Ableitung f'(x) = 2x > 0. Die
Umbkehrfunktion ist f~': Ruo — R mit f~'(y) = \/y. Ihre Ableitung ist gegeben durch

Y W) = 2.

Definition 2.11 (Ableitungen hoherer Ordnung). Sei M C R und sei f: M — R
differenzierbar mit Ableitung g := f'. Ist g wiederum differenzierbar, dann nennt man
f"(x) := ¢'(x) zweite Ableitung von f in z € M.

Durch n-faches Ableiten erhilt man die n-te Ableitung, welche mit f () bezeichnet
wird.

Beispiel 2.12. f: R — R mit f(x) = z* hat folgende Ableitungen erster, zweiter und
dritter Ordnung: f'(z) = 2z, f"(x) =2, f®(z) = 0.

Die Ableitungen einiger wichtiger Funktionen (mit a,b € R, Integrationsvariable x):

(ax®) = aba®! (") =¢€" (a®) =a"Ina

(sinz) = cosx (cosx) = —sinx (Inz) = -
T



2.2 Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Variablen

Definition 2.13. Seien n € N, M C R", a = (ay,...,a,) € M und f: M — R gegeben.
Wenn fiir ein j € {1,...,n} der Grenzwert

lim f(al, e ,aj,l, aj + h, Clj+1, ce ,Cln) — f(CL)
h—0 h

=:gelR
existiert, so heifst f partiell differenzierbar in Richtung von z; (oder in der j-ten Kompo-
nente) und g heifst partielle Ableitung von f in Richtung von z;.

Notation: g = a%’;(a) = 0., f(a) = fz;(a) oder auch verkiirzt 9; f(a).

Definition 2.14. Ist f in allen Punkten a € M partiell differenzierbar in Richtung x;,
so heifst f partiell differenzierbar in Richtung z;. Ist f in allen Punkten a € M partiell
differengierbar in alle Richtungen x4, ..., x,, so heifst f partiell differenzierbar.

Beispiel 2.15. Sei f(c,x) := cx?. Dann ist

2 .2
g(c’x) — lim fle+h, x) flc,x) ~ im (c+ h)z* —cx _ 2
Oc h—0 h—0 h
2 .2
g(c, T) = }lli 1 fle ot h) fle,) = ]llin% clz+ h}i o illirr(lj(2cx + ch) = 2czx.
r — — —

Man berechnet die partielle Ableitung, indem man alle Komponenten, nach denen man
nicht ableitet, als Parameter behandelt.

Beispiel 2.16. Sei M = R? und fiir x = (x1,79) € M sei f(x) := 322 — x5 + z129 + T.
Dann sind die partiellen Ableitungen 0, f(x,x2) = 621 + x5 und Oy f (11, 25) = —5x5 + 2.

Definition 2.17. Seien n €¢ N, M C R", a € M und f: M — R. Falls ein Vektor v =
(v1,...,v,) € R™ existiert, so dass

i F@ ) = fla) = 3y b
h—0 |h|

=0,

dann heifst f (total) differenzierbar in a und v =: D f(a) =: V f(a) Ableitung von f in a.
Ist f in allen Punkten a € M differengierbar, so heifst f differenzierbar auf M.

Zur Notation: Ist h = (hy,...,h,) € R", dann ist |h| := \/h? + ... + h2. Die Abbildung
|- |: R* — R nennt man auch euklidische Norm im R".

Fiir Vektoren z,y € R" mit z = (z1,...,2z,) und y = (y1,...,yn) iSt (x,y) == D> 1, XYk
das (euklidische) Skalarprodukt der Vektoren x und y.

Satz 2.18. Seienn € N, M C R"und f: M — R.
1. Wenn f differenzierbar ist, dann ist f auch partiell differenzierbar und fiir alle a € M
ist Vf(a) = (Z(a), 2 (a), ... Z(a)).

2. Wenn f partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen stetig sind, dann
ist f (total) differengierbar.
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Definition 2.19. Ist f: M — R differenzierbar in a € M, so heifst der Vektor

0 0 0
v=(v1,v2,...,0,) = (a—:‘pfl(a), a—xf;(a), o a%(a))

Gradient von f in a.
Der Gradient von f wird als grad f oder V f notiert.

Definition 2.20. Seienn € N, M C R", a € M, b € R"mit |b| =1lund f: M - R. f
besitzt in a eine Ableitung in Richtung b, falls

Vif(a) := lim fla+hb) - f(a)

h—0 h

(hier h € R\ {0})

existiert.

Die partielle Ableitung ist ein Spezialfall der Richtungsableitung. So ist z.B. %(a) =
V., f(a), wenn e; der Vektor ist, der iiberall den Eintrag 0 hat auf3er in der i-ten Kompo-
nente, wo eine 1 steht.

Bemerkung 2.21. Der Gradient V f steht immer senkrecht auf die Niveaulinien Ny und
zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs von f, d.h. ist b € R" mit |b| = 1 und a € M wie
bisher, dann gilt V, f(a) < |V f(a)| und Gleichheit gilt g.d.w. b = ;;Egl.

(Achtung! V,f(a) € R, aber V f(a) € R™)

Definition 2.22. Seienn € N, M C R" und f: M — R. Ist f differenzierbar, so heifst fiir
jedes a € M die Abbildung df (a): R" — R mit

df(a)(h) ==Y =—(a) - b = (Vf(a), h), h=(hi, ... ¢

das Differential von f in a.

Bemerkung 2.23. Ein kleiner Vorgriff: Fiir Differentialgleichungen hat das totale Diffe-
. . - n of

rential die Darstellung df ="} _, oA

Ist f in a differenzierbar, dann ist fiir b wie eben df (a)(b) = V, f(a) = (V f(a),b).

Beispiel 2.24. Sei M = R? und fiir v = (z1,72) € M sei f(x) := 2z — x5 + 21709 + 5 Wir

berechneten: 0, f(x1,x3) = 24 x5 und Osf (1, 22) = —1 + x;. Sei jetzt b := %(3, 4). Dann

ist |b| = £1/32 + 42 = 1. Die Richtungsableitung ist

2(1 + 2h) = (w2 + £h) + (21 + 2h) (w2 + h) +5 — f(x)

be(x):}llig% A
:hmz-gh—§h+x1~§h+x2-§h+§h§h
h—0 h
:hm (Q_L_l+x1.é+x2.§+1_2h)
h—0\H D ) 5 25
2 4 3
Zg—Fg'xl‘Fg'xQ-
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Andererseits ist

_9f of

(VF(@)0) = 5-@) 5 + 52 (a) -

3 4
=@24z2) o+ (-1+2) ¢
6 3 4 4
:5+5'J32—5+5'5E1:vbf($)

fiir beliebiges x € M wie behauptet.

Der Gradient an der Stelle (0,0) ist V f(0,0) = (2, —1). Fiir eine beliebige Richtung ist die

Richtungsableitung (V f(0,0),b) = (24 0)by + (=1 + 0)by = 2b; — bs. In Richtung des
) , . V00 \ 5

(normierten) Gradienten erhalten wir also (V f(0,0), W> = % = /5.

Bemerkung 2.25. Ist eine Funktion f differenzierbar; so ist sie auch stetig. Ist die Funktion

jedoch nur partiell differenzierbar, so braucht sie nicht stetig zu sein. Ein Gegenbeispiel ist

f: R? — R mit

%7 falls (l’,y) 7& (070)7
— J (e2+y?)
flay): {0, T Ralls () = (0,0).

Im Punkt (0,0) (und auch in dessen Umgebung) ist die Funktion partiell differenzierbar,
sie ist jedoch nicht stetig in diesem Punkt. [— Ubungsblatt]

Satz 2.26 (Kettenregel — mehrdimensional). Seien I C Rund M C R" fiir n € N (offene)
Mengen. Sei g = (g1,...,9,): I — M mit Koordinatenfunktionen g, (k = 1,...,n), die
differenzierbar sind in t, € I. Sei weiterhin f: M — R differenzierbar in ¢(t,) € M. Dann
ist die Komposition fog: I — Rmit (fog)(t) = f(g(t)) fiir t € I differenzierbar in t, mit
Ableitung

(fo9)(t) = (Vf(g(to)),g'(t0)) = Zakf(g<t0>) - gk (to).

2.3 Ableitungen hoherer Ordnung in mehreren Variablen

Definition 2.27. Seien n €¢ N, M C R" und f: M — R differenzierbar. Seien alle partiel-
len Ableitungen g, := %: M — R (k =1,...,n) ebenfalls differenzierbar. Dann sind die
zweiten Ableitungen von f gegeben durch

52f g1
= ir k,l e {1,...,n}.
8xk8:cl axk fu , { ’ }
In diesem Fall ist die Hesse-Matrix von f:
92f 92 f 92f
G_x% Ox20x1 e O0xnO0x1 v%
PP ep o oot
Hf _ Ox10z2 z3 O0zn 02 _ oo
LY A A ) | V2L
0x10xy,  O0x20Tn Ox2 Tn
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Beispiel 2.28. Sei M = R? und fiir x = (x1,13) € M sei f(z) := 221 — Ty + 172 + 5
Wir berechneten: 0, f(x1,22) = 2 + x9 und Osf(x1,22) = —1 + z1. Der Gradient von
O1f(xy,x9) = 24 xo ist (0,1), der Gradient von Osf(xq, xe) = —1 4 x; ist (1,0). Damit ist

insgesamt
01

Definition 2.29. Eine Funktion f: M C R™ — R™ heifst k-fach stetig differenzierbar,
falls alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k existieren und stetig sind.

Notation: f € C*(M;R™).

Satz 2.30 (Satz von Schwarz). Ist f € C*(M;R™) fiir M C R" und k,m,n € N, dann
sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge des
Differenzierens.

Im Spezialfall £ = 2 bedeutet das: Existieren die partiellen Ableitungen erster und

. . . . . 9%f _ 9%f .
zweiter Ordnung und sind sie stetig, dann ist Torbm = Besdor firk,l e {1,...,n}.

2.4 Vektorfelder

Definition 2.31 (Vektorfeld). Fiir n € N sei M C R™. Eine Abbildung f: M — R™ heifst
Vektorfeld.

Beispiel 2.32. Ist f: M C R™ — R partiell differenzierbar, dann wird durch

VMR, x= (21, m) o V(z) = (g_i""’g_:i)

ein Vektorfeld definiert — genannt Gradientenfeld.

Sind sowohl Definitions- als auch Wertebereich einer Funktion mehrdimensional, tritt
an die Stelle des Gradienten die sogenannte Jacobi-Matrix. Konkret heil3t das fiir f =
(fi, -y fm): R" 5 R™ mitn,m € N:

921 Do D Vfi

ofs  0f2 ., . Of V.
Df= |7 P o T

afm afnl P 8f"n

oz Oxo OTn me

Definition 2.33 (exaktes Vektorfeld). Ein Vektorfeld f: M C R™ — R™ heifst exaktes
Vektorfeld, wenn es eine Funktion g: M — R gibt, so dass f = Vg.

Satz 2.34. Sei M C R" fiir ein n € N. Ein Vektorfeld f: M — R" ist genau dann exakt,
wenn fiir alle k,1 € {1,...,n} (mit k # 1) gilt: g—ﬁ = 9L

T Oz

Etwas leichter zu merken ist vielleicht die dquivalente Aussage:
Ein Vektorfeld f ist genau dann exakt, wenn die Jacobi-Matrix D f symmetrisch ist.
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3 Komplexe Zahlen

3.1 Motivation und die kartesische / algebraische Darstellung

Wieso benotigen wir die komplexen Zahlen?
e Firm,n € Nist m + n € N, aber moglicherweise ist m —n € Z\ N
e Firzx,y e Zsind z +y,z —y,x - y € Z, aber moglicherweise ist 5 €eQ\Z

e Flirz,y e Qsind x +y,x —y,z -y, ;—”, 22 € Q (abgesehen von der Division durch
0), aber moglicherweise ist /|z| € R\ Q

Die komplexen Zahlen ermoéglichen es, /x auch fiir negative reelle Zahlen x zu berech-
nen. Damit hat die Gleichung 2? = —1, welche innerhalb von R keine Losung besaR, im
Raum der komplexen Zahlen zwei Losungen.

Definition 3.1 (kartesische® Darstellung). Die imaginidre Einheit ist definiert als i :=
V/—1, so dass i®> = —1 ist.

Die Menge der komplexen Zahlen ist C := {z +iy| =,y € R}. Fiir w = x + iy € C nennt
man x = Re(w) € R den Realteil von w und y = Im(w) € R den Imaginérteil von w.

Die Notation variiert in der Literatur: Fiir Re(w) schreibt man auch R(w), fir Im(w)
schreibt man auch (w).

Komplexe Zahlen kann man auch als Tupel schreiben mit w = (Re(w), Im(w)) = (z,y) €
R2. So lassen sich komplexe Zahlen in der komplexen Zahlenebene darstellen.

Die rellen Zahlen kann man als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen:
R ={w e C| Im(w) = 0}.
Auf C kann man Addition und Multiplikation wie folgt definieren:

Definition 3.2. Fiir w =a +ib € Cund z = ¢+ id € C ist

w+z=(a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i-(b+d),
w2z = (a+ib) - (c+id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(bc + ad).

Man priift leicht nach, dass fiir zwei reelle Zahlen (d.h. fiir b = d = 0) die iibliche
Addition und Multiplikation entsteht.

3Das kartesische Koordinatensystem ist benannt nach dem franzésischen Mathematiker René Descar-
tes (1596-1650). Die Achsen stehen in einem rechten Winkel aufeinander, die Position eines Punktes wird
anhand von Parallelen zu den Koordinatenachsen angegeben. Anders funktioniert das Polarkoordinaten-
system, bei dem Punkte durch ihren Abstand zu einem Festen Punkt (Pol) und den Winkel zu einer festen
Richtung angegeben werden.
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Beispiel 3.3. Seien w = 1 + i und z = 2 — i. Dann sind nach obiger Notation a = 1,b =
1,¢ =2 und d = —1. Summe und Produkt von w und z sind:

w+z=1+i)+2—-9)=(1+2)4+i-(1—-1)=3,
wez=1+4)-2-i)=2—-i+2i—*=2+i—(-1)=3+4.

Ist w = a+ib, dann kann man w=! = % bestimmen, indem man ausnutzt, dass w - % =1

ist. Sei also w™! := ¢ + id. Nach obiger Rechenregel ist dann
1
we = (ac — bd) +i(bc + ad) Z1+4i-0.

Die reellen Zahlen ¢ und d miissen also ein lineares Gleichungssystem* erfiillen:

ac—bd =1
bc + ad = 0.

Lost man dies, erhélt man folgendes Resultat:
Lemma 3.4. Fiir w € C\ {0} mit w = z + iy (mit x,y € R) ist

1 T Y

= — i
w4y x? P

Alternativ zur Herleitung iiber das Gleichungssystem kann man zur Berechnung von
L_ auch die 3. Binomische Formel geschickt anwenden:

r+iy
L T — 1y =y
v+iy  (z+ay)(z—idy) 224+ y?
Beispiel 3.5. Sei w = 3 + 4i. Dann ist + = 2 — 2Li. Dass dies korrekt ist, konnen wir

durch Multiplikation iiberpriifen:

1 (3 + 4i) 3 4 9 12_+12, 16 , 9+16
w-— = Dl =l ===+ —t— —i"= =+ — =
w 25 25 25 25 25 25 25 25

Definition 3.6. Fiir w € C mit w = a+1b ist der Betrag von w definiert als |w| := v/a? + b?
und die konjugiert komplexe Zahl zu w ist w := a — ib.

Satz 3.7. Seien w, z € C. Dann gilt:

(D weRCC <= Im(w) =0 <= w=w,

(i) w+w = 2Re(w),
(iii) |w| = vw - w und damit |w|?> = w - @ = Re(w)? 4+ Im(w)?,
() |Re(w)| < |w|und |Im(w)| < |wl,

V) wt+z=w+7%

“Das Losen linearer Gleichungssysteme ist Inhalt der Vorlesung Mathematik II.

18



Vi) wz=w-7%
(i) |w - z| = |w| - |z],
(viii) |w + z| < |w| + |z| (Dreiecksungleichung).

Beweis der Dreiecksungleichung. Man rechnet mit dem Quadrat der linken Seite und
zieht am Ende die Wurzel auf beiden Seiten der (Un-)gleichungskette

w+ 2P =(w+z2) - wtz=(w+2) (W+2) =wl + 27 + Wz + 20

= |w|* + |z +wZ+wz  (wegen w = w und (iii))
= |w|* + |2|* + 2 Re(w?) (wegen (ii))

< |w]? + |2)* 4 2wZ| (wegen (iv))

= |w|? + |2|* + 2Jw]| 2| (wegen (vii) und |z| = |Z|)
= (Jw] +]2])*.

3.2 Polarkoordinaten

Definition 3.8. Jede komplexe Zahl w € C ldsst sich darstellen als w = r - (cosa +
isina) mit r € [0,00) und o € [0,27) bzw. o € (—mn,x|. Die Zahlen r und « heifsen
Polarkoordinaten von w. Dabei ist r = |w| der Betrag von w und o = arg(w) nennt man
Argument von w.

iR

b

w=a+ib=r(cosa+isina)

lw| =va2 +b2 =r
R' a = Re(w), b=Im(w)
a = arg(w)

Wie kommt man von der kart. Darstellung w = a + b zu den Polarkoordinaten?

Satz 3.9 (Koordinatentransformation). Sei w = a + ib = r - (cosa + isina) € C mit
a,b € R, r > 0und o € (—m,7|. Es gilt:

(i) a = rcos(a)und b = rsin(a),

(arctan(g) —7m , falls a,b < 0,
arctan(2) + 7 , fallsa <0,b>0
i) r = VAT T = u und o — arctan(?2) , falls a > 0,
5 , falls a =0,b > 0,
-7 , falls a = 0,b < 0,
(0 , falls a = b= 0.
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Man kommt von (i) auf (ii) indem man (falls a # 0) g berechnet, die Beziehung
tan(a) = 2:;((2)) anwendet und nach « umstellt. Die Umkehrfunktion des Tangens ist der

Arkustangens (arctan: R — (-7, 7)), welcher spéter noch genauer untersucht werden
wird. Fiir den Moment soll eine Skizze geniigen (siehe Wikipedia):

arctan2(y, )

Beispiel 3.10. Ist w in Polarkoordinaten gegeben mit r = 1 und a = 7, dann ist die
arithmetische Darstellung von w gegeben durch w = cos(%) 4 isin(%) = i.

Definition 3.11 (Exponentialfunktion). Fiir z € C definiert man e* := lim,_,oo(1 + )™

Satz 3.12 (Euler’sche Formel). Fiir alle x € R gilt | ™ = cosx + isinx ‘

Insbesondere gilt ¢/ = —1 (mit der Wahl z = 7) und e*" = 1 (mit der Wahl z = 2k7).

Bemerkung 3.13. Man kann jede komplexe Zahl auch als w = r - e'® schreiben (das ist
die Exponential- / Euler’sche Darstellung von w), indem man die Euler’sche Formel auf
die Polarkoordinatendarstellung von w anwendet. Fiir zwei komplexe Zahlen w, z € C mit
w=r-e*und z = s - gilt damit

W‘Z:T'eia'S'eiﬁ:(r.s).ei(a“l‘ﬁ)‘

Man multipliziert also komplexe Zahlen in Polarkoordinatendarstellung indem man die
Betrdge multipliziert und die Winkel addiert.

3.3 Potenzen und Wurzeln komplexer Zahlen

Bemerkung 3.14. Die Verallgemeinerung der binomischen Formel (a+b)? = a* 4 2ab+ b*
ist Inhalt des binomischen Lehrsatzes, welcher besagt, dass fiir a,b € R und n € N folgende

Gleichung gilt:
(a+b)" = Z (Z) akpn Tk,

k=0
wobei (;) = prtundnl =1-2-....n.

Ist w € C mit der Darstellung w = re fiir r > 0 und « € [0, 27) bzw. a € (—m, 7| und
ist n € N, so gilt

w" = Tnez(na).
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Ist w in arithmetischer Darstellung gegeben, d.h. w = a + ib mit a,b € R, dann gilt mit
dem binomischen Lehrsatz

w” = (CL + ib)n _ Z (Z’) akbn—kin—k'
k=0
Satz 3.15. Seien ¢ = re¢'® € C\ {0} und n € N. Die Gleichung >" = c besitzt (in C) genau
n Losungen zy, z1, . .., 2,1 € C, und zwar
2 = Ur TR, ke{0,1,...,n—1}.
T+

Im Fall n = 2 hat die Gleichung 22 = —1 = ¢ die Losungen /1 - ¢/ %™) fiir k = 0, 1,
also

i(ﬁ+27r»0) s T .. m . .
Zg=e"' 2 :e2:cos(§>+zs1n<§>:0+z-1:z,

w427 - 31 3 3
z1 = el(#) — 6137 = coS <§> + 7sin (g) =0+7q- (_1) = —.
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4 Polynome, Reihen und Potenzreihen

4.1 Polynome

Definition 4.1. Fiir n € N seien ag, ay, ..., a, € C gegeben. Eine Abbildung p: C — C der
Form

p(z) = @t + ap_12" + .+ ar + ag
heifst Polynom in x. Die Zahlen ag,a,...,a, heifSen Koeffizienten von p. Falls a, # 0
ist, so nennt man n den Grad des Polynoms p. In diesem Fall nennt man p Polynom n-ten
Grades.

Sind alle Koeffizienten reelle Zahlen, so kann man das Polynom auch als Abbildung
p: R — R auffassen. Der folgende Satz ist auch giiltig, wenn man jeweils C durch R
ersetzt.

Satz 4.2. Fiir n € N sei p: C — C ein Polynom n-ten Grades. Gibt es ein ¢ € C mit
p(c) = 0, dann existiert ein Polynom q vom Grad < n mit p(z) = q(x)(z —c) fiir alle z € C.

(x — ¢) nennt man dann linearen Faktor oder Linearfaktor.

Beispiel 4.3. Das Polynom p: R — R mit p(z) = z* — 4 hat die Nullstellen ¢, = 2 und
¢y = —2 und ldsst sich in der Tat schreiben als p(x) = qi(x) - g2(x) mit ¢1(x) = (x — 1) =
(x —2) und g2(x) = (x — ¢3) = (x + 2).

Kennt man eine Nullstelle von p, d.h. ein ¢ € C mit p(c) = 0, so kann man das Polynom
q aus Satz[4.2] durch Polynomdivision berechnen.

e Polynomdivision am Beispiel (x® —22? — 5z +6): (v —1)=2> -2 -6

Satz 4.4. Fiir ein n € N sei p ein Polynom n-ten Grades mit reellen Koeffizienten ag, ay, ..., a, €
R. Sei ¢ € C mit p(c) = 0. Dann ist auch p(¢) = 0.

Ist ¢ € R, dann ist ¢ = ¢, d.h. obiger Satz ist unbedeutend. Fiir ¢ € C kennen wir bereits
die Nullstellen des Polynoms p(z) := z? + 1, ndmlich ¢; = i und ¢, = —i = ¢j.

Satz 4.5. Fiir ein n € N sei p ein Polynom n-ten Grades mit Nullstelle ¢ € C und Darstel-
lung p(x) = q(z)(x — ¢). Zudem sei ¢ € C mit ¢ # c eine von c verschiedene Nullstelle von
p. Dann ist q(¢) = 0.

Fiir diesen Satz muss p mindestens Grad n > 2 besitzen, damit p(c) = p(¢) = 0 gelten
kann fiir ¢ # ¢. Durch zweifaches Anwenden von Satz [4.2| wissen wir, dass ein Polynom
g vom Grad < n — 2 existiert, so dass p(x) = q(z)(z — ¢)(x — ¢), was den Satz schon
beweist, da ¢(z) = q(z)(x — ¢) ist.

Das Polynom p(z) = z? — 2x + 1 hat nur eine Nullstelle, namlich z, = 1, obwohl es
von Grad 2 ist. Das kénnen wir auch daran sehen, dass wir p(z) = (z — 1)? schreiben
konnen.
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Definition 4.6. Seien k € N und p ein Polynom. Eine Zahl ¢ € C heifst k-fache Nullstelle
von p, wenn ein q existiert mit p(z) = q(x)(z — ¢)* und q(c) # 0.

Damit ist ¢ = 1 eine 2-fache Nullstelle des Polynoms p(z) = 2? — 2z + 1.

Satz 4.7. 1. Jedes nicht konstante Polynom vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizien-
ten besitzt (mindestens) eine Nullstelle in C.

2. Jedes Polynom n-ten Grades p: C — C ldsst sich in n lineare Faktoren zerlegen.

3. Jedes Polynom n-ten Grades p: R — R mit reellen Koeffizienten ldsst sich in hochstens
n lineare oder quadratische Faktoren zerlegen.

Bemerkung 4.8. Teile 1 und 2 von Satz[.7]sind zusammen auch unter dem Namen Fun-
damentalsatz der Algebra bekannt. Dabei ist zu bemerken, dass komplexe Koeffizienten
oder Nullstellen nicht notwendigerweise echt komplex sein miissen (d.h. in C \ R liegen),
sondern sie diirfen durchaus auch reelle Zahlen sein.

Ein Beispiel fiir ein Polynom n-ten Grades mit n komplexen Nullstellen haben wir bereits
in Satz gesehen. Ein Beispiel fiir Teil 3 des obigen Satzes ist p(z) = (2% + 1)(z — 5)
mit den Nullstellen 5, i und —i. In R lasst sich dieses Polynom nicht weiter zerlegen, in
C hingegen schon.

Beweisidee Teil 3 von Satz Ist ¢ € C\ R eine echt komplexe Nullstelle des Polynoms
p, dann ist nach Satz auch ¢ eine Nullstelle von p, d.h. p hat die Darstellung p(z) =

q(z)(z — ¢)(x — ©). Nach Satz[3.7]ist
(x—c)(z—¢)=2>—(c+e)x+c-c=a>—2Re(c)r + ||,

wobei Re(c), |c|* € R sind. Mit anderen Worten: Je zwei Faktoren von p, die zu komplex
konjugierten Nullstellen gehoren, ergeben zusammen einen quadratischen Faktor von p
mit reellen Koeffizienten. O
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4.2 Reihen
Definition 4.9. Sei (ax)ren C C eine Folge. Fiir jedes n € N sei
Sn, ::Zak:a1+a2+...+an.
k=1

Die Folge (s,)neny nennt man Reihe mit Gliedern ay, (k € N), man schreibt auch »_.° | a.
Fiir n € N heifst s,, die n-te Partialsumme der Reihe ;- | ay.

Die Reihe >/~ a;, heifst konvergent (in C), wenn der Grenzwert s := lim, . s, (in
©) existiert. In diesem Fall heifst s der Wert der Reihe und man schreibt ) > ay = s.
Ansonsten nennt man die Reihe - | a; divergent.

Eine Reihe konvergiert also genau dann, wenn die zugehorige Folge der Partialsummen
konvergiert.

Beispiel 4.10 (geometrische Reihe). Fiir k € Ny und » € R sei a, := x*. Die n-te
Partialsumme und die zugehorige Reihe sind dann gegeben durch

—Zx L x#1, und ;ak:;ng’ —-l<z<l.

Fiir |x| < 1 ist die so definierte geometrische Reihe konvergent, fiir |x| > 1 ist sie divergent.
Satz 4.11. Es gelten folgende Konvergenzresultate:
1. Konvergiert die Rethe - | ay, so ist (ax)xen eine Nullfolge.

2. Ist (ax)ken C R eine Folge mit ay, > 0 fiir alle k € N, so konvergiert die Reihe ), | ay
genau dann, wenn die Partialsummenfolge (s, )nen = (D__; k)nen beschrdnkt ist.

Der erste Teil dieses Satzes liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz von
Reihen. Ist dieses nicht erfiillt, d.h. bilden die Glieder der Reihe keine Nullfolge, dann
kann die zugehorige Reihe nicht konvergieren.

Beispiel 4.12. Sei a;, = 2* fiir k € Ny. Dann sind die Partialsummen

1 —2ntl
ZQk 1 5 _2n+1_1

unbeschrankt fiir n € N, die Folge der Partialsummen (und damit die zugehérige Reihe)
divergiert also. Die Folge (2*)ycn, ist auch in der Tat keine Nullfolge.

Beispiel einer divergenten Reihe, deren Glieder eine Nullfolge bilden:
=1 1 :
E — =400, obwohl lim —=0 @ist.
P k k—oo k

Definition 4.13. Die Reihe ) ;- a; heifst absolut konvergent, falls die Reihe der Betrdge
S oo, |ax| konvergiert.
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Satz 4.14. Aus der absoluten Konvergenz einer Reihe folgt deren Konvergenz.

Dies lasst sich mit der Beschranktheit der Partialsummenfolge bestitigen: Ist S, :=
> i |ax| beschrankt mit |S,| < M (n € N), dannist s, := >, _, a; ebenfalls beschrankt
mit der gleichen Schranke M. Die Abschétzung geht zuriick auf die Dreiecksungleichung
fiir den Betrag: |a + b| < |a| + |b| fiir beliebige a, b € C.

Satz 4.15 (Majorantenkriterium). Gegeben Seien die Reihe ) ;- | a; und eine reelle Folge
(bi)ken C R mit |ax| < by fiir k € N. Konvergiert die Reihe ).~ b, in R, so ist > -, ay
absolut konvergent und es gilt

o0 o0 o0
Zak < Z’ak’ < Zbk-
k=1 k=1 k=1

Es gibt zwei weitere niitzliche Kriterien um die Konvergenz einer Reihe zu iiberpriifen.
Dafiir benotigen wir eine Definition:

Definition 4.16. Sei (a,).,en C R eine reelle Folge. Dann bezeichnet man
e den kleinsten Hdufungspunkt von (a,),en als Limes inferior (liminf, .., a,) und
e den grofsten Hdufungspunkt von (a,)nen als Limes superior (limsup,,_, ., a,).

Ist (ay)nen nach oben unbeschrdnkt, so setzt man lim sup,,_, . a, = +00.
Ist (ay,)nen nach unten unbeschrdnkt, so setzt man liminf,, ., a, := —oc.

Hat eine Folge (a,),en C R nur genau einen Haufungspunkt, so gilt

liminf a,, = limsupa, = lim a,.
n—oo n—oo n—oo

Satz 4.17. Sei (ax)ren C R gegeben.

1. Sei ay, # 0 fiir k € N. Es gilt das Quotientenkriterium:

(e e]
Ist lim sup 2141 < 1, dann konvergiert Zak absolut,
k—o0 |ak‘ =1
.. |0Jk+1‘ . . .
Ist lim inf > 1, dann divergiert Zak.
k—o0 ‘ak’

k=1

2. Das Wurzelkriterium lautet:

[e.9]
Ist limsup v/|ax| < 1, dann konvergiert Z ay, absolut,

k—o0 1

o
Ist limsup +/|ax| > 1, dann divergiert Zak‘
k=1

k—o0

3. Wenn der Grengwert limj,_,, “TZ: ‘1| € R existiert, dann existiert auch der Grengwert

limy 00 v/|ax| € R und beide Grenzwerte sind gleich. Die Umkehrung gilt nicht.
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Existieren die jeweiligen Grenzwerte, so konnen Limes superior und Limes inferior je-
weils durch die Grenzwerte ersetzt werden. Der dritte Teil des Satzes impliziert, dass
das Wurzelkriterium ofter anwendbar ist als das Quotientenkriterium, so auch in fol-
gendem Beispiel.

Beispiel 4.18. Betrachte die reelle Folge

1\k .
g = {(5) , wenn k gerade ist,

k .
(%) , wenn k ungerade ist.

Das Wurzelkriterium liefert limsup,_,., v/|ay| = 1, denn die Folge ({/|ax|)ren hat die
Haufungspunkte § und £. Sie ist also nicht konvergent, besitzt aber den Limes superior ;
und den Limes inferior % Die Reihe konvergiert also.

Das Quotientenkriterium ist hier nicht anwendbar, denn lim inf;_, . ""Z—:f' = 0 (nicht > 1)

und lim supy,_, 'Ci’;: f' = 400 (nicht < 1). Dies sieht man durch folgende Rechnung:

|ar] _ (1/8)" _ <1>k 1 koo

-—'—> 0 fiir k gerade,

’ak’ B (1/2)k 4 8
1/2)k+ L jsog
|aps1| _ (1/2) = (@)= "2% 1o fiir k ungerade.

jax] — (1/8)* 2

Kennen wir bereits die Werte von einigen Reihen, konnen wir mit Rechenregeln die

Werte neuer Reihen ermitteln:

Satz 4.19. Sind zwei konvergente Reihen mit Werten > ;- a, = a und Y o by = b
gegeben und ist ¢ € R, dann gilt:

[e.e] o

Z (ar, b)) =a+bd und Z (cay) = ca.

k=1 k=1

Anders als bei endlichen Summen diirfen bei Reihen die Summanden nicht einfach
beliebig umgeordnet werden.

Definition 4.20. Ist ) - a; eine Reihe und f: N — N bijektive, dann heifst die Reihe
> req ary Umordnung von > .7 | ag.
Beispiel 4.21. Gegeben Sei die Reihe
1 1 1 1 1 1 1 1
A AT AT AT T
1

Diese Reihe hat die Partialsummen ss, = 0 und $g,, 11 = ST Die Folge der Partialsummen

ist also eine Nullfolge, d.h. lim,, . s,, = 0. Die Reihe konvergiert also. Die Umordnung

Gress-0) (i) G )
hat die Partialsummen,

N 1 1 1 1 1 1

n
S TL: + +... Z + +‘.,— = — =
K vn+1l Vn+2 v2n — V2n V2n van o V2n

~
n Summanden

n—oo

n
— —3
2

welche divergieren, d.h. die durch diese Umordnung entstandene Reihe divergiert.
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Satz 4.22 (Umordnungssatz). Konvergiert eine Reihe - ay absolut, so konvergiert
auch jede Umordnung >/, asx) und die Werte stimmen iiberein: > )" ar =Y ;| G-

Nicht absolut konvergent Reihen } ;- | a; haben diese Eigenschaft nicht. Der Riemann’sche
Umordnungssatz besagt sogar, dass es fiir jeden Wert s € R eine Bijektion f: N — N
gibt, so dass » . | asu) = s gilt.

4.3 Potenzreihen

Definition 4.23. Seien (ay)ren, C C eine komplexe Folge und z, € C. Eine Familie von
Reihen P = (P(2)),ec der Form

P(z) = Z ar(z — 20)", z € C,
k=0

heifst Potenzreihe mit Zentrum z.

Fragestellung: Fiir welche z € C konvergiert die Reihe P(z)?
Erste Antwort: Fiir z = z, konvergiert die Reihe P(zy) = ay.
Interessant ist die Frage also nur fiir z # z,.

Satz 4.24. Fiir (ay)ren, C Cund 2o € C sei P(z) := Y po an(z — 20)* (fiir z € C). Sei
21 7é 20-
i) Ist P(z) konvergent, so ist P(z) absolut konvergent fiir alle = € C mit |z — z| <
|Zl — ZU|.
ii) Ist P(z) divergent, so ist P(z) divergent fiir alle z € C mit |z — z| > |21 — 20|

Beispiel 4.25. Die geometrische Reihe liefert uns die Potenzgreihe P mit Zentrum z, = 0,
welche gegeben ist durch P(z) := ;2 (2 —0)* fiir z € C. Diese konvergiert fiir |z| < 1 und
divergiert fiir |z| > 1. Fiir |z| = 1 miissen wir alle méglichen Fdlle per Hand iiberpriifen,
zum Beispiel:

P(1) = Z 1* = 0, P(-1) = Z(—l)k divergiert (alternierend),
k=0 k=0

P(i) = Z i* divergiert (alternierend), P(—i) = Z(—z’)’C divergiert (alternierend).
k=0 k=0

Definition 4.26. Der Konvergenzradius einer Potenzrethe P mit P(z) := >~ ax(z—20)*
ist definiert als

R :=sup{|z — z|| P(z) konvergent} € RU{+o0}.

Ist P(z) nur fiir z = z, konvergent, so ist R = 0. Konvergiert die Potenzreihe P fiir alle
z € C, so ist R = +oo. Die Reihe P mit P(z) = Y -, 2" hat den Konvergenzradius
R=1.

Aus Satz konnen wir folgenden Satz ableiten:
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Satz 4.27. Hat eine Potenzreihe P mit Zentrum z, den Konvergenzradius R, dann kon-
vergiert P(z) fiir alle = € C mit |z — 2| < R und P(z) divergiert fiir alle = € C mit
|z — 20| > R.

Zur kiirzeren Notation fithrt man den Konvergenzkreis einer Potenzreihe P mit Zentrum
2o wie folgt ein:
K(z,R):={z€C]| |z — 2| < R}.

Die Berechnung des Konvergenzradius erfolgt mit Wurzel- oder Quotientenkriterium:

Satz 4.28. Sei P eine Potenzreihe mit P(z) := Y - ax(z — 2)*, 2 € C. Ihr Konvergenz-
radius sei R. Dann gilt:

1. Sei A :=limsup,_,., {/|ax|- Dann ist
falls \ € (0, +00),

falls A = +o0,
+oo, falls A = 0.

1
20
R=40,

la

|Z:‘1|, dann ist

2. Ist ay # 0 fiir k € Ny und existiert der Limes p := limy_,

L falls € (0,+00),
R=<0, falls p = 400,
+o0o, falls u = 0.

Beispiel 4.29. Fiir z € Csei E(z) := > -, Zk—’f
Behauptung: E hat den Konvergenzradius R = +oc.
Beweis: Fiir z = 0 ist E(0) = 1. Fiir z # 0 wende das Quotientenkriterium an mit ay, := 3;:

1
1 oo :
141 = (ktl)! = X = @ und damit R = +oo0.
|6Lk| - k‘ —|— 1

k!
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5 Approximation von Funktionen — Satz von Taylor

Ziel dieses Kapitels ist es, Funktionen durch Polynome zu approximieren. Die Polynome
haben dabei eine ganz bestimmte Form:

Definition 5.1. Sei n € Ny und sei f: R — R n-mal stetig differenzierbar in z, € R. Das
Polynom

~ 1
T f (25 o) = Z Hf(k) (20)(x — 20)"*
k=0
heifst Taylor-Polynom n-ten Grades von f in x.
Beispiel 5.2. f: R — R mit f(z) := e® hat die Ableitung f'(x) = €7, also ist auch die
n-te Ableitung ™ (x) = e fiir beliebiges n € N. Damit ist das n-te Taylor-Polynom der
Exponentialfunktion um den Entwicklungspunkt xo = 0 gerade (mit e =¢e' =1)
n ex
T, f(w;m0) = Z (z — 900 Z R
k=0

Der folgende Satz liefert eine Aussage dariiber, wie nah das n-te Taylor-Polynom an der
zu approximierenden Funktion ist:

Satz 5.3 (Satz von Taylor). Sei I C R ein Intervall, f: R — R sei (n + 1)-mal stetig
differenzierbar in I. Seien x,xy € I. Dann existiert ein £ € I zwischen = und x derart,
dass

F(2) = Tof (e 20) + Ruf(wi0) mit  Ruf(zizo) = —

(n+1)!

SO (o — )

Dabei heifst R, f(x; xo) n-tes Restglied von f in x.

Obige Darstellung des Restgliedes ist in der sog. Lagrange-Form angegeben. Es gibt noch
weitere Darstellung, z.B. die Darstellung nach Cauchy, auf die wir an dieser Stelle aber
verzichten.

Aus dem Satz von Taylor bekommen wir als Folgerung die Fehlerabschitzung:

Korollar 5.4. Unter den Voraussetzungen von Satz[5.3)gilt:

_ ()

Definition 5.5. Ist f: [ C R — R beliebig oft differenzierbar in x, € I, so heifst

T f(w: 20) = %f(k)(xo)(x )t
k=0

‘|$ T |n+1'

Taylor-Reihe von f in x.

Beispiel 5.6 (Fortsetzung von Beispiel [5.2)). Fiir die Exponentialfunktion ist das n-te

Restglied in xo = 0 in Lagrange-Form gegeben durch R, f(z;0) = ¢ ( 111,, welches fiir

festes £ und x fiir n — oo gegen Null strebt. Die Taylor-Reihe von f in xo = 0 ist
ok
xz
=> o B
k=0
und hat nach Beispiel den Konvergenzradius R = +oc.
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Satz 5.7. Sei f: I C R — R beliebig oft differenzierbar in xo € I. Fiir jedes x € [
folgt dann aus lim,, ., R, f(x;x¢) = 0, dass die Taylor-Reihe von f in x in x mit f(x)
iibereinstimmt, d.h. T f(z;x) = f(x).

Gilt T f(x; x0) = f(z), so nennt man f in z, reell-analytische Funktion. Beispiele fiir reell-
analytische Funktionen sind Potenzreihen, die Exponentialfunktion, Sinus, Kosinus und
auch die (im nichsten Kapitel eingefiithrten) Funktionen sinh und cosh. Es gibt jedoch
auch glatte (d.h. beliebig oft differenzierbare) Funktionen, die nicht reell-analytisch
sind:

Beispiel 5.8. f: R — R mit

o e_z%, fiir x > 0,
J(@) = {0, fiir z < 0

ist beliebig oft differenzierbar und es gilt f™(0) = 0 fiir alle n € Ny. Damit ist T f (z;0) = 0
fiir alle © € R. Andererseits ist jedoch f(x) # 0 fiir alle x > 0, also ist T f(x;0) # f(x) fiir
x >0, d.h., f ist nicht reell-analytisch in xq = 0.

Kennt man die Darstellung einer Funktion als Reihe, kann man dadurch die Ableitung
berechnen.

Satz 5.9. Seien (ax)ren C C, 2y € C und sei R der Konvergenzradius der Reihe P(z) :=

S ak(z — 2z0)k. Sei K(zo, R) der zugehdrige Konvergenzkreis. Dann ist die Funktion

P: K(20,R) > C, 2z P(2)= iak(z—%)k

k=0

stetig und differenzierbar mit Ableitung
P'(z) = Z k-ay - (2 —z)k!
k=1

Beispiel 5.10 (2. Fortsetzung von Beispiel [5.2)). Die Exponentialfunktion hat die Darstel-
lung e* = E(z) = Y 1, %]f Die Ableitung der Exponentialfunktion kénnen wir mit der
Reihendarstellung verifizieren:

-1 0

E/(x):Zk.xk! ;hzg%:ﬁi(@

k=1
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Addendum zum Satz von Taylor

Das Taylor-Polynom n-ten Grades T,, f (x; x¢) ist das Polynom (hochstens) n-ten Grades,
welches die Funktion f in der Ndhe der Stelle z, am besten approximiert. Insbesondere
gilt also fiir Polynome f(z) = >/, apz*:

o f(x)="T,f(x;x0) fir alle z € R und z, € R.

e Da fF(x) =0 fir k > m (k groBer als der Grad des Polynoms f), gilt auch f(x) =
T, f(x; o) fir alle n > m, x € R und zy € R beliebig.

o f(x) = Tf(x;x0) (also f stimmt mit der Taylor-Reihe von f {iberein) fiir alle
n >m, r € R und z, € R beliebig.

Die spezielle Form des Taylor-Polynoms, T, f (z; o) = >_y_ 2./ ¥ (z0)(z — z0)¥, hat fol-
genden Zweck: Betrachten wir die m-te Ableitung von T, f (z; x¢) fiir m < n, dann gilt:

e Fiir k < m ist die m-te Ableitung von - f*)(z,)(z — 20)* gleich Null.

e Fiir k > m ist die m-te Ableitung von . f*)(z,)(z — 20)* gleich
1
o ®zo) k- (k=1)-...-(k—=m+1)- (z — o)™,

fiir v = x wird also auch dieser Ausdruck Null.

e Fiir k = m ist die m-te Ableitung von 7 f*)(z¢)(z — z0)* gleich

L0 ag) ke (b= 1)1 (2 — 20)° = F9)(ag).
k! —_——

N
=k! =1

Damit gilt zusammenfassend fiir m < n:

T f(wo; o) = ) (),

d.h. das Taylor-Polynom hat den Faktor % im k-ten Summanden, damit die Ableitungen
des Taylor-Polynoms mit denen der Funktion an der Stelle x, iibereinstimmen.
Anwendungsmoglichkeiten:

e} xk

o Mit Hilfe der Taylor-Darstellung e = }_° , 7+ kénnen wir Werte von e” approxi-
mieren, z.B. ist e? ~ 7,389 und mit Hilfe der Taylor-Reihe kénnen wir berechnen:
) ok 90 gl 92 93 gf 95 9

CTlmpfautntatataTaTw

8§ 16 32 64 16 .

142424+ — 4 f =7 =735

+ 2+ +6+24+120+720 745 7,35
e Kennen wir die Taylor-Entwicklung einer (reell-analytischen) Funktion, konnen
wir Eigenschaften der Funktion ableiten, z.B. Wachstumsverhalten, ndherungs-

weise Integration etc.

e Da laut der Taylor-Entwicklung In(1 + z) ~ z fiir betragsmaRig sehr kleines z, ist

log,,,(2) = 1“72 fiir |r| sehr klein. Mit In2 ~ 0,69 begriindet sich die sog. "69er-
Regel", die besagt, dass man bei einem Zinssatz von r (in %) nach ca Orﬁ Jahren

sein angelegtes Geld verdoppelt.



6 Elementare Funktionen

6.1 Exponential- und Logarithmusfunktion
Fiir jede natiirliche Zahl n € N ist die n-te Potenz einer Zahl a« € C gegeben durch
n - —-n 1
a :Ha:a-a~...-a und a = —.
k=1

Zudem definiert man a° := 1 (auch 0° = 1). So ist a! = « und fiir k,n € Z ist **" =
a® - a™. Fiir Briiche als Exponenten bekommen wir die Wurzelfunktion:

=¢a,  af =Va", neNmeZackR,.

3=

a

Ziel dieses Abschnittes ist es, Potenzen a” fiir a € R, und = € R zu definieren.
Aus Definition kennen wir bereits die Exponentialfunktion, welche wir, um sie von
der Potenzfunktion zu unterscheiden, vorerst schreiben als

exp: C — C, z > exp(z) := lim <1 + %)n (6.1)

n—oo

Fiir den Moment wollen wir uns auf reelle Zahlen beschrdnken. Dann hat die Exponen-
tialfunktion folgende Eigenschaften:

Satz 6.1. Fiir z,y € R gilt:

exp(x + ) = exp(e) - exp(y), exp<_x>:expl<x>, exp(a) >0, exp(l) =e,

und = — exp(z) ist streng monoton wachsend, d.h. fiir x < y ist exp(x) < exp(y).

Satz 6.2. Ist M C R und ist f: M — R streng monoton, so ist f invertierbar, d.h. es
existiert eine Funktion f~': f(M) — M mit

(ffof)z) =2, Vo e M, und (fof ")(y) =y, Vye f(M).

Nach diesem Satz ist die Exponentialfunktion exp: R — R, (mitR, = {x € R| z > 0})
invertierbar.

Definition 6.3. Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunk-
tion. Er ist definiert als

In: Ry — R, z +— In(z) = exp ' (z).
Der natiirliche Logarithmus hat folgende Eigenschaften:

Satz 6.4. Fiir x,y > 0 gilt:

In(z - y) = In(z) + In(y), In (1> = —In(z), In(e) =1,

i

und x — In(z) ist strikt monoton wachsend, d.h. ist x < y, dann ist auch In(x) < In(y).
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Insbesondere gilt also auch In(z?) = ¢In(z) fir ¢ € Qund In({) = In(z) —In(y) fir z,y €
R, . Mit Hilfe des Logarithmus definieren wir jetzt die allgemeine Exponentialfunktion
wie folgt:

Definition 6.5. Fiir a € R, und = € R definieren wir a® := exp(xIn(a)). Den Ausdruck a*
nennen wir dann auch allgemeine Potenz von a.

Bemerkung 6.6. Da die Exponentialfunktion auch fiir komplexe Zahlen definiert ist, kon-
nen wir auch fiir komplexe Zahlen eine allgemeine Exponentialfunktion definieren: Fiir
a € Ry und z € C definieren wir a* := exp(zIn(a)).

Mit dieser Definition ist e* = exp(z In(e)) = exp(x - 1) = exp(x) fiir beliebige x € R.
Die Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion iibertragen sich auf die allgemeine Expo-
nentialfunktion. Fiir « € R, und z,y € R gelten damit die Rechenregeln:
a” - a’ = exp(zIn(a)) - exp(yIn(a)) = exp((z + y) In(a)) = o™,
1 1
- _ —r-1 _ o 1 - s
a exp(—z - In(a)) = exp(—(z - In(a))) pan(@) o’

a® = exp(z - In(a)) > 0,

und fiir @ = 1 ist x — «” konstant, fiir a > 1 ist z — a” streng monoton wachsend und
fiir 0 < a < 1ist x — " streng monoton fallend.

Beispiel 6.7. In der Tat ist x — 27 streng monoton wachsend und x — (1) = - ist streng
monoton fallend.

Auch die allgemeine Exponentialfunktion ist also streng monoton und damit invertier-
bar fiir a # 1:

Definition 6.8. Fiir a € R, \ {1} definieren wir den Logarithmus zur Basis a als Umkehr-
funktion zur allgemeinen Exponentialfunktion x +— a®. log, hat den Definitionsbereich R
und den Wertebereich R.

Es ist damit log,(1) = 0 und log,(a) = 1. Zudem kann man den allgemeinen Logarithmus
mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus ausdriicken:

log,(x) = , r e Ry.

Somit ist log, (z) = 2 — @) _ 1y,
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6.2 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Trigonometrische Funktionen tauchten historisch betrachtet fiir die Berechnung von

GroRen (Langen und Winkel) von Dreiecken auf.

iR

Ankathete

cosa = Hypothenuse
sina — Gegenkathete
" Hypothenuse
tana = Gegenkathete _ sin«

Ankathete ~— cosa

e'* = cosa + isin«

le?*| = V/sin® a + cos? a = 1

Mit Hilfe der komplexen Zahlen konnen wir die trigonometrischen Funktionen Sinus

und Cosinus wie folgt erweitern:
Definition 6.9. Fiir = € C definiere

eiz + efiz
cos(z) 1= —
Fir ~ € R ist damit

cos(z) = Re(e"”) und

sin(z) :

ez _ iz

21

sin(z) = Im(e").

Mit dieser Definition bekommen wir sofort die Euler’sche Formel aus Satz Zudem
lassen sich die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen und auch niitzliche Re-

chenregeln herleiten:

Satz 6.10. 1. Fiir z € Cgilt

sin?(z) + cos?(z) = 11

2. Der Sinus ist ungerade, der Cosinus ist gerade:
fiir z € C.

3. Fiir w, z € C gelten die Additionstheoreme:

sin(—z) = —sin(z) und

cos(—z) = cos(z)

sin(w + z) = sin(w) cos(z) + sin(z) cos(w),

cos(w + z) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z).

4. Fiir bel. z € C gilt |sin’(z) = cos(z) |und

cos'(z) = —sin(z) |

Benutze fiir 4., dass i - (—i) = 1 ist, also 1 = —.

Mit Hilfe der Ableitungen von Sinus und Cosinus lassen sich die Taylorreihen beider

Funktionen bestimmen:
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Abbildung 3: Spezielle Werte von cos und sin (aus: Wikipedia)

Satz 6.11. Sinus und Cosinus besitzen folgende Darstellungen fiir z € C:

) 253 25 2’7 o0 . Z2n+1
22 24 26 > . ZQn
cosz=1-; I—EjL :;(—1) on)l

Definition 6.12 (Tangens, Cotangens). Definiere Tangens und Cotangens als

U sin 2
tan.C\{§+k7r)k€Z}—>C, z»—>tan(z).—cosz
oS 2

t: C\{km| ke Z C t(2) = .
co \{kr| keZ} — C, z +— cot(z) o

Die reellen trigonometrischen Funktionen sind periodisch, also insb. nicht monoton und
somit nicht global invertierbar. Die Umkehrfunktion existiert also nur fiir geeignete Ein-
schrankungen:

Definition 6.13 (Umkehrfunktionen der (rellen) trigonometrischen Funktionen).

™ T

1. Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Arcussinus arcsin: [-1,1] — [-3, Z].
2. Die Umkehrfunktion des Cosinus ist der Arcuscosinus arccos: [—1,1] — [0, 7].
3. Die Umkehrfunktion des Tangens ist der Arcustangens arctan: R — [—g, g]
4. Die Umkehrfunktion des Cotangens ist der Arcuscotangens arccot: R — [0, 7].
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Skizzen (R x R):

Definition 6.14 (Hyperbelfunktionen). Die Funktionen Sinus hyperbolicus, Cosinus hy-
perbolicus, Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus sind wie folgt definiert:

sinhz: C — C,

coshz: C — C,

tanhz:@\{gi+km’ kEZ}—)C,

cothz: C\ {kmi| k€ Z} — C,

eZ

—e
5 )
e +e*
5 ;

sinhz e*—1

coshz e2* 41’

cosh z B e?* +1

sinhz 2 —1’

Satz 6.15. Eigenschaften von und Rechenregeln fiir Hyperbelfunktionen fiir = € C:

1. sinh z = —isin(iz) und cosh z = cos(iz),

2. (cosh z)? — (sinh 2)* =1,
3. cosh(—z) = cosh(z) und sinh(—z) = —sinh(z),

4. sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z).

Mit Eigenschaft 3 des Satzes lasst sich die Namensgebung Hyperbelfunktionen erklaren:

{(z,y) e R*| 2* —y* =1} = {(cosht,sinht)| t € R} U{(—cosht,sinht)| t € R}.

Hyperbeln in rot:

{(z,y) eR*| 2 —y* =1,2 <0},
{(z,y) eR*| 2> —y* =1, > 0}.
Geraden in schwarz:

{(@y) eR?| y=2},
{(z,y) e R*| y = —z}.

Mit Hilfe der Ableitungen lassen sich die Taylorreihen von sinh und cosh bestimmen:

35



Satz 6.16. Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus besitzen folgende Darstellungen
fiir z € C:

L3 5 T o 20+l
inh z = — 4+ =4+ —=+4+...= —_—
TR T TR Y ey T

2 A6 o Lo
Coshz:1—1—5—1—@%—&—1—...:;(2”)!.

Fiir die (reellen) Umkehrfunktionen miissen wir wieder den Definitionsbereich der Hy-
perbelfunktionen so einschranken, dass die Funktionen bijektiv und damit invertierbar
sind.

Definition 6.17 (Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen).
1. Die Umkehrfunktion des Sinus hyperbolicus ist der Areasinus hyperbolicus

arsinh: R — R.

2. Die Umkehrfunktion des Cosinus hyperbolicus ist der Areacosinus hyperbolicus
arcosh: [1,+00) — [0, +00).

3. Die Umkehrfunktion des Tangens hyperbolicus ist der Areatangens hyperbolicus
artanh: (—=1,1) — R.

4. Die Umkehrfunktion des Cotangens hyperbolicus ist der Areacotangens hyperbolicus
arcoth: R\ [-1,1] = R\ {0}.

Satz 6.18. Es gelten folgende Darstellungen:

arsinh(z) = In(z + Va2 + 1), z € R,
arcosh(z) = In(x + Va2 — 1), r>1,
1 1
artanh(z) = Eln (1ti> : |z < 1,
1 r+1
th(r) = -1 1.
arcoth(z) 5 In (x — 1) : x| >
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arsinh(z)
21 arcosh(x)

1__

4 -3 -2 -1
—1+

91

cosh(x)
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7 Differentialrechnung II

7.1 Funktionsgrenzwerte berechnen

Beim Bestimmen des Funktionsgrenzwertes lim,_, % treten manchmal unbestimmte
Ausdriicke der Form % oder 22 auf. Der folgende auf Guillaume Frangois Antoine de
L’Hopital (1661-1704) zuriick gehende Satz ermoglicht in manchen Fallen das Berech-

nen des Grenzwertes mit Hilfe der Ableitungen von Zahler und Nenner:

Satz 7.1 (Regel von L’'Hopital / L'Hospital). Sei I = (a,b) C Rmit zq € I. Seien f,g: I —
R differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € I. Falls

(D) lim, ., f(x) =lim,_,, g(z) € {0, +o00} und

(iD) lim, ., ’;Eg =ceRU{+o0},

dann gilt lim,_, 5(—3 =c

Die Aussage gilt auch, wenn alle Grenzwerte durch links- oder rechtsseitige Grenzwerte
ersetzt werden.

Bemerkung 7.2 (Beweisidee). Lokal (d.h. in der Ndhe von x) lassen sich Funktionen
durch ihre Tangenten (in xy) approximieren:

Gilt nun f(x) = g(zo) = 0, dann folgt daraus

f@)  f(wo) + f'(wo) (@ — o) _ 0+ f'(wo)(@ —x0) _ f'(20)

g(x)  g(xo) + ¢'(zo)(x —x0) 0+ g'(o)(x —x0)  ¢'(0)

Q

Der Beweis benotigt den erweiterten Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Bemerkung 7.3. Auch einige andere unbestimmte Ausdriicke lassen sich durch Umformen
auf die gewiinschte Form bringen, zum Beispiel:

"0 - 00" Fiir lim,_,,, f(z) = 0 und lim,_,,, g(x) = oo berechnen wir

~
—~
=
8
8
S

oo

f(@)-g(v) = 7= —

"oo — oo" Fiir lim,_,,, f(x) = oo und lim,_,,, g(x) = oo berechnen wir

1 1
I 5@~ F@ amap 00
T = —

f@)  g(=z) f(z)g(z)
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Beispiel 7.4. Sind Funktionsgrenzwerte von Zdhler
und Nenner nicht beide Null oder unendlich, so darf

L’Hopital nicht angewendet werden:
. sinz +cosx
lim —— = —o0,
z—0_ T
. sinz +cosx T 1 1 i
lim ——— = +o00,
z—04 xr
jedoch ist
lim (sinz 4 cos )’ i SO5% sinz ] Abbildung 4: f(x) = sheteoss
z—0 (a;)’ z—0 1 .

Beispiel 7.5. Selbst wenn L’Hopital angewendet werden darf, ist er nicht immer hilfreich:
Es gilt

T

lim sinh(z) = lim S 00,
Tr—>00 T—r00 2
. et te”
D e
sinh’(z) .. cosh(z) oo
z=oo cosh’(x)  z—oo sinh(z) oo

Geschicktes Umformen liefert jedoch ein Ergebnis:

fanh(z) = sinhz e —e™ e (e —e ) _1- e oo |
coshz e*+e® e ®(e?+e®) 1+4e 2

7.2 Verallgemeinerte Kettenregel und Implizite Funktionen

Satz 7.6 (Verallgemeinerte Kettenregel). Seien M C R, tg € M und n € N. Fiir k €
{1,...,n} seien x;,: M — R differenzierbare Funktionen und x = (x1,...,x,): M — R™
Weiterhin sei f: R™ — R differenzierbar in zo := x(to) = (z1(to), z2(to), ..., zn(ty)) € R™
Sei die Funktion G: M — R gegeben durch

Gi=fox, dh Gt)=f(xi(t),z2(t),...,zn(t)), t€ M.

Dann ist G differenzierbar in t, mit Ableitung

G'(to) =) g—i(xl(to),w(m), L x(to)) - 2 (t).

Die Aussage gilt ebenso, wenn der Wertebereich von GG von R auf C erweitert wird.

Beispiel 7.7 (Exponentialfunktion). Sei G: R — C gegeben durch G(t) := (cos(t)
isin(t)), also f(z,y) = x + iy, x(t) = cost und y(t) = sint. Dann ist

+

G'(t) = %(Cos(t) +isin(t)) - (cost) + %(Cos(t) +isin(t)) - (sint)’
=1-(—sint)+i-cost =i(isint + cost) = iG(t)

Nach der Euler’schen Formel ist G(t) = ¢ und hat in der Tat die Ableitung G'(t) = i - ™.
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Kommen wir nun zu den impliziten Funktionen.

Definition 7.8. Seien A C R und B C R offene Mengen und sei F': A x B — R gegeben.
Eine Funktion f: A — R sei implizit gegeben durch die Auflésung der Gleichung F(x,y) =
0 nach vy, d.h.

{(z,y) € Ax B| F(z,y) =0} = {(z, f(z))| = € A}.
In diesem Fall sagt man, F sei (lokal) nach y auflosbar.
Eine solche implizite Darstellung hatten wir fiir Hyperbeln gesehen. In diesem Fall war
F(z,y) =2* —y*— 1.

Satz 7.9 (Satz iiber implizite Funktionen). Fiir M C R?sei F': M — R stetig differenzier-
bar. Fiir einen Punkt (xo,y0) € M gelte F(z,yo) = 0 und %—5(%, yo) # 0. Dann existieren
a, 8> 0 so dass gilt:

Vo € {z €R| |v— x| <a} By = f(z): |y —yo| < B, F(z,y) =0,
d.h. lokal (in einer Umgebung von x) ist F'(x,y) = 0 nach y auflésbar.

Mit Hilfe der verallgemeinerten Kettenregel konnen wir die Ableitung einer implizit
gegebenen Funktion berechnen.

Sei die Funktion f: R — R implizit gegeben durch G(z) = F(z, f(x)) = 0. Die Funktion
G: R — R ist konstant, hat also die Ableitung G'(x) = 0 fiir alle z € R und damit sagt
uns die Kettenregel

_or

0= G'a) = (o f@) - 1+ (o S (@) £(0)

Ist %—5@, f(z)) # 0 (so wie im Satz iiber implizite Funktionen an mindestens einer Stelle
(x0,yo) gefordert), so kann man diese Gleichung nach f’(x) auflésen und erhélt

(e, f ()
9z, f(x))

Beispiel 7.10. Die Hyperbel war gegeben durch F(x,y) = 0 mit F(x,y) = 2* —y* — 1. Es
ist 86—1;(1’, y) = —2y # 0 fiir y # 0. Wenn wir diese Funktion lokal nach y auflosen kénnen
(also fiir |z| > 1 und y # 0), so dass fiir f(x) = y(x) die Gleichung F(x,y(z)) = 0 gilt,
dann ist die Ableitung

fl(x) = (7.1)

-2y Yy
Wir konnen iiberpriifen, dass dies korrekt ist, indem wir f ausrechnen:

-y —1=0=>y=+Va2-1

Setzen wir beispielsweise f(x) = /22 — 1 = (22 — 1)'/2, so ist die Ableitung von f gegeben
durch .
()= =(z22—=1)"Y%. 22 = * -7 , d.h. =z
Fa) = e~ 1) — y=1

Die letzte Gleichung ist eine Differentialgleichung, sie zu losen ist Thema in einem spdteren
Kapitel.
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Bemerkung 7.11. Implizite Funktionen lassen sich auch auf hohere Dimensionen iibertra-
gen. Fiir m,n € N sei eine Funktion F' = (Fy,..., F,): R™ x R™ — R" gegeben.

Diese definiert (wieder unter gewissen Voraussetzungen und nur lokal) implizit eine Funk-
tion f = (f1,..., fn): R™ — R™

F(zy,....,Tm, Y1y, Yn) =0

Fl(xlw"axmayla--'?yn)

:07
FQ(xlw"axmvyla-"?yn) :()7
e .

Fo(xy, .o Ty Y1, -5 Yn) =0
mit fi(xy, ..., xm) =1, fo(T1, s Tm) = Y2y - o, fu(T1, .o Tm) = Yn. Setzen wir wieder

Gj(x1,...,xm) = Fj(x1, ..., Zm, fi(z1, .. 2m), oo fu(z1, .o 20)) =0

fiir j € {1,...,n}, so kénnen wir die partiellen Ableitungen berechnen.
Fiir die partiellen Ableitungen nach zy, (k € {1,...,m}) gilt dann fiir j € {1,...,n}:
OF;  oF; of;i ok of;  0F 0f

Oz, dy Oz, Oya Or, T Jy, Oxy

7.3 Extremwertaufgaben

In Definition haben wir die Begriffe Supremum, Infimum, Maximum und Minimum
eingefiihrt. Betrachten wir zunéchst ein Beispiel zur Motivation dieses Abschnittes:

Beispiel 7.12. Sei f: R — R definiert als f(x) = j2*+ 2% —2? fiir « € R. Diese Funktion
hat folgenden Graphen:

f(x) Was passiert an den markierten Punkten
und wie finden wir sie?
8
A=(-2,—=
(-2,-3),
1L B =(0,0),
)
=(1,——).
B ’ T o
o Das sind die lokalen Extremstellen.
-1+ lokale Extrema: in offener Menge 1.

und 2. Ableitungen betrachten,

globale Extrema: Werte auf dem Rand
der Menge und lokale Extrema verglei-
chen.
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Definition 7.13 (lokale Extremalstellen). Seienn e N, M Cc R", f: M — R, xy € M.

a) xo heifst lokales Minimum von f, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle x € M mit
|z — xo| < € gilt: f(xg) < f(x).

b) xy heifst lokales Maximum von f, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle x € M mit
|z — | < e gilt: fzo) = f().

c) o heifst strenges lokales Minimum von f, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle
x € M mit |x — xo| < e gilt: f(x) < f(x).

d) xo heifst strenges lokales Maximum von f, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir alle
r € M mit |z — xzo| < e gilt: f(zo) > f(x).

Im R! ist klar, was ein offenes Intervall ist:

(a,b) ={x €eR| a <z <b}.
Wie definieren wir offene Mengen allgemein im R"?

Definition 7.14. Eine Menge M C R™ heifst offen, falls zu jedem Punkt aus M eine offene
Kugel um x existiert, die selbst in M enthalten ist. Mit anderen Worten:

Vg € M Je > 0: B(xg,e) ={x e R"| |z — x| < e} C M.

Nach dem Satz von Weierstral3 (Satz [1.44) nimmt jede stetige Funktion f: [a,b] — R
auf diesem abgeschlossenen Intervall [a, b] ihr Minimum und Maximum an. Auf offenen
Mengen miissen Minimum und Maximum nicht angenommen werden. Wenn jedoch
lokale Minima und Maxima existieren, so konnen sie iiber die Ableitung charakterisiert
werden:

Satz 7.15. Fiir n € Nsei M C R" offen und f: M — R differenzierbar. Sei xq € M eine
Extremalstelle von f. Dann muss V f(xo) = 0, d.h. der Gradient von [ verschwindet an der
Stelle xy.

Jeder Punkt =, € M mit V f(z,) = 0 heiRt kritischer Punkt von f. Dabeiist 0 = (0,...,0)
der n-dimensionale Nullvektor.

Obiger Satz liefert notwendige Bedingungen fiir Extrema. Folgende hinreichende Be-
dingungen sagen uns, ob es sich tatsdchlich um eine Extremalstelle handelt und ob es
sich um ein Minimum oder Maximum handelt.

Satz 7.16. Seien M C R offen und f € C*(M;R). Sei x, ein kritischer Punkt von f.

a) Falls f"(xq) > 0 ist, so ist x ein striktes lokales Minimum von f.

b) Falls f"(zy) < 0 ist, so ist x ein striktes lokales Maximum von f.

Bei der Betrachtung von Extrema beschridnken wir uns (vorerst) auf den R? und bekom-
men unter Verwendung der Hessematrix folgendes analoges Resultat:
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Satz 7.17. Seien M C R? offen und f € C*(M;R). Sei a = (ay,ay) € M ein kritischer
Punkt von f.

a) Falls

9% f 2f o B2f
<ax8y(a)) < @(a)-a—y?(a) (7.2)

ist, so ist a ein eine lokale Extremalstelle von f.

b) Ist 227{(@) > 0, dann ist a ein lokales Minimum von f.

c) Ist %(a) < 0, dann ist a ein lokales Maximum von f.
d) Gilt ">" an Stelle von "<" in (7.2)), so ist a ein Sattelpunkt von f.

Beispiel 7.18. Sei f(z,y) := (z — y)* fiir (z,y) € R% Dann bestimmen wir zundchst alle
kritischen Punkte von f:

Vi(z,y) = <_4§x—_y£3) = (8) — z=uy.

Fiir alle Punkte in M := {(z,y) € R?| x = y} gilt f(x,y) = 0, fiir alle Punkte aufSerhalb
dieser Menge ist f(x,y) > 0, d.h. das globale (nicht strikte) Minimum der Funktion wird
in allen Punkten (x,y) € M angenommen. Was sagt uns das hinreichende Kriterium? Die
gweiten partiellen Ableitungen lauten wie folgt:

9% f

Gz (@ y) = 12(z - y)?,
82
e = 12—
82 f

o J — _ 2
axﬁy(m’y) 12(z — y)~.

Satz ist also nicht anwendbar, da Gleichheit in (7.2)) gilt.

2

Abbildung 5: f(x,y) = (z — y)* aus Beispiel
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Mit Hilfe der Ableitung einer implizit gegebenen Funktion (siehe (7.I))) konnen auch
Extrema implizit gegebener Funktionen untersucht werden:

Satz 7.19 (Notwendige und hinreichende Bedingungen bei impliziten Funktionen). Sei
M C R ein offenes Intervall und sei f: M — R implizit gegeben durch F(x, f(x)) = 0 fiir
F' zweimal partiell differenzierbar.

a) Wenn a € M ein lokales Extremum von f ist, dann gilt 2 F(a, f(a)) = 0.
b) Ist a € M ein kritischer Punkt von f und ist

O*F
Sl f(@) £ 0,

dann ist a eine lokale Extremstelle von f.

c) Ist weiterhin

_azlef@) 7.3)

so ist a ein lokales Minimum von f.
d) Gilt"<" in (7.3), so ist a ein lokales Maximum von f.

Beispiel 7.20. Sei eine Funktion f implizit gegeben durch F(x,y) = (x+1)*+(y—3)*>—1 =
0. Zundchst berechnen wir:

oF oOF O*F

-9
e a9 (z,y)

Die notwendige Bedingung lautet 2z + 2 = 0. Diese wird nur von x = —1 erfiillt — dies ist
also der einzige kritische Punkt von f.

x = —1 ist eine lokale Extremstelle von f, denn ‘3275
insb. fiir y = f(x).

F(-1,y) = (y — 3)> — 1 = 0 hat die Lésungen y € {2,4} — dies sind also die Kandidaten

far f(=1).

(z,y) = 2 # 0 fiir beliebige y € R, also

8%F
— %i:((qlf)) = 5526 = 1 > Ound in der Tat ist (a, f(a)) = (—1,2) das Minimum von f.
y )
°F (1 4 ) ) ) )
- %(_1,4) = 555 = —1 <0und in der Tat ist (a, f(a)) = (—1,4) das Maximum von f.
Y

Die implizit gegebene(n) Funktion(en) y = f(x) konnen wir in diesem Fall iibrigens wie
folgt berechnen:

Seiena =z +1lundb=y—3.Dannist F(z,y) = (x+1)*+(y—3)*—1=a*+0*—1=0
genau dann, wenn b = ++/1 — a? ist. Riicksubstitution ergibt y —3 = £4/1 — (v + 1)?,

alsoy = f(x) =3+ v —2? — 2.
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Abbildung 6: Graph von F aus Beispiel

4.0

2.0

x
=20 -15 -10 -05

Abbildung 7: Graph von f aus Beispiel
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8 Integralrechnung I

Motivation: Mit Hilfe der Integration lassen sich Flacheninhalte (Flache unter einem
Graphen), Volumina, Ldngen von Kurven und vieles mehr berechnen. Zudem benétigen
wir die Integration zum Losen von Differentialgleichungen.

8.1 Stammfunktionen und unbestimmte Integrale

Definition 8.1 (Stammfunktion). Seien I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.
Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifst Stammfunktion von f, wenn F'(z) = f(z)
gilt fiir alle = € I. Das unbestimmte Integral [ f(xz)dz ist die Menge aller Stammfunktio-
nen von f.

Da sich die Stammfunktionen nur durch eine additive Konstante C' € R unterscheiden,
schreibt man auch
/ f(a )i

Satz 8.2 (Rechenregeln). Besitzen f,g: I — R Stammfunktionen, so gilt:
(D [ (f(=z) ifga:)dx:ffxdxifgasdx

(2) Fiirjedes a € Rist [a- f(x)dz =a- [ f(x)

(3) Falls f differenzierbar ist, dann gilt

[ 1@ =@y e

(4) Falls f(z) # 0 fiir alle z € I und f differengierbar ist, gilt
1),

=In|f(z)|+ C.

Aussagen (1) und (2) folgen aus der Linearitdt der Ableitung, (3) und (4) zeigt man
durch Ableiten der rechten Seite. Bei (4) ist zu beachten, dass wegen f(z) # 0 fiir alle
x € I entweder |f(z)| = f(x) fir alle x € I oder |f(x)| = —f(x) fiir alle x € I, so dass
die Stammfunktion tatsidchlich tiberall differenzierbar ist.

Folgende Stammfunktionen kénnen durch Ableiten verifiziert werden fiir n € Z \ {—1}
und a > 0:

1 1

/x"dx— 2"+ O, /—dx—ln\x!—i—(}’,

n+1 x
/emdx:ez—l—C’, / ‘de—a——l—C

Ina

/sin:cd:z::—cosa:—l—C, /Cosxdx:sina:—l—C,
/tanxdx:—ln\cosa:]+0, /cotxdlen]sinx]+0,
/ L d t +C / ! d te+C

T =tanx xr = —cotx

(cosx)? ’ (sinx)?
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Die Stammfunktionen der Hyperbelfunktionen lauten

/Sinh xdx = coshz + C, /COSh xdx = sinhx 4 C,

/tanh xdz = Incoshzx + C, /coth xdx = In |sinhz| + C.

Satz 8.3 (Partielle Integration). Ist I C R ein Intervall und sind f,g: I — R stetig
differenzierbar, dann gilt

/f’(x) -g(z)dz = f(z) - g(z) + C — /f(x) - ¢ (z)dz.

Satz 8.4 (Substitution). Seien I, J C R Intervalle. Ist f: I — R stetig mit Stammfunktion
F und g: J — 1 stetig differenzierbar mit Stammfunktion G, dann hat ¢' - (f o g) die
Stammfunktion F o g, d.h.

J 9@ sene= [

Formal substituieren wir also y = g(x) und schreiben dy = ¢'(x)dz.

Beispiel 8.5. Aussage (4) aus Satz|8.2|konnen wir mit Substitution beweisen:
=In |y| ‘y:f(x) +C=1In |f(:L‘)| + C.

o=,

Konkret konnen wir so die Stammfunktion des Tangens berechnen:

/tan(a:)dx = / Siﬁdm =— / de = —In(cosz) + C, auf (—g, g) :

COsS X COS X

8.2 Bestimmte Integrale

Das Riemann-Integral einer Funktion f: [a,b] — R gibt den Fldcheninhalt unter dem
Graphen von f zwischen a und b an. Der Fliacheninhalt einer Menge A C R2, nennen
wir ihn p(A), sollte folgende Eigenschaften haben:

o u(A)>0,VA C R

e u([a,b] x [¢,d]) = (b—a) - (d— c) (Flacheninhalt eines Rechtecks),

e AC B= pu(A) < pu(B),

e iiberschneiden sich A und B maximal auf dem Rand, dann gilt u(aU B) = u(A) +
u(B),

e wird A gedreht oder im Raum verschoben, dndert sich der Flacheninhalt nicht.

Kennen wir den Fldcheninhalt unter einer Kurve, konnen wir den Flicheninhalt von
allgemeinen Flichen A C R? berechnen, indem wir die Fldche in Teilstiicke zerlegen,
die jeweils als Flache unter einem Graphen beschrieben werden kénnen.
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Fiir die Definition des Riemann-Integrals benotigen wir einige Begriffe:
Definition 8.6. Seien I = [a,b] C R ein Intervall und f: I — R.

a) Eine Zerlegung von [ ist eine endliche Menge von Punkten Z = {zg,x,...,x,} mit
a=x9<x1<...<xyp="0bFiirk e {l,...,n}ist I} = [xy_1,x;] das k-te Teilintervall
von [ mit Ldnge L(Iy) := x — op_1.

b) Die Linge des grofsten Teilintervalls
|Z|| == max{L(ly)| ke{l,...,n}} = max{z1 — zo, 22 — T1,...,Tp — Tp_1}
ist die Feinheit von Z.

¢) Widhlt man aus jedem Teilintervall einen Punkt &, € I, (k € {1,...,n}) aus und fasst
sie zu einem Vektor = = (&1, o, . . ., &,) gusammen, so ist die Riemann’sche Summe fiir
f beziiglich Z und Stiitzstellen £ gegeben durch

SHZ.E) =Y f(&) @k — zim1).

d) f heifst Riemann-integrierbar (iiber I = [a,b]), wenn fiir jede Folge von Zerlegun-
gen (Z,)nen von I mit lim,,_, || Z,|| = 0 und beliebige Stiitzstellen =, der Grenzwert
limy, 00 S§(Z,,2,) =1 S € R existiert und eindeutig ist. In diesem Fall schreibt man

S = fab f(z)dz und nennt S das bestimmte Integral von f {iber [a, b)].

Zu Teil d) ist zu bemerken, dass der Grenzwert der Folge von Riemann-Summen nicht
nur fiir eine bestimmte Folge von Zerlegungen mit zugehoriger Folge von Stiitzstellen(-
Vektoren) konvergieren soll, sondern dass dies fiir jede beliebige Folge der Fall sein
soll. Zudem soll der Grenzwert dann nicht von der konkret gewahlten Folge (Z,,, =, ) en
abhangen, d.h. fiir alle Folgen dieser Art soll der Grenzwert gleich sein. Insbesondere
soll das fiir Unter- und Obersumme gelten:

Definition 8.7. Seien I = [a,b] C R ein Intervall und f: I — R. Fiir ein n € N
sei Z = {xg,21,...,x,} eine Zerlegung von I. Seien m = (mg, my,...,m,) und M =
(Mo, My, ..., M,) Stiitzvektoren mit

my = 1inf{ f(z)| z € I}, My, =sup{ f(z)| = € I;}.

fiir k € {0,1,...,n}. Dann nennt man

SH(Z) = S5¢(2,m) = ka(:ck — 1) Untersumme von f bzgl. Z und
k=1

Si(Z):=5¢(2,M) = Z My (z, — xx—1) Obersumme von f bzgl. Z.
k=1
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Beispiel 8.8 (Dirichlet-Funktion). Fiir I = [0, 1] sei die Funktion f: I — R gegeben durch
fa) 1, fallsx € QnJo0,1],
xTr) =
0, fallsx e (R\Q)NI0,1].

Ein mathematisches Resultat besagt, dass die rationalen Zahlen QQ dicht in den reellen
Zahlen R liegen, d.h. in jeder beliebig kleinen Umgebung einer Zahl x € R existiert eine
Zahly € Q.

Die Ober- und Untersumme lassen sich damit leicht berechnen: Fiir eine beliebige Zerlegung
Z ={x,x1,...,2,} von [0, 1] ist (wegen m;, = 0 und M, = 1 fiir alle k)

Si(2)=> 0-(xx —w41) =0,

gf(Z):ZL(mk—mk,l):xn—xozl—():l.

k=1

Fiir jede Folge von Zerlegungen (Z,,),en gilt also

lim S,;(Z,) =0# 1= lim S;(Z,).

n—oo n—o0

Die Dirichlet-Funktion ist also nicht Riemann-integrierbar.

Satz 8.9. Fiir [ = [a,b] C Rsei f: [ — R gegeben. Das (bestimmte) Integral existiert, falls
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) f ist stetig auf I,
(2) f ist beschrdnkt und besitzt nur eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen,
(3) f ist beschrdnkt und monoton.

Satz 8.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Seien I = [a,b] C R ein
Intervall und f: I — R stetig.

a) Fiir jedes c € I ist die Funktion
FiloR  F(2) = / f(@)da

eine Stammfunktion von f.

b) Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt
b
/ F@)de = F(b) — Fla).
Man schreibt in der Situation von Teil b) auch
b
[ #a)is = [F@)t = F@: = P,
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Beispiel 8.11. Die Stammfunktion von f(z) = coshx ist F(z) = sinh x. Folglich gilt fiir
beliebige a < b:

b
/ coshz dz = sinh x|’ = sinh b — sinh a.

Bisher haben wir bei Integralen immer Grenzen a < b angenommen. Integrale konnen
jedoch auch fiir Grenzen definiert werden, die diese Bedingung nicht erfiillen:

Definition 8.12. Seien a,b € R mit a < b. Fiir eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R

definiert man .
/aa f(z)dz := 0, /ba flx)dz := —/a f(x)dz.

Satz 8.13. Fiir a,b,c € R mit a < ¢ < b seien Funktionen f,g: |a,b] — R gegeben.

(1) Sind f und g integrierbar iiber [a, b], so gilt fiir beliebige o, 3 € R:
b b b
[ at@ + sgtarte = [ f@pa s [ glaydn

(2) Ist f sowohl iiber [a,c| als auch iiber [c,b] integrierbar, dann ist f auch iiber [a, D]
integrierbar und es gilt

/abf(x)dx - /acf(x)dx+/cbf(m)dx.

(3) Sind f und g integrierbar tiber |a,b] und gilt f(x) < g(z) fiir alle x € [a,b], dann gilt

die Ungleichung
b b
/f(x)dxg/ g(x)dz.

(4) Ist f stetig auf |a, b], dann gilt

/a  Ha)da

Ist f: [a,b] — R beschrénkt, d.h., existieren Zahlen m, M € R so dass gilt:

< [1f@lde < [ sup [f@)]de = sup [(@)]- (b~ a).

z€|a,b x€la,b]

m < f(x) < M, Vo € [a,b],
dann folgt mit Aussage (4) des obigen Satzes:
b
m - (b—a) §/ f(z)de < M- (b—a).
Satz 8.14. Fiir a < b seien f,g: [a,b] — R integrierbar und fiir alle x € |a,b] gelte

f(z) < g(x). Dann besitzt die Fliche M = {(x,y) e R?| a <z <b, f(x) <y < g(z)}
zwischen den Graphen beider Funktionen den Fldcheninhalt

/ab (9(z) = f(z)) dz = /abg(x)dx - /abf(:):)dx.
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Beispiel 8.15. Fiir I = [0,a] seien f,g: I — R gegeben durch f(z) =b— % und g(z) = 0.
Dann ist der Fldcheninhalt der Fldche unter den Graphen

[ @ —atopar= [T0-2 oo = o 20| =b-@-0)- )=

0 2a

Dies ist auch tatsdchlich der bekannte Fldcheninhalt eines Dreiecks, deren Grundseite Ldnge
a und deren Hohe Ldnge b hat.

Bemerkung 8.16. Es gibt neben dem Integralbegriff von Riemann noch weitere wie z.B. das
Lebesgue’sche Integral. Gegeniiber dem Riemann-Integral hat dieses unter anderem den Vor-
teil, dass einige nicht Riemann-integrierbare Funktionen durchaus Lebesgue-integrierbar
sind. Ein Beispiel dafiir ist die bereits eingefiihrte Dirichlet-Funktion aus Beispiel

Wichtige Formeln bei bestimmter Integration

Satz 8.17 (partielle Integration). Die Funktionen f,g: [a,b] — R seien differenzierbar
und f - ¢’ besitze eine Stammfunktion. Dann gilt:

/ f(2)g(x) / f(2)g(@)dz + F(B)g(b) — F(a)gla).

Satz 8.18 (Substitution). Die Funktion g: [a,b] — I C R sei differenzierbarund f: I — R
besitze eine Stammfunktion. Dann gilt:

g(b)
/ fe@)d @z = [ fly)dy
g(a)

Beispiel 8.19. Wir wollen das folgende bestimmte Integral berechnen:

e 1 2
I::/ —(nx) dz.
1 T

Mit der Substitution y = g(z) = Inz und ¢'(z) = L gilt
e g(e) 1.1 1 1
1= [ gone= [ ipay = 3| =300 - 0=
1 g(1) 371 3 3

Taucht im Integranden in der Substitutionsformel einer der folgenden Terme auf, so
bietet sich moglicherweise (ohne Garantie!) die angegebene Substitution an:

Term /22 + a?: Substitution z := asinh y mit dz = a cosh y dy und vz2 + a? = |a| cosh y,
Term /22 — a?: Substitution x := a cosh y mit dx = asinh ydy und v2? — a? = |asinh y|,

Term /a? — z?: Substitution x := asiny mit dx = acosy dy und va? — 22 = |a cosy|.
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8.3 Kurven im R"

Definition 8.20. Fiir ein n € Nsei v € C*([a,b]; R"), d.h., v: [a,b] C R — R" eine k-mal
stetig differenzierbare Abbildung.
Eine (durch ~) parametrisierte Kurve I ist definiert als das Bild von ~:

:={~(t)]| t €la,b]} CR"

Man nennt v dann Parametrisierung oder Parameterdarstellung von I'. (a) nennt man
Anfangspunkt und ~(b) Endpunkt der Kurve I' und man sagt, die Kurve sei gerichtet.
Stimmen Anfangs- und Endpunkt einer Kurve iiberein (d.h. y(a) = ~(b)), dann spricht
man von einer geschlossenen Kurve.

Definition 8.21. Sei I' C R" eine Kurve mit Parametrisierung
Y=V, %) [a,b] CR = R™

Die Kurve heifst glatt, wenn die Koordinatenfunktionen -1, . .., ", von « alle stetig differen-
zierbar sind und wenn zudem fiir alle t € [a, D]

’7,(t) = (’Vi(t)a s 7’7;1(15)) 7é (07 ce 70)
gilt.

Ist v(t) = ¢ € T ein Punkt der Kurve T (fiir ein ¢ € [a, b]), dann ist der Vektor +/(t) der
Richtungsvektor der Tangente an die Kurve I" im Punkt c.

Beispiel 8.22. Ein paar Beispiele fiir Parameterdarstellungen von Kurven:

(1) Der Graph einer stetigen Funktion f: [a,b] — R ist eine Kurve im R?. Eine mogliche
Parametrisierung ist

vilatl =B o= (4, )-

(2) Die Verbindungsstrecke zweier Punkte A, B € R" ist eine Kurve, die man wie folgt
parametrisieren kann:

v:[0,1] = R, ~(t) =A+t(B - A).

Neben den Darstellungsmoglichkeiten in parametrisierter Form oder als Graph einer
Funktion ist es auch moglich, eine Kurve (implizit) als Niveaulinie oder Nullstellenmen-
ge einer Funktion zu beschreiben.
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Beispiel 8.23. Ein Kreis mit Radius r > 0 ldsst sich wie folgt als geschlossene Kurve para-

metrisieren: o
) 9 _ [rcos(t
v:10,27] = R*, ~(t) = (Tsin(t))'

Andererseits hat der Kreis die implizite Darstellung
I'={(z,y) eR?*| F(z,y) =2 +y* —1* =0}
und die Darstellung als Graph zweier Funktionen:

= {(m, r2—a?)| x € [—r,r]}U{(w,—M)

x € [—T,’/‘]}

8.4 Kurvenintegrale

Ist eine Kurve I' C R™ gegeben, dann wollen wir beispielsweise die Lange der Kur-
ve berechnen oder die bendtigte Arbeit, um ein Objekt entlang einer Kurve durch ein
Kraftfeld zu bewegen. Ersteres fiihrt zum sog. Kurvenintegral 1. Art, letzteres zum Kur-
venintegral 2. Art, auch Arbeitsintegral genannt.

Zunachst ein Hilfssatz und ein kleines niitzliches Resultat:

Satz 8.24 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Weiter-
hin gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit f'(¢) = 0.

Beweis. Nach dem Satz von Weierstrafd nimmt f auf dem Intervall [a, b] Minimum und
Maximum an. Entweder ist f konstant, dann ist f’(x) = 0 fiir alle = € (a, ). Andernfalls
ist

min{ f(z)| = € [a,b]} # max {f(z)| z € [a,b]}

und mindestens einer von beiden Werten wird nicht auf dem Rand des Intervalls [a, b]
angenommen (wegen f(a) = f(b)), d.h. wir haben ein lokales Extremum an einer Stelle

¢ € (a,b). Nach Satz[7.15|gilt dort f/(£) = 0. O

Satz 8.25 (Mittelwertsatz (MWS) der Differentialrechnung). Sei f: [a, b] — R stetig und
auf (a, b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = W

Beweis. Wir definieren uns die Hilfsfunktion h(x) := f(z)— f(a)— W (x—a). An den
Stellen « und b gilt h(a) = h(b) = 0. Laut dem Satz von Rolle existiert also ein £ € (a, b)
mit /() = 0. Berechnen wir die Ableitung von % an der Stelle £, so bekommen wir

durch Umstellen unser gewiinschtes Ergebnis.

0=n(©) = (e - LS e -

f(0) — fla)
b—a '

b—a
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Beispiel 8.26 (Motivationsbeispiel). Die Position einer Strafse, die durch ein Gebirge
fiihrt, sei beschrieben durch eine durch v: [a,b] — R?® parametrisierte Kurve T'. Die Straf3e
soll einen neuen Belag bekommen und dafiir wollen wir die Gesamtoberfldche der Strafse
bestimmen. Die StrafSe ist nicht iiberall gleich breit und so wird sie in einzelne Streckenab-
schnitte unterteilt, deren Enden durch t;, k = 0,1, ...,n bezeichnet werden, wobei Z :=
{to,t1,...,t,} eine Zerlegung von [a, b ist. Fiir jedes Teilstiick der Strafse nehmen wir an,
dass die Strafse anndhernd gerade und gleich breit ist, sagen wir mit Breite f(v(t)) fiir t €
I, = [tx_1, tx]. Die Ldnge der Strafse auf dem Teilstiick ist ndherungsweise |y(t) — v (tx—1)),
so dass die Oberfldche insgesamt ndherungsweise Y ,_, f(v(tx))|v(tx) — v(tx—1)| betrdgt.
Nach dem MWS gibt es in jedem Intervall Iy, eine Stelle &, mit

Y(tk) = v(te-1) = 7' (&) (te — ter).

Damit kénnen wir die Gesamtoberfldche (immer noch ndherungsweise) schreiben als

> FEEN ()t — ti)-

Lassen wir die Zerlegung gedanklich feiner werden und ersetzen die Summe durch das Inte-
gral, dann erhalten wir die Gesamtoberfldche als ff F(y(®) ()|dt, wir schreiben [, fds.

8.4.1 Kurvenintegrale 1. Art

Definition 8.27. Fiir ein n € N sei eine Kurve I' C R" gegeben durch die Parametrisierung
v:la,b] C R — R"™ Sei Z = {to,t1,...,tn} eine Zerlegung von [a,b] mit Feinheit || Z||.
Fir k € {1,...,N} sei I'y, := {~(t)| t € [ts—1,tk]} C R™ das k-te Kurvenstiick und &, €
[y ein Punkt daraus. Bezeichnen wir den Stiitzstellenvektor mit = := (&,...,&x). Die
Riemann-Summe einer Funktion f: ' — R begiiglich der Kurve T, der Zerlegung Z und
der Stiitzstellen = ist

=) f(&) [Tkl = Zf(fk) (k) — v (Ek-1)]-

Falls fiir jede Folge von Zerlegungen (Z;)keny mit limy_,o. || Zx|| = 0 und zugehorigen Stiitz-
stellenvektoren =, der Grengwert

S := lim Sf(Zk,\—tk) eR

k—o0

existiert und eindeutig ist, so heifst S Kurvenintegral 1. Art von f iiber I' und man schreibt

S = fF fds.

Satz 8.28. Ist I' C R"™ eine Kurve und f stetig auf I, so existiert das Kurvenintegral 1. Art
von f iiber T.

Satz 8.29. Fiir ein n € N sei eine glatte Kurve I' C R"™ gegeben durch die Parametrisierung
v: [a,b] C R — R" Sei f: I' — R stetig. Dann berechnet man das Kurvenintegral 1. Art
von f iiber I' als

/ fds = / FO(0)) - I (1) dt = / FOn), A0V IO+ ¥ (D).
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r cos(t)
7 sin(t)
um (0,0) mit Radius r. Sei f = 1. Dann ist der Kreisumfang gegeben durch

Beispiel 8.30. Sei v: [0,27] — R? gegeben durch ~(t) = ( ), d.h. T ist ein Kreis

27 2
/fds = / 1-\/(=rsint)? + (rcost)2dt = / rdt = 2mr.
r 0 0

Definition 8.31. Sei 7: [a,b] — R™ die Parametrisierung einer Kurve I' C R". Die Ldnge
der Kurve ist

N
L(T) ::sup{Zh(tk)—y(tk_l)] ‘ NeNa=ty<t, <... <tN:b}.
k=1

Die Kurve heifst rektifizierbar, wenn sie eine endliche Ldnge hat.

Satz 8.32. Ist v: [a,b] — R™ stiickweise stetig differenzierbar, d.h. f ist stetig auf |a, b] und
mit Ausnahme von héchstens endlich vielen Punkten auch stetig differenzierbar, dann ist
die Ldnge der durch v parametrisierten Kurve I' gegeben durch

L) = [ Wold= [ VOIOPT -+ o)

Bemerkung 8.33. Das Kurvenintegral 1. Art hdngt nicht von der Parametrisierung der
Kurve ab. Zudem hdngt es nicht von der Richtung ab, in der die Kurve durchlaufen wird.

Satz 8.34. a) Seien I';,I'y; C R"™ Kurven, wobei der Endpunkt von I'y mit dem Anfangs-
punkt von Ty iibereinstimmen soll. Sei I' := T'; U I'y die aus beiden Kurven zusam-
mengesetzte Kurve. Ist f sowohl auf I'; als auch auf I'; definiert, dann gilt fiir die
Kurvenintegrale 1. Art

/fds = fds + fds.
r Iy

T2

b) Sind f und g stetige reellwertige Funktionen auf einer Kurve I" und «, 5 € R Konstanten,

dann gllt
()47—1—13 ds =« fd —|—/3 ds.
/1"( g) ’ /1“ ’ /l"g ’

c) Ist I eine rektifizierbare Kurve und f eine auf I stetige reellwertige Funktion, dann gilt
die Abschdtzung

/F fds

S/Fmax{|f(x)| | z€T}ds =max{|f(z)| | z €T} L().
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8.4.2 Kurvenintegrale 2. Art

Das Kurvenintegral 1. Art hangt nicht von der Richtung ab, in der die Kurve durchlaufen
wird. Dies ist gut so, denn die Lange einer Laufbahn dndert sich auch nicht, wenn ich in
entgegengesetzter Richtung laufe. Betrachten wir hingegen die notwendige Arbeit um
ein Flugzeug von Berlin nach Amsterdam zu bewegen, so wird sie nicht identisch sein
mit dem Riickflug, wobei wir annehmen, dass die Routen (d.h. die geflogene Kurve)
identisch sind, jedoch der Wind konstant aus einer Richtung weht. Das Kurvenintegral
2. Art hdangt in der Regel von der Art ab, wie eine Kurve durchlaufen wird.

Erinnern wir uns zunichst daran, dass ein Vektorfeld g: C' ¢ R® — R" einem jeden
Punkt x € C C R” einen Vektor g(z) € R"™ zuordnet. Zunidchst beschreiben wir das
Kurvenintegral 2. Art analog zu Def. und Satz[8.28]

Definition 8.35. Fiir ein n € N sei eine Kurve I' C R" gegeben durch die Parametrisierung
v: [a,b] CR — R™ Sei Z = {t,t1,...,tn} eine Zerlegung von |a, b] mit Feinheit || Z||. Fiir
ke{l,...,N}seil'y :={~(t)| t € [tx_1,tx]} C R™ das k-te Kurvenstiick und &, € Iy ein
Punkt daraus. Bezeichnen wir den Stiitzstellenvektor mit = := (&1, ...,&y). Die Riemann-
Summe eines Vektorfeldes g: I' — R™ beziiglich der Kurve T', der Zerlegung Z und der

Stiitzstellen = ist N

Sy(2,5) =Y g(&) - (v(t) = (t-1))-

k=1
Falls fiir jede Folge von Zerlegungen (Z})keny mit limy_,o. || Zx|| = 0 und zugehorigen Stiitz-
stellenvektoren =, der Grengwert

S:= lim S} (2;,5) €R
k—o00
existiert und eindeutig ist, so heifst S Kurvenintegral 2. Art von g tiber I' und man schreibt
S=J.g-dz

Satz 8.36. Ist I' C R" eine Kurve und g: I' — R” stetig, so existiert das Kurvenintegral 2.
Artvon g iiber T'.

Satz 8.37. Fiir ein n € N sei eine glatte gerichtete Kurve I' C R™ gegeben durch die
Parametrisierung v: [a,b] C R — R™ Sei g: I' — R" stetig. Dann berechnet man das
Kurvenintegral 2. Art von g tiber I' als

b b
/F g-do= [ 900) 7Ot = [ a0 + ..+ g0 0

Beispiel 8.38. Gegeben seien das Vektorfeld g: R? — R? mit g(z,y) := ( y y) und die

Kurve T'y C R? mit Parametrisierung
9 t
v:[0,1] = R*,  ~(t) = E
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Das Kurvenintegral 2. Art von g iiber I'y ist damit

1 ¢ 1 1 1 12
g-dx:/( )-()dt:/t-l—i—O-ldt:/tdt:—t
/1“1 0 t—1 1 0 0 2

Widhlen wir eine andere Parametrisierung: Wir durchlaufen die Kurve (nennen wir sie I';)
in entgegengesetzter Richtung mit doppelter Geschwindigkeit:

5 ]~ - (122)

Die gleiche Rechnung wie eben ergibt jetzt

/F29 dr = /01/2 (1 —Ozt) . (:g) e /01/2<1 o Lo

1
=22 21 ? = =
2

!

0

1/2
/ 4t — 2dt
0

Der Betrag des Integrals hat sich nicht gedndert, jedoch das Vorzeichen.
Widhlen wir eine andere Kurve, I's, die den gleichen Anfangs- und Endpunkt hat wie I'y:

700 R 0= ()

Das Kurvenintegral 2. Art von g iiber I's ist damit

1 t2 1 1
. p— . p— 20 —_ 2 .
/F,g dz /O<t—t2) (2t)dt /Ot 1+ (t—1t°)-2tdt
3

1 1
1 1
:/ 32 —23dt = 3 — —¢t| ==,
0 2 2

0

Bemerkung 8.39. Das Kurvenintegral 2. Art hdngt in der Regel von der Richtung ab,
in der die Kurve durchlaufen wird. Man betrachtet daher gerichtete Kurven. Das Integral
hdngt jedoch nicht von der Parametrisierung der Kurve ab.

Satz 8.40. Seien I' C R" eine gerichtete Kurve mit Anfangspunkt A und Endpunkt B und
g: I' — R™ ein stetiges Vektorfeld. Sei zudem 1" die von B nach A durchlaufene Kurve T'.

Dann gilt
/g-dx:—/g-dx.
’ r

Ist eine Kurve aus zwei Teilstiicken zusammengesetzt, dann berechnet man das Kurven-
integral durch Addition der Kurvenintegrale iiber beiden Teilstiicken.
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Beispiel 8.41. Sei wieder g: R* — R? mit g(z,y) = (I g y) gegeben. Die Kurve 'y C R?
setzt sich zusammen aus I'} und '} mit den Parametrisierungen

w2 = (1), bR - (]).

Das zugehorige Kurvenintegral 2. Art ist also

/Fg-dac:/olg(”ﬂ(t))-fyi(t)dt_F/Olg(%(t)).fyé(t>dt ' r, T,
4 1 1 5
_/0 (—tt)'<(1)>dt+/o (ti1>'<é>dt
- [ vra
_ 0 1 21_ 1 %
_t—§t 0—5, !

Das Die Kurvenintegrale [. ¢ -dr und frg g-dzund [. g-dz stimmen {iberein trotz
unterschiedlicher Wege. Dies ist in der Regel nicht der Fall. Die Ausnahme bilden exakte
Vektorfelder — so auch obiges Beispiel.

Satz 8.42. Sei I' C R" eine Kurve mit Anfangspunkt A und Endpunkt B. Sei g: I' — R"
ein exaktes Vektorfeld, d.h. es existiert eine Funktion f: R" — R mit V f = g, genannt das
Potential von g.

Dann ist das Kurvenintegral 2. Art von g tiber I' wegunabhéngig, d.h. fiir jede beliebige
Kurve I' C R™, die ebenfalls Anfangspunkt A und Endpunkt B besitzt, gilt

Lgdw=égdx=ﬂm—fM)

Beispiel 8.43. Das exakte Vektorfeld g: R?* — R? mit g(z,y) = (:c g y> hat das Potential

f(x,y) = vy—3y*. Die Endpunkte der Kurven I'y, T3 und I'y sind A = (0,0) und B = (1, 1).
In der Tat gilt fiir alle gerichteten Kurven T, die diese zwei Punkte verbinden:

égdwzﬂLU—ﬂamzé

Stimmen Anfangs- und Endpunkt iiberein, verschwindet das Kurvenintegral von exak-
ten Vektorfeldern:

Satz 8.44. Seien I' C R" eine geschlossene Kurve und g: I' — R" ein exaktes Vektorfeld.
Dannist [.g-dz = 0.

Ist ' C R" eine geschlossene Kurve, so schreibt man auch ¢ g-d« und spricht von einem
Ringintegral.
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9 Integralrechnung II

9.1 Integration rationaler Funktionen

Definition 9.1. Sei M C R. Eine Funktion f: M — R heifst rational, falls Polynome
p,q: M — R existieren, so dass q(z) # 0 und f(z) = %fu’r alle x € M. Falls der Grad
von p echt kleiner ist als der von ¢, so heifst f echt gebrochenrational, andernfalls heifst f
unecht gebrochenrational.

Bemerkung 9.2. Jede unecht gebrochenrationale Funktion f(z) = % ldsst sich als Sum-
me eines Polynoms (in diesem Kontext auch ganzrationale Funktion genannt) und einer
echt gebrochenrationalen Funktion darstellen. Dazu fiihrt man eine Polynomdivision durch.
Dabei erhdlt man

p(x): q(z) = r(x) + ra(z) = r1(x) Rest ro(z),

wobei r| und ry wieder Polynome sind und der Grad von ry echt kleiner als der von q ist.
Damit kann man f wie folgt schreiben:

plx)  ri(z)-q(@)+ro(z) ra(z)
T) = = =r(x)+ .
1= @) e @+ )
Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Integrale (reeller) rationaler Funktionen.

Obige Definition und auch die folgende Methode der Partialbruchzerlegung lassen sich
auf komplexe rationale Funktionen verallgemeinern.

Satz 9.3 (Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen). Seien p,q: R — R reelle

Polynome, wobei der Grad von p echt kleiner sei als der Grad von q. Seien Ay, ..., A, die
reellen Nullstellen von g mit Vielfachheit ny,...,n, und seien &;,...,& und &, ... &, die
echt komplexen Nullstellen von q mit Vielfachheit Ny, ..., N,. Dann existieren eindeutige

Koeffizienten A, € Rund Cj;, € C, so dass fiir x € {z € R| ¢(z) # 0} gilt:

S rh e ok (6 )

]1k1 =1 k=1
Beispiel 9.4.
fa) 223 + 227 + 22 — 2 1 N 1 N 1 N 1
x) = =
(22 4+ 1)2 r—i x+i (x—1)? (x+1)?

(z) = 2e—1 2 n 1
g (e —-12 -1 (z—1)2

Berechnung der Koeffizienten

1. Bestimmung aller (M) verschiedenen Nullstellen z; von ¢ (sowohl reell als auch
komplex) mit ihrer jeweiligen Vielfachheit m;,

2. Ansatz

p(z) M & By
) => (9.1)

:U — 2
j=1 k=1 J
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3. Multiplikation der rechten Seite von (9.1) mit ¢(x) zu einem Polynom p(z),
4. Koeffizientenvergleich von p(z) mit p(x).
Beispiel 9.5. Oben genannte Schritte wenden wir auf g aus Beispiel an:

1. Essind p(x) = 2o — 1 und q(x) = (z — 1) Die einzige Nullstelle von q ist z; = 1, ihre
Vielfachheit ist my = 2. Damit ist M = 1 in (9.1).

2. Ansatz: g(z) = (5_111) + (ﬁlf)z-

3. plz) = (z —1)*- [(%11) + @19_—112)2} = Bii(z — 1) + Bio = Buixz + (Bi2 — Biy).
4. Koeffizientenvergleich:
233 — 1 = BHLE + (-312 - Bll)

2 — Bll
<~ ,
_1 = BlZ - Bll

fithrt zu By; = 2 und By = By, — 1 =1, also g(x) = (;,;_31) + ﬁ

Bemerkung 9.6. Fiir die Koeffizienten Bj,,; gibt es die alternative Berechnungsmethode

Bjm,; = lim (M(m’ —~ zj)mf> = lim P(z)

T2 T—zj Hi;éj (ZL’ — Z,)mZ .

Im Beispiel von eben sieht das so aus:

) 2z — 1 )
By = glclm <<—2(a: — 1)2) =lim(2z — 1) = 1.

=1\ (z —1) 1

Integration rationaler Funktionen

Die Berechnung eines Integrals vom Typ [ f(z)dz fiir f(z) = % geschieht in folgenden
Schritten:

1. Falls f keine echt gebrochenrationale Funktion ist, gehe nach Bemerkung[9.2] vor
und schreibe f(z) = r(x) + 7:12(—;’”)) fiir Polynome ry, ro, wobei der Grad von r, echt
kleiner ist als der Grad von g.

2. [flx)dz = [ri(z)de + [ %dx — das erste Integral der rechten Seite lasst sich
leicht berechnen, auf das zweite wendet man Partialbruchzerlegung an.

3. Berechnung der so entstehenden Integrale mit Hilfe folgender Stammfunktionen:

/[Ekdflf =— "4, k>0,

/ 1 d Injz — 2|+ C, z€eR,
Tr =
T —z iarctan(x—;‘l)+ln|m—z|+0, z=a+1ib,b#0,

1 -1
/(x_'z)k:(k—l)(x—z)k—lJrC’ keNsy,zeC.
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Bei reellen Funktionen kann man auch die Partialbruchzerlegung so durchfiihren, dass
man nur alle reellen Nullstellen von ¢ sucht und ¢ in die entsprechenden linearen und
quadratischen Faktoren zerlegt. Die quadratischen Faktoren sind dabei immer das Pro-
dukt zweier konjugierter komplexer Losungen: Fiir z = a + ib ist dann

(x—2)-(z—2) =2 —x-(2+2) +2Z
=2? — (a+ib+a—ib)-x+ (a+ib)(a — ib)
=2’ —2a-z+a*+b
= (2 —2a -2+ a®) + V?
=(x—a)’+V*
= (r —Rez)* + (Im2)2

So wird aus zwei Integralen mit komplexen Zahlen im Nenner des Integranden ein
Integral mit ausschlief3lich reellen Zahlen als Koeffizienten:

A A [ Al—-2)+ Az —2) [ (A+ Az — (Az+ Az)
/x—z+x—2dx_/ (x —2)(x —%2) —/ (x — Rez)? + (Im 2)?
_/(A—I—Z)x—(AE—kE)_/ZReA-az—ZRe(AE)

) (@—Re2)2+(Imz2)2 J (v —Rez)?2+ (Imz)?

Dafiir benotigen wir noch folgende Stammfunktion fiir einfache Nullstellen

d d —
_ord ¢ In[(z — a)? + b?] + ot arctan | — ) + C,
(x —a)?+0* 2 b b

sowie fiir mehrfache Nullstellen folgende Stammfunktionen, sofern £ > 1 und 4c—b* > 0
sind:

/A:U+Bd_ —A +BAb/ Ly
(22 + bz + ¢)¥ v 2(k — 1)(2% + bx + c)F1 2 (22 + bx + )k “

/ 1 Qo — 20+ b
(22 +bx+c)* " (k—1)(dc — b2)(22 + bz + )1

2(2k —3) 1
(k —1)(4c — b?) / (2 + bz 1 C)k_ldx.

Hierbei ist C' die additive Konstante des unbestimmten Integrals und hat nichts mit
a,b,c,d zu tun.

Beispiel 9.7. Betrachten wir die Funktion

fa) 2z + 22 + 22 — 2 1 N 1 N 1 N 1
€Tr) = =

(22 +1)2 r—1 x+1 (x—i)?  (r+1)?
aus Beispiel
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Berechnen wir die Stammfunktion von f zundchst mit Hilfe dieser komplexen Partialbruch-

zerlegung:
1 1 1
d d —d ——d
; $+/x+i x—i_/(:c—z')? x+/(m+z’)2 x

/f(a:)dx:/xl_

-1

-1
= jarctanz + In |x — i| + ¢ arctan(— )+1n]x+z]+——|— n +C
i x+i
:iarctana}—iarctanx+ln|x—i\—i—ln|x+i\+_(x—H? <x,_z>+0
(x —i)(z +1)
=Invz2+1+Inva2+1+ 2+x1+0
T
2
=2lnva2+1-— 2x +C
e+ 1
2z
=In(2*+1) — C.
a(@”+1) :1:2%—1+

wegen arctan(—z) = — arctan(z), |a + ib| = va? 4+ b? und In(z*) = aln(z).

Durch Zusammenfassen der komplexen Nullstellen i und —i haben wir folgenden Ansatz
fiir eine reelle Partialbruchzerlegung:

2x3+2m2+2x—27aa:—|—b+ cx +d
(224 1)2 Szl (224 1)
Durch Gleichnamigmachen der Briiche und Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir

20 + 20 + 20 — 2 = (az + b) (2> + 1) + (cx + d)
=ax® +bx® + (a+ )z + (b+d).
Koeffizientenvergleich ergibt a =2, b =2, c=0und d = —4, d.h.
f<x)_2x3+2$2+2$—2_2$+2 4
(x241)2 2+1  (2241)%

Damit kénnen wir die Stammfunktion von f berechnen (mit x? + 1 = (z — 0)? + 1%):

2 + 2 4
)z = de — [ ———d
/f v /2+1”“" /<x2+1>2x

2 2-0+2
ziln(aj2+1)+ T arctan(x —0-1) — 2arctanx+x2+l +C
= In(2? + 1) + 2arctanz — 2arctan x — 5 +C
¢+ 1
2z
=In(z*+1) — C
n(z®+1) $2+1+ ,

wobei wir das zweite Integral mit obiger Reduktionsformel berechnet haben (b = 0,¢ =

1,k=2):
4 2x 2 1
" =4 =
/(x2+1)2dI {4-($2+1)+4/x2+1d4

2x 1

= 2 d
x2+1+ /382+1m
2x

= o + 2arctanx + C.
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9.2 Uneigentliche Integrale

Definition 9.8. Sei M C R ein (moglicherweise unbeschrdnktes) Intervall. Sei f: M — R
eine Funktion, die tiber jedem Intervall [a,b] C M (Riemann-)integrierbar ist. Seien A, B €
R U {xoco} mit A, B ¢ M und seien a,b € M. Man definiert uneigentliche Integrale wie

folgt:

fiir M = [a, B) /an(x)dx = lim /abf(x)dx,

b—B_

fiir M = (A, b] /A f(z)dz := lim f(z)dx,

a—>A+ a

B c b

fiir M = (A, B) / f(z)dx := lim f(z)dz + lim / f(z)dx, fiirein c € M.
A a—At J, b—B_ [.

Falls die Grenzwerte existieren und endlich sind, so nennt man die Integrale auf der linken

Seite konvergent, andernfalls heifsen sie divergent.

Beispiel 9.9. Das Integral f_ll ﬁdx ist konvergent. Sei f(x) = \/1177

Wegen lim,_,_q, f(xz) = lim,_,41_ f(x) = oo ist dies ein uneigentliches Integral (3. Typ
in Def. [9.8). Per Definition und mit Substitution z = sinu (und dz = cosudu) berechnet
man:

1 1 0 1 l1—¢ 1
dzr = lim dz + lim / dx
/1 1-— .1'2 N0 —14+e V 1-— .1'2 eN\0 0 vV 1— 1’2
arcsin(0) arcsin(l—e¢)
— lim — Y qu+lim Y g
N0 Jaresin(—14¢) /1 — sin(u)? eNO Jaresin(0) 1 — sin(u)?
arcsin(0) arcsin(1—e¢)
= lim 1du + lim 1du
eNo arcsin(—1+¢) eNO arcsin(0)

e\0

=P+

= {arcsinO — lim arcsin(—1 + 5)} + [li{% arcsin(l — ¢) — arcsin 0
3

—
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Definition 9.10. Besitzt f: M C R — R im Intervall [a,b] C M mehrere Unstetigkeits-
stellen a < ¢; < ¢3 < ... < ¢, < b, so definiert man

uébfﬂﬂdx::(zflf@ﬂdx+:[j2f@ﬁdx%—”.+1ij¢@dx

Beispiel 9.11. Sei [a,b] C R ein beschrdnktes abgeschlossenes Intervall. Sei

1, z€la,b],
0, sonst.

f(x) =1y () = {

Ziel ist die Berechnung des uneigentlichen Integrals ffooo f(z)dx. Die Unstetigkeitsstellen
von f sind a und b, d.h. per Definition ist

/f dx—/ f(z dx+/f dx+/f

b
= hm f( )dx—i—hm f(x)dx—i—/ f(z)dx

A~ ~~ —~~
c D
+ lim f(z)dz + lim f(z)dz
N0 e e D=oo Jo ~

=0

b
:/ ldx =0b— a.

Satz 9.12 (Integralvergleichskriterium). Sei f: [1,00) — R, eine monoton fallende
Funktion. Dann gilt

Z f(n) konvergiert < / f(z)dx konvergiert.

n=1

Beispiel 9.13. Sei f(z) = 1. Dann ist

> P

/ —dz = lim —dz = lim [Inz]Y = lim (InB—1In1)= lim In B = cc.
1 X B—oo /1 X B—oo B—oo B—oo

In der Tat divergiert auch die harmonische Reihe, d.h. > | 1 = oo, denn die Folge ihrer

Partialsummen sy := Z L (N € N) ist unbeschrdnkt:

n=1n
T I (i I T
SNTETH T3 Ty 576 778) TN
SRS (O B (LR S I
A T W R 8 88 g) TN

d.h.$2k21+/€-%—>00

64



9.3 Integration komplexwertiger Funktionen

Definition 9.14. Seien fi, fo: R — R reelle Funktionen. Die komplexwertige Funktion
g: R = Cmit g(x) := fi(x) + ifs(x) heifSt auf [a,b] C R integrierbar, falls f, und fo auf
la,b] C R integrierbar sind. Man definiert in diesem Fall

/abg(x)dx = /ab fi(z)dz —I—z‘/ab folz)dz.

Beispiel 9.15. Die rationale Funktion %_5 fiir £ € C hat die (kartesische) Darstellung

1 B 1 B r—a B —b g
r—(a+ib) (x—a)+i-(=b) (z—a)2+(=b)? (v—a)>+ (—b)>
r—a b
— + s

(x—a)?’+0?  (z—a)?+b

wenn £ = a + ib und x € R ist. Daraus ergibt sich die Stammfunktion

1
—d
/x—(a—l—ib) v
Tr—a b
= "% qr+il —" 4
/(x—a)2+62 $+Z/(x—a)2+b2 .

1 9 91 G—a T —a 10 b T —a
_§1n[(x a)® +b*] + 7 arctan( 7 >+z[§ln[...]+[—)ar0tan< ; )]

=In|z— (a+ib)| +1i [arctan (x;a)] :

da |z — (a +1ib)| = /(z — a)? + b* und In|z|* = In|z| ist.
Beispiel 9.16. Nach der Euler’schen Formel (Satz ist €' = cosx + isinz fiir v € R.

Damit ist
/e””dx = /cos xdx +i/sin xdx

=sinx +i(—cosz) + C
= i(—isinx — cosz) + C
= —i(cosxz +isinz) + C
= —ie” +C

1 .
=" +C.
]

Analog berechnet man die Stammfunktion [ ¢™*dx = Le™® + C fiirn € Z\ {0}

Komplexwertige Funktionen werden u.a. bei der Fourier-Transformation integriert. Ist
f: R — R auf ganz R integrierbar, so ist die Fourier-Transformierte 7 f von f gegeben
als (Ff)(y) = # [ f(z)e *¥dx (ggf. mit verdnderter Normierung je nach Anwen-
dungsbereich, Anpassung bei vektorwertiger Funktion). Anwendungsbereiche sind u.a.
Signalverarbeitung, Spektralanalyse, Quantenmechanik.
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Beispiel 9.17. Die Fourier-Transformierte von f(x) = e~ 1*l ist

N L _\ﬁ 1
FNW == [ e =\ 2

x, x>0,
|| =
—x, <0

und geeigneter Substitution (z = 1 — iy bzw. z = —1 — iy) erhdlt man:

0o 0 00
/ e”’y’:'dx:/ eixyx|dx+/ e~ mvl7lq g
—00 —00 0
:/ e”y”dx—l—/ e "y
—00 0
0 00
:/ e(liy)xdx—l—/ ey
—00 0

B

0
= lim e1=Wrdy + lim Tz
A——o00 A B—oo 0

1 0 .
= lim ‘ /(1—iy)e(1_zy)$dx—|— lim

denn mit

B .
/ (=1 —iy)e =W dy
0

As—o0o 1 — 1y J4 B—oo —1 — 1y
1 0 1 —(144y)B
= lim , / e*dz + lim : / e“dz
1 4 1 .

= — lim (1 — =4y — — lim (e"U+WB _ 1)

1 -4y A»-oo 144y B—oo
1 L 1
S l—dy 14y

(1 +idy) + (1 —iy)

(1 —iy)(1 +iy)
2

T4y

Fiir den Grenzwert: e'="4 = eA.¢"(=vA) ynd |e* (¥4 | = 1, so dass wegen lim4_, o, e* = 0

auch das Produkt gegen Null konvergiert, d.h. lim_,_., e'~®4 = 0. Fiir B argumentiert
man analog.
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9.4 Flachen- und Raumintegrale

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition und Berechnung von Integralen der Form [, f(x)dx
fir Mengen A C R" und f: A — R.
Ist A={z € R| a <z <b} = [a,b], dann ist bekanntlich

/Af(:zf)dx = /abf(x)dx.

Definition 9.18. Sei A C R" fiir n € {2,3}. Die Menge A heifst Normalbereich, falls

n =2: ai, by € R und stetige Funktionen as, by: R — R existieren, so dass

A= {(z,y) E]R2| ap <& < byyag(z) <y < by(x)} .

n =3: ay, b € R, stetige Funktionen as,by: R — R und as, bs: R? — R existieren, so dass

A={(z,y,2) €R*| a1 <z < by, a2(x) <y < ba(x),a3(z,y) < 2 < bs(z,y)}.
Beispiel 9.19. Sei A = {(z,y) € R?*| 2* + y* < 1}. Dies ist ein Normalbereich, denn
A:{(:)s,y) 6R2‘ —1§x§1,—\/1—x2§y§\/1—w2}.

Satz 9.20. Ist A C R" (n € {2,3}) ein Normalbereich und f: A — R iiber A integrierbar,
so berechnet man das Integral [, f(x)dz wie folgt:

n=2:Ist A={(z,y) € R?| a1 <z <by,as(x) <y < by(x)}, soist

/A f(z,y)d(z,y) = / ( / (()) f(x,wdy) dr.

n=3Ist A = {(z,y,2) ER®| a1 <2 <by,a(x) <y <bo(x),a3(z,y) <z <bs(z,y)},

SO ist
b1 ba(z) b3 (z,y)
/ f(y, )z, y, 2) = / / / f(y, 2)dz | dy | da.
4 0 \Jas@) \Jas(a)

(Stiickweise) stetige Funktionen sind {iber beschréankten Normalbereichen integrierbar.

Beispiel 9.21. Sei A C R? wie in Beispiel Integrieren wir iiber A die konstante
Funktion f(z) = 1. Dann ist (mit Subst. © = sinu, dz = cosuduw)

[ st = | (/:Ny) v

:/11 (VIi—a = (—VI=a2)) ds
:/112\/@@

arcsin(1)
= / 2y/1 — (sinu)? cosudu

resin(—1)

arcsin(1)
= / 2(cos u)*du

resin(—1)
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Analog zu Ubungsaufgabe 9.2b) berechnet man die Stammfunktion
2 1 :
(cosu)*du = 5 (u + sinu cosu)

und erhdlt (mit arcsin(—x) = — arcsin(z), cos(arcsin r) = v/1 — 22 und arcsin(1) =

/ f(z,y)d(z,y) = [u + sinu cos u]zl;zzﬁgl_)l)
A

= arcsin(1) — arcsin(—1) + 1 - cos(arcsin(1)) — (—1) - cos(arcsin(—1))
= 2arcsin(1) + cos(arcsin(1)) 4 cos(arcsin(—1))

= 2arcsin(1) + V1 — 12+ /1 — (—1)?

= Tr.
Dies ist der Fldcheninhalt des Einheitskreises.

Lemma 9.22. Der Fldcheninhalt einer Menge A C R? ist [, 1d(z,y) und das Volumen
einer menge B C R*ist [, 1d(x,y, 2).

Satz 9.23. Seien A,B C R" mit AN B = () und seien f: AUB — Rund g: A - R
gegeben. Zudem sei a € R. Falls die auftretenden Integrale existieren, so gelten folgende
Begziehungen:

D [, F(&) + 9(e)de = [, f@)da + [, g()ds,
i) [yaf(x)de=af, f(z)dz,
i) [, 5 f(@)dz = [, f(z)dz+ [, f(x)dz.

Mit Hilfe von iii) lassen sich auch Integrale der Form [, f(x)dz berechnen fiir Men-
gen, die kein Normalbereich sind. Unbeschrinkte Bereiche (z.B. R?) sind Beispiele fiir
Mengen, die keine Normalbereiche sind.

Bemerkung 9.24. Bei Kurven haben wir gesehen, dass es verschiedene Darstellungsmog-
lichkeiten gibt — u.a. als Punktmenge oder mit Hilfe einer (nicht eingigartigen) Parametri-
sierung. Gleiches gilt auch fiir allgemeine Mengen A € R".

Definition 9.25 (Polarkoordinaten im R?). Sei f: [0, 00) x [0,27) — R? gegeben durch

f(r, @) = (rcos(¢), rsin(e)).
Ist (x,y) = f(r, ¢), dann heifSen (r, ) Polarkoordinaten des Punktes (z,y) € R™
Die Einschriankung f: (0,00) x (0,27) — R?\ ([0,00) x {0}) ist eine Bijektion.

Beispiel 9.26. In Polarkoordinaten hat der (abgeschlossene) Kreis mit Radius R > 0 um
(0,0) die schon bekannte Darstellung

A={(z,y) €R2‘ z =rcos(¢),y =rsin(¢),0 < ¢ < 21,0 <r < R}
={(rcos¢,rsing)| 0<r<R,0<¢<2r}.
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Die Transformation von kartesischen Koordinaten (z,y) zu Polarkoordinaten (r, ¢) und
zuriick erfolgt wie im Kapitel zu komplexen Zahlen.

Definition 9.27 (Zylinderkoordinaten im R3). Sei f: [0, 00) x [0,27) x R — R? gegeben
durch

f(r,¢,2) = (rcos(¢),rsin(¢), 2).
Ist (x,y,2) = f(r,¢,2), dann heifsen (r, ¢, z) Zylinderkoordinaten des Punktes (x,y, z) €
R3.

Definition 9.28 (Kugelkoordinaten im R?). Sei f: [0,00) x [0, 7) x [0, 27) — R? gegeben
durch
f(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cosh).

Ist (z,y,2) = f(r,0, ), dann heifSen (r, 0, ¢) Kugelkoordinaten des Punktes (x,vy, z) € R>.

Analog zur Substitutionsregel gibt es auch die Moglichkeit, mehrdimensionale Integrale
zu transformieren:

Satz 9.29 (Transformationssatz). Sei A C R" eine offene Menge und sei ¢: A — ¢(A) C
R™ ein Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung. Ist f auf der Menge ¢(A) integrierbar, dann gilt

Flo)dy = [ f6la) det(Do(w)] de,
P(A) A
wobei D¢ die Jacobi-Matrix von ¢ ist (siehe Abschnitt und det(D¢(x)) die Funktio-

naldeterminante von ¢, d.h. die Determinante von D¢(x).

Der Begriff der Determinante und auch die Berechnung selbiger sind Gegenstand von
Mathematik II. An dieser Stelle soll es geniigen, die entsprechenden Funktionaldetermi-
nanten der drei oben eingefiihrten Koordinatentransformationen und die so entstehen-
de Transformationsformel anzugeben:

Satz 9.30. Seien A C R?und B,C Cc R®und f: A - Rund g: B - R, h: C — R
integrierbar iiber ihrem Definitionsbereich. Dann gelten folgende Aussagen:

Polarkoordinaten: Hat A die Darstellung

A={(z,y) = (rcos¢,rsing)| (r,¢) € A},

so gilt die Transformationsformel
[ 1@ = [ v frcossrsing)dr o)
A*
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Zylinderkoordinaten: Hat B die Darstellung

B ={(z,y,2z) = (rcos¢,rsing, z)| (r,¢,z) € B},

so gilt die Transformationsformel
/ 9(x,y, 2)d(z,y, 2) = / r-g(rcos,rsing, z)d(r, ¢, 2).
B *

Kugelkoordinaten: Hat C' die Darstellung
C ={(z,y,2) = (rsinfcos ¢,rsinfsin ¢, rcosf)| (r,0,¢) € C*},

so gilt die Transformationsformel

/h(:p,y,z)d(a:,y,z):/ r?sin @ - h(rsin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, r cos 0)d(r, 6, ).
C c*

Die Funktionaldeterminante von Polar- und Zylinderkoordinatentransformation ist je-
weils r, die der oben angegebenen Kugelkoordinatentransformation ist 72 sin 6. Beide
sind positiv auf den Definitionsbereichen der Transformationen.

Beispiel 9.31. Sei Kr(0) die offene Kugel mit Radius R > 0 mit Mittelpunkt (0, 0,0). Das
Volumen der Kugel ist dann (mit Ubergang zu Kugelkoordinaten)

/KR(O) 1d(:c,y,z):/0R (/O7r (/OQﬂrQSinﬁdgb) d9) dr
:/OR (/Oﬂ(27r-r2s,in«9)d0> dr
:/OR (er-ﬂ/oﬂsmede) dr

R
:/ 21 - 1% - [~ cosm +cos0] | dr
0

(. J/
-~

=2
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Mehrdimensionale uneigentliche Integrale

Wir nennen eine Menge A C R™ messbar, falls
1 ,zeA
Ta(z) = ’ ’
A(@) {O o ¢ A

integrierbar (iiber R") ist. Sei zudem auch A := {x € A| |z| < R} messbar fiir alle
R > 0. Eine Folge offener messbarer Mengen (By,)ren heilst Ausschopfungsfolge von A,
falls

i) B, C Aflirallek € N,
ii) A= J,en By und
iii) der Abschluss von B, in B, enthalten ist.

Die n-dimensionalen Kugeln um einen festen Mittelpunkt mit wachsendem Radius (d.h.
By :={z € R"| |z — 9| < k}) bilden eine Ausschopfungsfolge des R".

Definition 9.32. Sei A C R" eine beliebige (nicht notw. beschrdnkte) Menge. Eine Funk-
tion f: A — R heifst iiber A uneigentlich (Riemann)-integrierbar, wenn fiir

My :={M C A| M messbar, f integrierbar iiber M}
die Ungleichung

sup / |f(z)]dz < 0o

MeM;

gilt und wenn es eine Ausschopfungsfolge (By,)ren C My von A gibt. In disem Fall definie-
ren wir den Limes

/ flz)dx :=limy_oo | f(z)dx
A By
als das uneigentliche (Riemann)-Integral von f iiber A.

Beispiel 9.33. Sei f: R2 — R gegeben durch f(z,y) = e~ @**¥") und sei wieder B, :=
{(z,y) € R*| |(z,y)| < k} fir k € N (d.h. Kreismittelpunkt (z¢,y,) = (0,0)). Dann be-
rechnet man mit Hilfe von Koordinatentransformation (in Polarkoordinaten)

k 2
ka(x,y)d(a:,y):/ofo rf(rcos¢,rsing)dedr

k 27
_ / / 74677‘2(cos2 P+sin? ¢) d¢ dr
0 0

k 27 )
:// re”" dodr
o Jo
k
T

or ¢ dr Subst. z=g(r)=r
<~
g'(r)
g(k) 2
= 7T/ efdz=m [—e’z]lg
9(0)
—r(l—e*) 22X 7T:/ e @I d(x, y).
R2

2
0
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10 Differentialgleichungen

10.1 Einfithrung

Eine Differentialgleichung (kurz DGL) ist eine Gleichung, in der neben einer oder meh-
reren Variablen auch eine Funktion und deren Ableitungen auftreten.

Beispiel 10.1 (aus dem Kapitel zu impliziten Funktionen). Ist f implizit gegeben durch
F(x,y) =0, dann erfiillt f die DGL

o e fw)
T =2 5w

In Beispiel hatten wir fiir F(x,y) = 2*> — y*> — 1 so die DGL y' = 2 hergeleitet.

Beispiel 10.2 (Einfaches Populationsmodell). Betrachten wir die Population als von der
Zeit t abhdngige Funktion n(t), so kann man vereinfacht annehmen, dass die Population
proportional zum gegenwdrtigen Bestand wdchst, d.h. n'(t) = an(t) fiir eine Konstante
a > 0.

Man unterscheidet zwischen gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen. Letz-
tere hingen von mehreren Variablen ab und es treten partielle Ableitungen nach den
jeweiligen Variablen auf. Wir werden ausschlie8lich gewohnliche Differentialgleichun-
gen betrachten.

Definition 10.3. Seienn, N € N, M Cc R x R"*UN ynd F: M — R". Eine Gleichung der
Form
F(t’ y7y,7 AR ’y(n)) = 0 (*)

mit Variablen t € Rund y,v/,...,y™ € RY heifst N-dimensionale DGL n-ter Ordnung.
Eine n-mal differenzierbare Funktion ¢: I C R — R" heif8t Losung der DGL [ falls

F(t,o(t), ¢ (t),..., o™ (t) =0 fiiralletel.

Das Intervall I ist das zur Lésung ¢ gehdrende Existenzintervall. Zudem gilt folgende Ein-
teilung in Typen von Differentialgleichungen:

e Die DGL [+ heifst linear, falls F affin linear ist in den Variablen y,v/, ..., y™.
Die DGL [x heifst autonom, falls F' nicht von t abhdngt.

Die DGL [« heifst explizit, falls sie sich schreiben ldsst als

0=F(ty v, ... y") =y = flt,u,y/,....y" )

mit f: U C R x R™V — RY,

Ist N = 1, so spricht man von einer skalaren DGL, sonst sprechen wir von einem
System von Differentialgleichungen.

Schreibt man M = I x X fiir I C Rund X € RN 50 nennt man X auch Phasen-
oder Zustandsraum.
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Satz 10.4. Sei f: U C R x R™W — RY gegeben. Dann ist die (explizite) N-dimensionale
DGL n-ter Ordnung
y(n) - f<t7 y7 y,7 AR 7y(n_1))

dquivalent zum nN-dimensionalen System von Differentialgleichungen 1. Ordnung

96:3/1
yizyz

y;zfl = f<t7y07 Yiy .- 7yn71)
mit Yo, Y1y -+ -y Yn—1+ R — RM.

Beispiel 10.5. Die DGL 2. Ordnung y" + ay = 0 ist dquivalent zum 2-dimensionalen
System 1. Ordnung

3/6 =l
y/1 = —Q¥Yo.

Daher werden wir uns in diesem Kapitel auf Systeme 1. Ordnung beschrénken.

Definition 10.6 (AWP). Fiir f: I x X C R x RY — RV sei y/ = f(t,y) ein DGL-System
1. Ordnung. Seien ty € I und yoy € X. Dann heifst

y' = f(ty), yto) =wo
Anfangswertproblem (kurz AWP).

Beispiel 10.7. Yy

Die DGL y' = Int hat die Durch Integration leicht o
zu berechnende Losung pc(t) = tin(t) — t + C fiir ¥-1
C € Rundt > 0. Die Losung ist also eine Schar von
Funktionen mit von der Konstanten abhdngigen Wer- Il 1
ten, 2.B. pc(e) = C. Durch Festlegung eines Wertes T
(to, yo) wdhlen wir eine Funktion aus dieser Losungs-
schar aus.
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10.2 Elementare Losungsmethoden

Wir betrachten im Folgenden nur 1-dimensionale Differentialgleichungen 1. Ordnung.

10.2.1 Getrennte Variablen

Definition 10.8. Seien I, J C R und seien g: I — R und h: J — R stetig. Die Funktion
f: 1 xJ — R sei gegeben durch f(t,y) = g(t)h(y). Dann heifst y' = f(t,y) = g(t)h(y)
DGL mit getrennten Variablen.

Ansatz:
Ist h(y) # 0 fiir alle y € J, so folgt aus der Bedingung v’ = ¢(t)h(y) dass jede Losung

erfiillt. Integrieren wir beide Seiten, so erhalten wir (mit Substitution z = ¢(s))

/t:g(s)ds = /t: mwl(s)ds = [OZit)) ﬁdx

Die linke und rechte Seite obiger Gleichung hédngen nur noch von ¢ und ¢(¢) ab. Ist die
Stammfunktion von 3 invertierbar, so kann man also nach ¢ umstellen.

Satz 10.9. Sel (to,y0) € I >< J und h( ) # 0 fiir alle y € J. Definiere die Funktionen
= ft s)ds und H(y) = [} ; —dx Ist I' C I derart, dass G(I') C H(J), dann

be.SltZt das AWP
y' = g(t)h(y), y(te) = vo

genau eine Losung in I'. Diese geniigt der Beziehung G(t) = H(¢(t)).

Beispiel 10.10. In Beispiel hatten wir fiir F(t,y) = t>* —y?> — 1 so die DGL ¢y = %
hergeleitet. Diese DGL kénnen wir jetzt losen:

1. Schreibe als DGL mit getrennten Variablen: 5 =t--,dh g(t)=tund h(y) = =

1
5}

2. Bringe alles von y abhdngige auf eine Seite, alles zeitabhdngige auf die andere Seite:

y e
y h(y

3. Integration tiber [t,t| auf beiden Seiten:

t y’(S) . y(t)ix_ y(lt)xx_1 b
/to h(y(s))d B /y(to) h(ZL’)d o /y(to) dz = 2 (y <t> Yy (t()))
/tg(S)dSZ/ttdt %( — ).
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4. Beides gleichsetzen (und y(0) = yo):

(1) ~ (1) = 5 (©* — 1)
(1) =43+ (F* ~ 1)

<
o) =2/ cer\ (i -l -4

Mit dem Anfangswert (to, o) = (1,0) — dieser erfiillt in der Tat die Bedingung F'(to, o) = 0
— erhalten wir p(t) = £/t — 1. Dies ist genau die Funktion, fiir die wir in Beispiel
die Differentialgleichung y' = % bestimmt hatten.

1
2
y?

10.2.2 Lineare DGL 1. Ordnung

Beispiel 10.11. Ist y = a(t)-y, d.h. eine lineare DGL 1. Ordnung, so berechnen wir analog
die Losungen fiir das AWP mit y(ty) = yo: (Umbenennung der Variablen von t in s, damit
Variable und Integralgrenzen nicht identisch sind)

t

M5 = [ ats)as = mlyl0) ~tnlun) = [ a(s)as

to y(5> to to

=a(t) =

Mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus (Ina — Inb = In(%)) erhalten wir

In (%) - /t:a(s)ds —  |y(t) =10 exp ( /t:a(s)ds) (10.1)

Eine skalare lineare DGL 1. Ordnung ist von der Form

Y =a(t) -y +0b(t) (10.2)

mit ¢t € I C Rund a,b: I — R stetig. Falls b(t) = 0 (Vt € I), so heifdt homo-
gene lineare DGL 1. Ordnung. Die Losung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung ist
durch gegeben. Die Losung einer allgemeinen (nicht homogenen) linearen DGL
1. Ordnung berechnen wir mit folgendem Ansatz:

Ansatz - Variation der Konstanten: Sei ¢ eine Losung der homogenen linearen DGL
y' = a(t)y, d.h.

o(0) = vt -exo ( [ atsjas).
Dann ist fiir jede Konstante h auch A - 1) Losung dieser DGL:
() = h- 9 = h-a()y = a(t) - (b)),

Nun ersetzten wir die Konstante h durch eine Funktion. (Wir "variieren die Konstante".)
Sei| p(t) :=(t)h(t)|. Aus ¥'(t) = a(t)y(t) folgt dann

¢ = (Yh) = W'h+Yh' = aph + P = ap + i
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Damit ¢ Losung von (10.2) ist, muss ¢h’ = b gelten, also h' = % Setzen wir ¢ (tg) = 1,
so erhalten wir durch Integration und Einsetzen von :

h(t) = t: Z((?) ds+C = /t (o) - exp (— /t:a(r)dr> b(s)ds + C.

Soll die Anfangsbedingung y(to) = ¢(to) = yo erfiillt sein, kann man | (¢y) = 1| setzen.
Damit dann ¢(tg) = ¥ (to)h(to) erfillt ist, muss C' = y, sein, d.h.

h(t) = yo + /t exp (— /ts a(r)d’r’) b(s)ds und damit

to

(1) = exp ( /t:a(s)ds> (y0+ /t: exp (- /tosa(r)dr) b(s)ds).

Satz 10.12. Zu ty € I und y, € R existiert genau eine Losung ¢: I — R des AWP

y'(t) = a()y(t) +b(1),  y(to) = v,

o(t) = exp ( /t:a(s)ds) <y0+ /t: exp (— /t:a(r)dr) b(s)ds)
— o exp ( /t: a(s)ds) + /t: exp ( / ta(r)dr) b(s)ds.

Beispiel 10.13. Gesucht ist die Losung o des AWP 3/ = 2ty + t3 mit y(0) = yo. Die
homogene lineare DGL y' = 2ty mit Anfangswert y(0) = 1 hat die Losung

W(t) =1-exp (/OtQSdS) =

t
h(t) = yo +/ e $%ds.
0

ndmlich

Zudem ist

Berechnen wir das Integral (mit Subst. x = s?, dz = 2sds und danach part. Integration):

t ) . t2 1
/ e ¥ s3ds = / e *-x-=dx
0 0 2



10.2.3 Homogene DGL

Definition 10.14 (homogene DGL). Seien I C R\ {0}, g: J — R und fiir U :=
{(t,y) e IxR| L e J}sei f: U — Rmit f(t,y) = g(¥) stetig. Dann heift y = g(¥)
homogene DGL.

Ansatz - Substitution: Sei ¢ eine Losung der homogenen DGL 3’ = ¢g(¥) mit Anfangs-
wert y(to) = yo. Sei nun z(t) := @. Dann gilt

) Pt — ' 1 AN 1
7= (7) :¥=%‘§:z(g(z)‘z):z@(z)”)’

d.h. z ist Losung der DGL 2’ = 1 (¢(z) — z) mit getrennten Variablen mit Anfangswert
20 — L

to *
Satz 10.15. o: I — R ist genau dann eine Losung von y' = g(¥) mit Anfangswert y(t,) =
Yo, falls z(t) = @ Losung der DGL =’ = 1 (g(z) — z) mit Anfangswert z(to) = w2 ist.

Beispiel 10.16. Betrachte die DGL y' = 1+ ¥ + 1{—22, d.h. nach obiger Notation ist g(z) =
1+ z 4 2% Setzen wir z := ¥, so gilt 2’ = }(1 4 z?). Losen wir diese DGL:

1 /
S= 1 i 5 (mit 1+ 2% # 0 ergibt durch Integration
z

tq t ) q
In (i) — / Zds = / ﬂds = / dz = arctan(z(t)) — arctan(z(tg)).
250 to S to 1 + ZZ(S) Z(to) 1 _I_ 'CEQ

Umstellen nach z(t) liefert

2(t) = tan (m (ti) + arctan(z(to))) |

0

Mit Riicksubstitution von z(t) = @ und z(ty) = ¥ erhdlt man die Losung

o(t) =t - tan (m (%) + arctan (%)) .
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10.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Fiir diesen Abschnitt gelte wieder n = 1, d.h. wir betrachten nur (gewohnliche) DGLen
1. Ordnung.

Satz 10.17 (Existenzsatz von Peano). Sei f: [ x X C R x RY — R stetig und sei
(to,y0) € I x X. Dann existiert ein o = «/(tg, yo) > 0 so dass das AWP

Y = f(ty), ylte) = o (10.3)
auf dem Intervall (to — «, to + o) (mindestens) eine Losung besitzt.
Beispiel 10.18. Gegeben sei das AWP

=lyl, y(0)=o0.

Die Funktion f(y) = +/ |y| ist auf ganz R stetig. Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen,
wobei ¢(t) = 1 und h(y) = /|y| ist. Losen wir diese:

1. Falls y # 0 ist, gllt
t / t
y'(s) /
——=ds = lds =t
/to VIy(s)] 0
01 y(t)
= / ﬁdx = lz| 7Y 2dx =t mit Subst. y(t) =
x 0

= [2[z|'?- sgn(x)]g(t) =t

V0 sen(y(t) = 51

120,

142
= yt)=9*, .,
—l2 <.

2. Die konstante Losung ¢ = 0 erfiillt auch ¢'(t) = 0 = /|p(t)| und ¢(0) = 0.
Eine DGL hat also nicht zwangsldufig eine eindeutige Losung.
Beispiel 10.19. Gegeben sei das AWP

Yy =y y(0) =y >0.

Die konstante Funktion ¢ = 0 ist durch Wahl des Anfangswertes jetzt keine Losung. Die
(nicht-triviale) Losung berechnen wir analog zum vorherigen Beispiel:

y(t)
/ y(s) =t <= —dx =t
Yy ( y(0)
= ! + ! t <— ! —t <= y(t) !
—_ —_— = y =
y(t)  yo v®) ot
Die Losung ¢(t) := —' existiert nur fir t < -, da
Yo
1 t)=1 L =
im p(t) = lim | T— | =+o0
Yo Yo Yo
ist.
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Definition 10.20 (Maximale Losung). Eine Losung ¢: I — RY des AWP (10.3) heifst
maximal, falls fiir jede andere Losung +: J — R gilt: J C I und ¢ = ;.

Satz 10.21 (Picard-Lindelof). Sei f: I x X — RY stetig mit stetigen partiellen Ablei-
tungen g—y{, ..., 2L Dann besitzt das AWP (10.3)) fiir jedes (ty,yo) € I x X genau eine

’ Oyn
maximale Losung ¢: J — RY. Das Intervall .J ist offen.

Bemerkung 10.22 (Picard-Iteration). Die lokale Losung des AWP ((10.3) auf einem Inter-
vall I := (tg — 0,1y + §) ldsst sich iterativ bestimmen:

e ©o(t) = yo (Startwert);

o onii(t) =vo+ [o f(s,n(s))ds,t € I,
Beispiel 10.23. Betrachten wir das AWP v/ = 2ty, y(0) = yo mit f(t,y) = 2ty.
Startwert: ¢o(t) = yo

1. Schritt: ¢, (t) = yo + [y 2syods = yo + 2 - Jyot® = yo(1 + )
2. Schritt: p,(t) = yo—i-fot 25-yo(1+s%)ds = yo - (1 + fg 2(s+ 83)d5> =yo- (1+ 2+ 1Y)

Fiir n € N fiihrt dies auf ¢,(t) = o - (ZZ:O i—f) Fiir n — oo erhalten wir die Losung

co 2k
o(t) =yo - Zk:O tk_v = y0€t2-
Mit den Methoden fiir DGLen mit getrennten Variablen kénnen wir dies auch berechnen:

/Oty/(s)ds:/ot%ds — 1n(@>:t2 — y(t) = yoe®’.

y(s) Yo

Bemerkung 10.24. Die Formulierung des Satzes von Picard-Lindelof kann abgeschwdcht
werden. Statt stetiger Differenzierbarkeit der Funktion f geniigt es, dass f lokal Lipschitz-
stetig ist beziiglich y, d.h. zu jedem (to,yo) € I x X existieren §,c > 0 so dass fiir I' :=
(to — 0, to+0) C Tund X' := (yo —&,y0 +€) C X gilt: f ist auf I’ x X' Lipschitz stetig,
d.h. es existiert eine Konstante L > 0 so dass

\f(t,y) — f(t,y")] < Lly — |, Viel v,y e X'.

Die Funktion f(t,y) = 2ty aus obigem Beispiel ist Lipschitz-stetig auf jedem abgeschlosse-
nen Intervall I = [a,b] mit L = 2 - max {|t|| t € [a,b]}, denn

|f(t,y) = f(t, )] =2tly — '] < 2max {|t[| t € [a,b]} |y — ¥/

Die Funktion f(y) = +/|y| hingegen ist nicht Lipschitz-stetig auf einem Intervall, welches
den Punkt 0 enthiilt. Sie ist dort auch nicht stetig differenzierbar, denn f'(y) = sgn(y)-—

2y/lvl

ist unbeschrdnkt fiir y — 0, also insb. nicht stetig.
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10.4 Exakte Differentialgleichungen

Definition 10.25. Eine DGL vom Typ

Alty) +B(ty)y=0| telICRyycXCR (10.4)

heifst exakt, falls eine Funktion F': I x X — R existiert, so dass fiir alle (t,y) € I x X gilt:

%F(t, y) = Alt.y), (%F(ta y) = B(ty).

Satz 10.26. Sind A und B stetig differenzierbar, so ist die DGL (10.4) exakt genau dann,

wenn

0

B)
4 - B
3y (t,y) oy (t,y)

Die DGL ([10.4) ist also genau dann exakt, wenn das Vektorfeld

st = (50:y)

exakt ist. Das Potential ist dann durch F' gegeben, d.h. VF(t,y) = G(¢,y).

Satz 10.27. ¢ ist genau dann Lésung der DGL ((10.4)) mit Potential F, wenn F(t,o(t)) = ¢
fiir eine Konstante ¢ € R gilt.

Beweis. ¢ erfiillt die Gleichung F'(¢, ¢(t)) = ¢ genau dann, wenn < F(¢, p(t)) = 0 ist. Mit
der verallgemeinerten Kettenregel gilt andererseits

5 F(to(t) + (%F(t, ()¢ (t) = Alt, (1) + B(t, (1)) (1)

Folglich erfiillt ¢ die exakte DGL (10.4)) mit Potential F' genau dann, wenn es die impli-
zite Darstellung F'(t,y) = c besitzt. O

Beispiel 10.28. Betrachten wir die DGL t +3y*-y' = 0, d.h. A(t,y) = t und B(t,y) = 3y
Die Gleichung ist exakt:

0 0

Setzen wir G(t,y) := < t ) Das Potential der DGL, F, soll VF = G erfiillen. Wir berech-

3>
nen es als F(t,y) = 1t* + y®. Die implizite Gleichung F(t,y) = c hat die in diesem Fall
leicht zu findende Losung ¢(t) = ¢/c — %t% welche nach obigem Satz auch die exakte DGL

t + 3y* -/ = 0 6st. Uberpriifen wir dies kurz:

t2) - ~(=t)=0.

N | —

2 / 1.\ 1
t+3p%(t)- ' (t) =t +3 c—§t gle

80



Falls eine Differentialgleichung von der Form A(t,y) + B(t,y)y’ = 0 nicht exakt ist, so
funktioniert moglicherweise folgender Ansatz:

Ansatz - Integrierender Faktor: Falls eine Funktion p: 7 x X — R existiert mit u(t,y) #
0 fiir alle (¢,y) € I x X, dann ist

Alt,y) + B(t,y)y =0 <= ult,y)At,y) + u(t,y)B(t,y)y' =0,

d.h. beide Differentialgleichungen besitzen die gleiche Losung.
Ist die DGL pu(t,y)A(t,y) + u(t,y)B(t,y)y’ = 0 exakt, so nennt man y integrierenden
Faktor. Diesen findet man mit etwas Gliick mit folgender Methode:

Definiere, sofern die jeweiligen Nenner nicht Null werden,

Alt,y) B(t,y) '

e Ist A(t,y) # 0 und ist a(t,y) = a(y), d.h. unabhéngig von ¢, so setze u(t,y) :=
p(y) == exp (= [a(y)dy).

e Ist B(t,y) # 0 und ist b(t,y) = b(t), d.h. unabhéngig von y, so setze u(t,y) :=
u(t) = exp (+ [ b(t)dt).

Beispiel 10.29. Die DGL t* + y — ty’ = 0 mit A(t,y) = t* + y und B(t,y) = —t ist nicht
exakt, denn £ A(t,y) =1 # —1 = §B(t,y). In diesem Fall ist b(t,y) = 2; unabhdngig von
y (wohldefiniert fiir t # 0) und damit lautet unser Kandidat fiir den integrierenden Faktor

a(t,y) = und  b(t,y) :=

wu(t) == exp (/ —%dt) =exp(—2lnt+C) =exp (In(t?) + C) = C-t2

fiir C = €C. Ist p ein _integrierender Faktor, so ist auch Cu ein integrierender Faktor fiir
beliebige Konstanten C' # 0, d.h. wir konnen ohne Einschrdnkung C' = 1 setzen. Damit
erhalten wir die exakte DGL

WAt ) + p( Bt )y =1+ %+ (—%) y =0
——

t2
Alty) B(ty)
Berechnen wir das Potential: Es soll 9,F(t,y) = 1+ % gelten, also F(t,y) =t — ¥+ f(y).
Zudem haben wir die Bedingung 0,F(t,y) = —%, welche mit dem vorherigen Ergebnis

kombiniert zu —1 = 9,(t — ¥ + f(y)) = —1 + f'(y), also f'(y) = 0 fithrt. Damit ist also
F(t,y) =t — ¥ (plus Konstante). Die Gleichung F(t,y) = c wird also zu t — ¥ = c und
hat die explizite Losung ¢(t) = (t — ¢) - t = t*> — ct. Uberpriifen wir, dass ¢ tatsdchlich die
gewiinschte DGL t* + y — ty’ = 0 erfiillt: In der Tat ist

2+ (2 —ct) —t- (2t —c) = 0.
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11 Vermischtes *

11.1 Ergianzende Bemerkungen zu Differentialgleichungen
11.1.1 Physikerschreibweise

Die Losung von Differentialgleichungen mit getrennten Variablen (y' = ¢(¢)h(y)) kann
man etwas verkiirzt wie folgt aufschreiben:

,_dy dy dy
V=g = q IOy = gy =etdt = / dy—/ (t)dt.

Durch Setzen der korrekten Grenzen (und deshalb Umbenennen von y in 2 und von ¢ in
s) erhélt man das korrekte Resultat. In der Klausur wird auch gepriift, ob Sie Sachver-
halte korrekt aufschreiben konnen — daher benutzen Sie bitte in diesem Fall den etwas
langeren Weg mit Substitution, korrekten Integrationsgrenzen u.s.w.

11.1.2 Partielle Differentialgleichungen

Wir haben nur gewohnliche Differentialgleichungen behandelt. Sogenannte partielle Dif-
ferentialgleichungen sind vom Typ

ou(z,y) Oulx,
F(x,y,U(x,y), (axy>’ gyy),...) = 0.

Beispiele sind die Warmeleitungsgleichung, die Maxwell-Gleichung (Zusammenhang
elektrischer und magnetischer Felder), die Euler-Gleichung (Stromungsmechanik) u.v.m.
Deren Behandlung geht jedoch iiber den Rahmen dieser Vorlesung weit hinaus.

11.2 Arten von Integration

Neben der in dieser Vorlesung eingefiihrten Riemann-Integration gibt es auch noch wei-
tere Integralbegriffe, z.B.

e Lebesgue-Integration: approximiere Flache unter Funktion horizontal statt verti-
kal, bzw. definiere Integral [ f(x)dz als Limes von Integralen [ f,(z)dx fiir Trep-
penfunktionen, die gegen f konvergleren

e Stieltjes-Integration: Integrale vom Typ [ f(x)dg(x) mit Riemann-Stieltjes-Summe
> f(&)(g(z;) — g(z;-1)). Falls g differenzierbar ist, dann ist

f st f s

e Integralbegriffe von Henstock-Kurzweil (und anderen), It6 (fiir Stochastik) und
Feynman (pfadweises Integral, konsistent mit Schrodinger-Gleichung), ...
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11.3 Vertauschen von Grenzprozessen

Im Satz von Schwarz (Satz hatten wir gesehen, dass die Reihenfolge der par-
tiellen Ableitungen nur dann irrelevant ist, wenn die Funktion ausreichend oft stetig
differenzierbar ist. Auch andere Grenzprozesse (Limes, Reihenbildung, Differentiation,
Integration) konnen nicht beliebig vertauscht werden, wie folgende Beispiele illustrie-
ren sollen.

Beispiel 11.1 (Vertauschen von zwei Limiten). Betrachten wir die Folge a,,, = 2™ ™
Dann gilt

lim lim a,,, = lim 0=0,
M—00 N—+00 ’ m—oo

lim lim a,,, = lim co = cc.
N—+00 M—+00 ’ n—00

Beispiel 11.2 (Vertauschen von Grenzwert- und Reihenbildung). Sei

s Ju fallsk=n,
N0, falls k£,

man nennt dy,, Kronecker-Delta. Dann gilt:
;Jggo Opn = 0, jedoch nhj&; Orn = 1.

Beispiel 11.3 (Vertauschen von Integration und Grenzwertbildung). Fiir n € N sei
fa(x) = 5= 1y n) (). Fiir jedes x € R gilt lim,,_, fn(x) = 0. Damit ist

/OO lim fn(x)d:r:/OOOda::O.

n—oo
—00 —00

Andererseits ist

o) n

lim fo(z)dz = lim [ —dz= lim 1=1.
n—oo [ n—oo [ n n— 00

o0 n

Analog funktioniert auch als Gegenbeispiel: f,(z) = L1}y ,).

Vertauschungssitze basieren beispielsweise auf gleichmif3iger Konvergenz der Funk-
tionenfolge (starker als punktweise Konvergenz, verhindert, dass Masse verschwindet)
oder dominierter Konvergenz (finde integrierbare Majorante).
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Beispiel 11.4 (Vertauschung von Integration und Reihenbildung). Fiir n € N sei f, :=

Ljnnt1) — Lpns1,nt2) Damit ist [ f,(x)dz = f:ﬂ 1dz — n":f 1dz = 0, also nach Sum-
mation

nf;/z Ffula)dz = 0.

Andererseits ist Zf:[:l fo(®) = Tpg(x) — Iinvga,n4g(x) ("Teleskopsumme"), also gilt mit
N — o0, dass Y " | fo(x) = 1 g(2) ist und damit

/OO ifn(w) dr = /OO 1py9(z)dz = /12 lde = 1.

—00 -1 00

Vertauschung von Integration und Reihenbildung ist beispielsweise moglich, wenn alle
Summanden f,(x) > 0 sind.

Beispiel 11.5 (Vertauschung von Differentiation und Grenzwertbildung). Fiir n € N sei
folx) = % Es gilt einerseits

— lim f,(x) = %O =0,

da die Zdhler beschrdnkt und die Nenner unbeschrdnkt sind. Andererseits ist fiir n € N

immer L f, (z) = cos(nx) und diese Funktion ist fast iiberall nicht konvergent.

T

Die wiinschenswerte Vertauschung lim,, . f—x falz) = % lim,, o fn(z) gilt, sofern die
Funktionen f, stetig differenzierbar sind und die Funktionen f/(z) gleichmal3ig kon-
vergieren.

11.4 Themeniiberblick
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