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1 Vektorraume

Vektoren sind in der Schule Elemente des R? oder R? — sie werden wahlweise als Zahlentu-
pel oder geometrisch als ein Pfeil dargestellt. Von dieser Vorstellung wollen wir uns hier 16sen
und einen allgemeinen Begriff eines Vektorraumes iiber einem Korper einfithren. Neben dem
reellen Vektorraum R™ werden wir auch die komplexen Zahlen als Vektorraum auffassen und
Vektorraume von Funktionen kennen lernen.

Beispiel 1.1. Betrachten wir die Menge der reellen Polynome vom Grad hochstens 2, d.h.
P = {p: R—>R} p(z) = az® + bz + c, a,b,cER}.
Addieren wir Elemente aus P, erhalten wir wieder ein Polynom vom Grad héchstens 2:
(a12% + bz + ¢1) + (agz? + bz + ¢2) = (a1 + az)2® + (b1 + b2)z + (c1 + 2).

Die Multiplikation fiihrt jedoch aus P heraus: Ist p(z) = 2? und q(z) = 3z, dann ist (p-q)(x) = 32,
das heifst p - q¢ ¢ P. Die skalare Multiplikation, d.h. die Multiplikation eines Polynoms p € P mit
einer Zahl A € R, liefert jedoch auf jeden Fall wieder ein Element aus P:

Aop(x)=A-(az? +bx+c)=\-a)x® + (A bz + (\-c).

Im Folgenden werden wir erst sagen, was wir unter einem Korper verstehen — dabei konnen wir
R im Hinterkopf behalten als Beispiel fiir einen Korper. Dann werden wir den Begriff eines Vek-
torraumes iiber einem Korper einfithren, welcher die in dem Beispiel gesehenen Eigenschaften
hat: Vektoren kann man addieren oder mit einem Element des Korpers (einem Skalar) multipli-
zieren und das Ergebnis soll jeweils wieder ein Element des Vektorraumes sein.

1.1 Voriiberlegung: Was ist ein Korper?

Definition 1.2. Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - mit folgenden Eigen-
schaften:

1. (K, +) ist eine Abel’sche Gruppe, d.h. es existiert ein Element 0 € K, so dass gilt:

() x+y=y+ xfiir alle x,y € K (Kommutativgesetz),
(i) (z+vy)+z=z+ (y+ 2) fiir alle z,y, z € K (Assoziativgesetz),
(iii) x + 0 = x fiir alle x € K (neutrales Element),
(iv) zu jedem x € K existiert —z € K so dass x + (—x) = 0 (inverses Element).

2. (K \ {0},-) ist eine Abel’sche Gruppe (mit neutralem Element 1), d.h.

(D) x-y=y-zfiralex,y € K\ {0} (Kommutativgesetz),
i) (x-y)-z=x-(y-2) fiiralle z,y,z € K\ {0} (Assoziativgesetz),
(iii)) = -1 =z fiiralle x € K\ {0} (neutrales Element),
(iv) zujedem x € K\ {0} existiert z—' € K\ {0} so dass = - x~1 = 1 (inverses Element).

3. Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle z,y, z € K gilt
z-(y+z2)=x-y+ax-z,
(z+y) - z=xz-2+4+y- =z

Beispiel 1.3. (Q,+,:), (R,+,-) und (C, +-) sind Kérper. (Z,+, -) ist hingegen kein Korper, da das
Multiplikativ Inverse einer ganzen Zahl aufSer +1 (z.B. % fiir die 3) nicht mehr in der Menge der
ganzen Zahlen liegt.



Beispiel 1.4. Gegeben sei die Menge K = {0, 1,2, 3,4}. Mit den in folgenden Tabellen festgelegten
Operationen Addition und Multiplikation (Rechnen mit Rest modulo 5) ist K ein Korper:

+l0 1 2 3 4 01 2 3 4
0|0 1 2 3 4 0,0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 01 2 3|0 31 4 2
4|14 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Aufgabe. Sei Abb(R; R) die Menge der Abbildungen von R nach R. Fiir zwei Funktionen f,g: R —

Rsei (f +g)(x) := f(z) + g(x) und (f o g)(x) := f(g(x)).

a)

b)

Uberpriifen Sie, dass (Abb(R;R), +) eine Abel’sche Gruppe ist. Wie lautet das neutrale Element
"0"? Wie lautet das Inverse einer Funktion f beziiglich der Addition?

Ist (Abb \{0}, o) eine Abel’sche Gruppe mit dem Nullelent "0" aus a)?

Losung. a) Kommutativitdt und Assoziativitdt werden von der Addition auf R geerbt. So gilt z.B.
fiir f,g € Abb(R;R) und = € R stets

b)

(f+ 9@ = f@) +9@) L5 g@) + f@) 2 (9+ Ha).

Das neutrale Element der Addition ist die konstante Nullfunktion — schreiben wir diese als
n:R—-R, z~—0.

Dann gilt fiir beliebige Abbildungen f und beliebige x € R

(f +n)(@) = f(z) +n(z) = f(z) + 0= f(z) =0+ f(z) = (n+ f)(x).
Das Inverse einer Funktion f € Abb(R;R) ist gegeben durch
—fR=R, z~(-1) f(x).
Dann gilt ndmlich fiir alle x € R

(f + (=M(=) = f(z) + (=N)(x) = f2) + (=1) - f(z) = 0.

Die Antwort ist "Nein". Zundchst einmal ist das neutrale Element der Multiplikation in diesem
Fall die Identitdt

R—>R, x—zx,
denn dann gilt fiir jede Abbildung f € Abb(R;R) und fiir alle x € R stets
(foi)(x) = f(i(x)) = f(z), dalso foi=f.
Wenn g := f~! das Inverse einer Abbildung f beziiglich o sein soll, muss fiir alle z € R
(fog)@) = flg()) = i(x) =
gelten. Das heifst, g miisste die zu f inverse Abbildung (dem iiblichen Sprachgebrauch nach)

sein. Allerdings ist nicht jede Abbildung invertierbar — das trifft nur auf bijektive Abbildungen
zu. Folglich ist (Abb\{0}, o) keine Abel’sche Gruppe. Insbesondere ist (Abb, +, o) kein Kérper.
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1.2 Vektorraume

Waihrend auf einem Korper die Addition und Multiplikation von Elementen des Korpers definiert
ist, wollen nun fiir einen Vektorraum die Addition von Vektoren untereinander und die Multipli-
kation eines Vektors mit einem Skalar (d.h. einem Element des Koérpers) definieren. Um beide
Operationen fiir den Anfang auseinander halten zu konnen, fithren wir fiir die Vektorraumope-
rationen neue Symbole ein. Sobald wir sicher im Unterschied zwischen beiden sind, werden wir
wieder zu den bekannten Symbolen zuriickkehren.

Definition 1.5 (Vektorraum). Sei (K, +, -) ein Korper. Eine nichtleere Menge V, auf der eine Vek-
toraddition &: V x V' — V und eine Skalarmultiplikation ©: K x V — V definiert sind, heifst
K-Vektorraum (V, @, ®), falls gilt:

1. (V,®) bildet eine Abel’sche Gruppe;

2. 10v=vfiraleveVmitleck;

3. a0 (bov)=(a-b)ovfiralea,becKundveV;

4. Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir a,b € K und v,w € V gilt:

a®vdw)=aG@v+adw,
(a+b)Ov=aGv+bOu.

Beispiel 1.6. Sei (R, +,-) der Korper der reellen Zahlen. Sei V = R3 mit folgenden Operationen:

m w1 V1 + wy 7 a- v
vOw=|v]|DPlw]| =|ve+ws |, aOv=a® vy ]| :=|a-vy |,
V3 w3 v3 + w3 U3 a- vs

wobei a € R und v € V = R3. Uberpriifen wir die geforderten Eigenschaften (mit u,v,w € V und
a,beR):

* (R3, ) ist eine Abel’sche Gruppe:

vew=wdv, udbvdw) =udv)dbw, ve|[0]|=u
0

d.h. die Null (das neutrale Element) ist in diesem Fall der Nullvektor, und das Inverse Element

ist
—U1 U1 —U1 V1 — U1 0
—v=|-v2 |, dav@d(—v)=|va| B |—-v2]| =v2a—v2]=1]0]=0.
—vU3 V3 —vV3 V3 — U3 0

e Inder Tat ist 1 ® v = v, denn

V1 1- U1 V1
1o lv ]| =(1v|=1]wv
V3 1- V3 V3

* Multiplikation in R und skalare Multiplikation sind vertrdglich:

v1 b- v a-b-vp VU1
a®bov)=a0 | bO | v2 =a®|b-va|=]a-b-v2| =(a-b)O|v2| = (a-b)Ow.
U3 b-wvs a-b-vs U3
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* Es gelten die Distributivgesetze:

v1 4+ wy a- (v +wp) a-v+a-w;
a®dw)=a-[vutws | =a-(va+we) | =|a-vaota-wy| =a0vdadw,

v3 + w3 a~(v3+w3) a-v3+a-ws

vy (a+b)- v a-v1+b-v
(a+b)eov=(a+b)O|v]=|(a+b)-v2]=|a-va+b-va]| =a®vdbOw.

V3 (a+b)'113 a-03+b~v3

Wir konnen also grundsétzlich Vektoren addieren oder mit Elementen aus dem zu Grunde lie-
genden Korper K multiplizieren. Eine Multiplikation von Vektoren ist also im Allgemeinen nicht
definiert, ebenso wie die Division eines Vektors durch einen anderen.

Wenn wir im Folgenden von einem reellen Vektorraum sprechen, verstehen wir darunter einen
R-Vektorraum (d.h. K = R). Analog ist ein komplexer Vektorraum ein C-Vektorraum.

Beispiel 1.7 (Gegenbeispiel). Sei K = R. Auf der Teilmenge V := {v € R*| vy = 1} definieren
wir die Addition @® und Multiplikation mit Skalaren © wie in Beispiel[1.6] Warum ist (V, ®, ®) kein
R-Vektorraum?

Es sind
1 1 2
v=|3|leViw=|2|€eV,aberz:=vdw= 5] ¢V.
5 3 8

Somit ist (V, @) keine Gruppe, da die Summe zweier Vektoren aus V nicht mehr in V' liegen muss.
Folglich handelt es sich auch nicht um einen Vektorraum.

Ab jetzt werden wir wieder ausschlieBlich die Notation + und - benutzen, wissend dass es sich
ggf. um unterschiedliche Operationen handelt.

Definition 1.8. Sei (V,+, -) ein K-Vektorraum und sei U C V eine nichtleere Teilmenge von V. U
heifst Untervektorraum von V, falls (U, +, -) selbst ein K-Vektorraum ist.

Satz 1.9. Sei (V,+, ) ein K-Vektorraum und sei U C V eine nichtleere Teilmenge von V. (U, +, -)
ist genau dann ein Untervektorraum von V, wenn

v+w e U fiirallev,w € U und
a-veU firaleveUacK.

Beispiel 1.10. Die Menge
X

£ = y| eR¥| z2=0
z

ist ein Untervektorraum des reellen Vektorraumes V. = R3 mit der iiblichen Vektoraddition und
skalaren Multiplikation. Seien hierzu v, w € &, d.h. es muss gelten v3 = ws = 0. Dann ist

V1 w1 U1 + w1
v+w= v | +|lwy| =|va+ws | €&.
0 0 0
Ebenso gilt firv € Eund a € R
a - U1
a-v=\|a-va| €E.
a-0



Folgende Menge ist jedoch kein Untervektorraum des R3, da die Abgeschlossenheit beziiglich der
Addition nicht gegeben ist:

X
&= y|l eR®| z2=5
z
Es ist ndamlich
1 3 1 3 4
2l e&, 3] €&, aber 2|+ |3|=|5]¢¢&.
5 5 5 5 10

1.3 Norm und Skalarprodukt

Im Folgenden wollen wir Ldngen von Vektoren bestimmen und feststellen, wann Vektoren senk-
recht aufeinander stehen. Dafiir fithren wir die Begriffe Norm und Skalarprodukt ein.

Definition 1.11. Sei (V,+, ) ein reeller oder komplexer Vektorraum, d.h. K € {R, C}. Eine nicht-
negative reellwertige Funktion ||-|| : V' — [0, co) heifst Norm, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:
1. ||v|| > 0 fiir allev € V und ||v|| =0 <= v = 0. (Positive Definitheit)
2. ||la-v| = la| - ||v|| fiir alle « € Kund v € V' (absolute Homogenitqit).
3. |lv+w|| < ||v|| + ||w| fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Beispiel 1.12. Beispiele fiir Normen auf dem R-Vektorraum V = R" sind (mit v = (v1,...,v,)):

[Vl = max{lvil,...,fonl}, ol = /o 4.0k, Jolly o= for] + .+ [oa]-

Die eben eingefiihrte 2-Norm ||-||, wird auch Euklidische Norm genannt. Bevor wir uns iiberzeu-
gen konnen, dass diese tatsdchlich eine Norm ist, brauchen wir noch den Begriff des Skalarpro-
duktes.

Definition 1.13 (Skalarprodukt). Gegeben sei ein R-Vektorraum V. Eine Abbildung (-,-): V. xV —
R heifst Skalarprodukt auf V, falls gilt:

1. (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V (Symmetrie);

2. {av,w) = a(v,w) fiir alle v,w € V und a € R (Homogenitdt);

3. (u+v,w) = (u,w) + (v, w) fiir alle u,v,w € V (Additivitdt);

4. (v,v) > 0 fiir alle v € V und v # 0 impliziert (v,v) # 0 (positive Definitheit).

Beispiel 1.14. Ist V = R", dann ist (v,w) := Y, _, vpwy = viwi + ... +vpw, ein Skalarprodukt.

Definition 1.15. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-): V x V' — C heifst Skalarprodukt
auf V, falls (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V gilt (d.h. (-, -) ist hermitesch) und zudem Eigenschaften
2-4 aus Definition (1.13

Definition 1.16. Ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifst euklidischer Vektorraum; ein
C-Vektorraum mit Skalarprodukt heifst unitdrer Vektorraum.

Satz 1.17. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann wird
durch ||v|| := /{(v,v) eine Norm auf V definiert.

Beweis. Uberpriifen wir die drei Eigenschaften einer Norm im Fall eines euklidischen VR:



1. ||v]| = /{v,v) > 0 fiir alle v € V, da (v,v) > 0 ist. Zudem folgt aus (v,v) =0 = v = 0,
dass ||v|| = 0 genau dann erfiillt ist, wenn v = 0 ist.

2. Seien a € R und v € V. Dann ist mit den Eigenschaften des Skalarproduktes
HCL ’ UH = \/<CL'U,G’U> = \/CL<'U,G’U> = \/CL<CL'U,’U> = \/a?(v,v) = ‘CL‘ ’ <’U,U> = ’a‘ HUH :

3. Fiir die Uberpriifung der Dreiecksungleichung seien v,w € V. Es gilt

(%)
2 2 2
Il +w]* = (vtw, v+w) = (v, 0)+2(v, w)+{w, w) < [Pl +2 o]l [lwll+w]® = (lv]+]w])®

Durch Wurzelziehen erhidlt man die Aussage. Die Ungleichung (x) folgt aus folgendem
Resultat:

O]

Satz 1.18 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei V' ein K-Vektorraum (K € {R, C}) mit dem
Skalarprodukt (-, -) und der Norm ||v|| := +/(v, v). Dann gilt fiir alle v,w € V die Ungleichung

(v, w)| < Jo]| - [Jwl],
wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn ein a € K existiert, so dass w = a - v ist.

Beispiel 1.19. Seien v,w € R™ und sei (v,w) = viw; + ...,v,w,. Dann lautet die Cauchy-
Schwargz’sche Ungleichung:

n n n
[, =D v < (1D v | w?,
k=1 k=1 k=1

bzw. dquivalent dazu (durch Quadrieren)

(Zo) =(59)-(5)

Beispiel 1.20. Sei V' = R™ mit der iibliche Vektoraddition und skalaren Multiplikation und sei
K =R. Sei ||v]| :== y/v} + ...+ v die sog. Euklidische Norm. Diese ist in der Tat eine Norm:

1. Die Summe von Quadraten ist grundsdtzlich nichtnegativ, so dass |jv|]| > 0 gilt. Ist 0 =
(0,...0) der n-dimensionale Nullvektor, dann ist ||0|| = 0. Andererseits gilt fiir v # 0, dass
mindestens eine Koordinate v; # 0 ist, damit also v? > 0 und folglich

ol = /02 = Jui] > 0.

2. Seien v = (v1,...,v,) und a € R. Dann ist

|lav]| = \/(av1)2 +...+ (avy)? = \/a2 (V24 4 v2) = al - v

3. Seien v = (v1,...,vp),w = (wi,...,wy) € V. Dann gilt (mit der 1. Binomischen Formel):
v 4 w|]? = (o1 +w1)? + ... + (v, + wy,)?
= Wi+, )+ (W 4.+ w) + 2w + .. vwy)
< [lol® + w]? + 2|(v, w)|
< loll® + [[w]* + 2 Jo]| - |wl]
= ([[oll + Jwl)?,

wobei bei der letzten Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt wurde. Zieht man
auf beiden Seiten die Wurzel, folgt daraus die behauptete Dreiecksungleichung.
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Mit Hilfe des Skalarproduktes konnen wir den Begriff der Orthogonalitét einfiihren:
Definition 1.21. Sei V ein K-Vektorraum (K € {R, C}) mit Skalarprodukt (-, -).

() Zwei Vektoren v, w € V heifsen orthogonal (beziiglich (-,-)), falls (v, w) = 0 ist. Man schreibt
dann v L w.

(ii) Zwei Vektoren v, w € V heifsen parallel zueinander; falls ein a € K existiert, so dass v = a - w
ist. Man schreibt dann v|jw.

Beispiel 1.22. Im R? mit dem Skalarprodukt (v, w) = viwy + vows gilt:

* Die Vektoren v = (;) und w = (:) sind parallel, denn 4 - v = w.

* Die Vektoren v = <;) und w = <_12> sind orthogonal zueinander, denn (v,w) =1-(—2) +
2-1=0.

Bemerkung 1.23. Ein Sonderfall in einem jeden Vektorraum ist der Nullvektor O € V, denn einer-
seits gilt (0,v) = 0 fiir jeden Vektor v € V, d.h. 0 ist orthogonal zu jedem anderen Vektor. Zugleich
gilt 0 = 0 - v fiir jeden Vektor v € V, d.h. 0 ist auch parallel zu jedem Vektor. Der Nullvektor O ist
der eingige Vektor, der beide Eigenschaften hat.

Definition 1.24. Ist U C V ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V, so nennt man
Ut :={veV]vlu YueU}
den zu U orthogonalen Untervektorraum (oder das orthogonale Komplement).

Mit Worten kann man das orthogonale Komplement eines Untervektorraumes U C V als die
Menge der Vektoren des gesamten Vektorraumes V' beschreien, die zu allen Vektoren aus U
orthogonal sind.

Beispiel 1.25. Seien V = R3und U = {u = (uy,u2,u3) € V| ug = ug = 0}. Sei v = (v, v9,v3) €
V beliebig. Es gilt (u,v) = ujvy = 0 fiir alle u € U genau dann, wenn v, = 0 ist. Damit ist also

Ut = {v=(v1,v2,v3) € V| v1 =0}.

Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass das orthogonale Komplement des orthogonalen Komplements
des Unterraumes wieder der Unterraum selbst ist, d.h. (U+)* = U.

Wir werden sehen, dass die Untersuchung von Orthogonalitit niitzlich ist fiir den Nachweis von
linearer Unabhéngig — diesen Begriff sehen wir uns als nichstes an.

1.4 Lineare Unabhingigkeit und Erzeugendensystem

Definition 1.26. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir r € N seien vy, ...,v, € V Vektoren in V und seien
gudem aq, ..., a, € K Skalare. Die endliche Summe

T
E ARV = a1V + ...0a; Uy
k=1

heifst dann Linearkombination der Vektoren vy bis v,. Die Menge aller endlichen Linearkombinatio-
nen aus Vektoren einer Menge heifst lineare Hiille oder Span, d.h. ist M C V eine (evtl. unendliche)
Teilmenge von V, so ist

L(M) = {Zakvk
k=1

TEN,{Ul,...,vT}CM,{al,...,ar}CK}.
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Ist M = {v1,...,v,} C V eine endliche Menge, dann ist

L(M) = {Zakvk
k=1

Satz 1.27. Ist U = {vy,...,v,} C V, dann ist der Span L(U) ein Unterraum von V. Er ist zugleich
der kleinste Unterraum von V, der U enthalt.

vl,...,vnEM,al,...,anEK}.

Definition 1.28. Eine Teilmenge U C V heifst Erzeugendensystem von V, wenn L(U) = V ist.

Beispiel 1.29. Folgende Mengen sind Erzeugendensysteme von R3:

1 0 0
Ml:: 0 ) 1 ) 0 )
0 0 1
1 0 0 1 1
Moo= ol (1], lo]. (3] =mul|3]},
0 0 1 5 5
2 0 0
Ms = 0f,{4].,10 ,
0 0 7
1 0 2
M4:: 4 5 —1 5 3
6 3 2

Definition 1.30. Eine Menge U C V heifst linear unabhéngig, wenn fiir jede Linearkombination
von Vektoren vy, ...,v, € U gilt:

T
E apvg =av1+...+a0, =0 = a1 =...=a, =0.
k=1

Die Menge heifst linear abhingig, wenn sie nicht linear unabhdngig ist.

Lemma 1.31. Eine Menge U C V ist genau dann linear unabhdngig, wenn kein Vektor v € U als
Linearkombination der anderen Vektoren dargestellt werden kann.

Beispiel 1.32. Die Vektoren aus M aus Beispiel sind linear unabhdngig: Seien dazu a,b,c €
R. Dann gilt:

1 0 0 a 0
a- |0l +b-[1]4+c- |0 =]|b]=]|0] < a=b=c=0.
0 0 1 c 0

Die Menge M, ist hingegen linear abhdngig. Zum Beispiel ist

1 0 0 1 0
(-0 +=3)-[1]|+(5 [o]+1-[3]=]0
0 0 1 5 0

Dies sieht man ebenfalls, da der letzte Vektor als Linearkombination der ersten drei dargestellt
werden kann:

1 1 0 0
3|=1-10)+3-{1]+5-{0
5 0 0 1



Satz 1.33. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei U C V '\ {0} eine Teilmenge von V
mit paarweise orthogonalen (und von Null verschiedenen) Vektoren, d.h. es gilt (v, w) = 0 fiir alle
v,w € U mit v # w. Dann ist die Menge U linear unabhdngig.

Beispiel 1.34. Die Vektoren der Menge M aus Beispiel sind in der Tat paarweise orthogonal.

Es gilt zum Beispiel
1 0
< ol,1 >:1.0+0-1+0-0:0.

0 0

Die Vektoren der Menge M sind hingegen nicht alle paarweise orthogonal. Es gilt zum Beispiel

1 1
< ol,(3 >:1.1+0-3+0~5:1;A0.
0/ \5

Allerdings kann aus fehlender Orthogonalitdt noch nicht geschlossen werden, dass die Menge nicht
linear unabhdngig sei. So ist beispielsweise M, linear unabhdngig. Allerdings sind die Vektoren
nicht paarweise orthogonal zueinander:

1 0
< 4], (-1 >:1-0+4~(—1)+6-3:147é0.
6 3

1.5 Basis, Dimension, Koordinaten

Definition 1.35. Eine Menge U C V heifst Basis von V, wenn U linear unabhdngig und ein
Erzeugendensystem von V ist.

Beispiel 1.36. M aus Beispiel ist eine Basis des R>. Weitere Basen sind M3 und My. Die
Menge Mo ist hingegen keine Basis des R3, da sie zwar ein Erzeugendensystem ist, jedoch die
Vektoren nicht alle linear unabhdngig sind.

Wir werden uns spiter noch mit dem systematischen Losen von linearen Gleichungssystemen
befassen, was die Untersuchung von M, erleichtert.

Satz 1.37. Sind B = {b1,...,bp,} und C = {c1,...,c,} zwei verschiedene Basen des Vektorraumes
V, so gilt m = n, d.h. die Anzahl der Basiselemente ist gleich.

Dieser Satz rechtfertigt folgende Definition:

Definition 1.38. Besitzt ein Vektorraum V eine Basis B = {b, ..., b,} aus n Elementen, so nennt
man n die Dimension des Vektorraumes und schreibt dim(V') = n. Gibt es keine Basis aus endlich
vielen Vektoren, so heifst V unendlich dimensional und man schreibt dim(V') = cc.

Beispiel 1.39. Einige Beispiele fiir Vektorrdume, die uns schon begegnet sind:

* Der Vektorraum (R", +, -) ist n-dimensional (mit n € N).
* Der Vektorraum (C,+, -) ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit der Basis {1,i}.

* Der Vektorraum (C([0,1];R), +, -) der stetigen Funktionen von [0, 1] nach R mit den Opera-
tionen

(f +9)(@) = f(x) +g(z), x<[0,1],
(a-f)(@):=a- f(x), xe[01]

ist ein unendlich-dimensionaler Vektorraum.



Satz 1.40. Sei B = (by,...,by,) eine geordnete Basis des K-Vektorraumes V. Dann gibt es fiir jeden
Vektor v € V' genau ein Tupel (ay, ... ,ay,) € K" mit der Eigenschaft dass

n
v = Z apby,.
k=1

Die Zahlen ay, heifsen Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Bemerkung 1.41. Nach vorherigem Satz ist die Abbildung «: V — K", die jedem Vektor v € V
seine Koordinaten (a1, ..., a,) € K" zuordnet, eine Bijektion.

Beispiel 1.42. Betrachten wir den Vektor v := (1,3,5) € R® aus Beispiel Beziiglich der
Basis M, hat v die Koordinaten (1, 3,5). Beziiglich der Basis M3 hingegen hat v die Koordinaten

(33,2

Das Berechnen der Koordinaten ist nicht immer einfach. Es gibt jedoch spezielle Basen, fiir die
die Koordinaten ohne Losen eines Gleichungssystems berechnet werden konnen.

Definition 1.43. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Sei wei-
terhin B C V' \ {0} eine Teilmenge paarweise orthogonaler Vektoren. Dann nennt man B Orthogo-
nalsystem. Gilt zudem ||v|| = +/(v,v) = 1 fiir alle Vektoren v € B, so heist B Orthonormalsystem.
Ist B eine Basis von V, so spricht man von einer Orthogonal- bzw. Orthonormalbasis (kurz ONB).

Beispiel 1.44. M aus ist eine ONB (man nennt sie auch die kanonische Basis des R3), M3
ist hingegen nur eine Orthogonalbasis, da die Vektoren nicht Einheitsldnge haben. My ist zwar eine
Basis, jedoch weder eine Orthonormal- noch eine Orthogonalbasis.

Handelt es sich bei der Basis um eine ONB, so lassen sich die Koordinaten eines Vektors beziiglich
der Basis wie folgt berechnen:

Satz 1.45. Sei B = {by,...,b,} eine ONB des Vektorraumes V und sei v € V beliebig. Dann gilt

n

v = Z<’U, bk>bk

k=1

Beispiel 1.46. Betrachten wir wieder M aus wobei wir die Basisvektoren der Reihe nach als
7

b1, b und b3 bezeichnen. Sei zudem der Vektor v = | 3 | gegeben. Dann gilt in der Tat beziiglich
9

des kanonischen Skalarproduktes:

n 7 1 1 7 0
Z(v,bk)bk:< 31,10 > 0 +< 31,11
0 0 9 0

k=1 9
1 0 0
=7-1{0)+3-{1]4+9-10
0 0 1
7
= 3 =
9

10



1.6 Orthogonale Projektion

Wir wissen bereits, dass man mit Hilfe von Normen Lingen von Vektoren definieren kann. Eben-
so kann man damit auch den Abstand zwischen einem Punkt im Raum (gegeben durch einen
Vektor) und einem Untervektorraum definieren.

Definition 1.47. Sei V ein (eukl. oder unitdrer) Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei U C V
eine (nichtleere) Teilmenge von V. Zu jedem Vektor v € V definieren wir den Abstand von v zu U

als
d(v,U) :==inf{||lv—u| | we U}.

Satz 1.48. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei U C V ein Untervektorraum von
V. Zu jedem Vektor v € V existiert genau ein Vektor v* € U, so dass der Abstand d(v,U) minimal
wird, d.h. d(v,U) = min{|jv —ul|| | w € U} = ||v — v*||. Die Abbildung

Py:V —=>U, Pyv)=v

nennt man orthogonale Projektion von V' auf U.
Fiir die orthogonale Projektion gilt:

* Py(v) eUfirallev e V;

* Py(v) = v genau dann, wenn v € U ist;

* PyoPy=Py,dh.firallev e Vist Py(Py(v)) = Py(v);
fiir alle v € Vist v — Py(v) € U+ und ||v — Py(v)|| = d(v,U), d.h. Py(v) ist der Punkt aus
U, dessen Abstand zu v minimal ist unter allen Punkten aus U;

* Py(v) =0 genau dann, wenn v € U~ ist (||v — ul| = /(v — u,v — u)).

Ist B = {b1,...,by} eine ONB des Untervektorraumes U C V, dann gilt fiir alle v € U die
Darstellung

m

Zubk

k=1
Speziell fiir die orthogonale Projektion gilt:

Satz 1.49. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei U C V ein Untervektorraum mit
ONB B = {by,...,by}. Dann gilt fiir alle v € V:

ivbk

k=1

Beispiel 1.50. Sei V = R3 und U = {v = (v1,ve,v3) € V| v3 = 0}. Eine ONB von U ist

B = 1
0
Beispielhaft sehen wir uns den Vektor v = 2 € V an. Die orthogonale Projektion von v auf den

Untervektorraum U ist gegeben durch

2 1 1 1 1\ /o 0 1
PU(U):Z<v,bk>bk:< 21,10 > 0 +< 21,11 > 1] =12
0 0 3/ \o 0



1.7 Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren

Kennt man eine beliebige Basis B = {by,...,b,} eines Vektorraumes V, so ist es mdglich, mit
folgendem Algorithmus eine ONB zu konstruieren:

1. Schritt: Setze e := ng—iu (Damit ist ||e1|| = 1.)

2. Schritt (1): Setze €5 := by — (e1, b2)eq. (Damit ist (e3,e1) = 0.)

.
€2

2. Schritt (2): Setze e : . (Damit ist |lea|| = 1.)

N *

le

bz — (e1,b3)er — (ez, bg)es. (Damit ist e; orthogonal zu ey, e3.)

3. Schritt (1): Setze e :

"
€3

3. Schritt (2): Setze e3 :

. (Damit ist |les]| = 1.)

le

W ¥

n. Schritt (1): Setze e}, :=b,, — Z;ll (e, bp)eg. (Damit ist e} orthogonal zu ey, ..., e,_1.)

*

n. Schritt (2): Setze e, := ;2. (Damit ist ||e,|| = 1.)

T el

Beispiel 1.51. Wir haben gesehen, dass M3 aus Beispiel eine Basis des R3 ist. Wir wenden
nun das obige Verfahren an, um daraus eine ONB zu erhalten.

1. Schritt:

by 1 2 1 2 1
e = b = 0 = 0 0
0
0
2. Schritt (1):
0 1 0 1 0 1 0
6; Z:b2—<61,b2>61: 4 —< 0 y 4 > 0 = 4 -0 0 = 4
0 0 0 0 0 0 0
2. Schritt (2):
e’ 1 0 0
ey =2 =— 4] =1
HeQH 42 0 0
3. Schritt (1):
0 1 0 1 0 0 0
e3 = bz —(e1,b3)e1 —(ez,bz)ea = [ O | =([O |, {O]){O])—=({1],lO0Op)|1|=1]0O
7 0 7 0 0 7 0 7
3. Schritt (2):
ex 1 0 0
3
e3i= 2o =—=[0]=[0
H63H \/772 7 1

Das Verfahren fassen wir in folgendem Satz zusammen:

12



Satz 1.52. Seien by, ...,b, linear unabhdngige Vektoren des (eukl. oder unitdren) Vektorraumes
V. Dann bilden die Vektoren

i—1
= bi = ;?:11<bi7ek>ek , i=1,...,n
bi — > 11 (bisex)er
ein Orthonormalystem, wobei L(b1,...,b,) = L(e1, ..., ey) ist.
Ist {b1,...,b,} bereits eine Basis, so ist {e1,...,e,} eine ONB von V.
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2 Lineare Abbildungen und Matrizen
2.1 Lineare Abbildungen

Im Folgenden sei K ein Korper und V und W seien K-Vektorrdume.

Definition 2.1. Eine Abbildung f: V — W heifst lineare Abbildung, falls gilt:

1 flx+y) = f(z)+ f(y) fur alle z,y € V,
2. f(Ax) = Af(x) fiirallex € Vund A € K

Alternativ hat man folgendes Kriterium:

Lemma 2.2. Eine Abbildung f: V — W ist genau dann linear, wenn

FOz 4+ py) = Nf(x)+ pf(y), firalez,y e Vund\ peK.
Beispiel 2.3. Sehen wir uns Beispiele fiir lineare und nicht lineare Funktionen an.

i) Die Abbildung

{f:]R—HR, 1
x— f(r)=ax+b

mit a,b € R ist genau dann eine lineare Abbildung, wenn b = 0 ist. (Andernfalls heifst f affin.)
Um das zu sehen, reicht es, das erste Kriterium zu betrachten:

flx+y)=alr+y)+b=ax+ay+b, (2.2)
f(z)+ f(y) = (ax + b) + (ay + b) = az + ay + 20b. (2.3)

ii) Sei Oy der Nullvektor des Vektorraumes W. Die Abbildung

{f:V—>W,

x— f(x) =0w
ist linear, denn fiir beliebige x,y € V und A\, u € K ist

fOr + py) = Ow,
M)+ pf(y) =X 0w + p- Ow = Ow.

iii) Folgende Funktion ist ebenfalls linear:

f: R? — R?,
2
(m) = ( T+ 3y> '
Y ex + my
iv) Folgende Funktion ist nicht linear:
/R =R,
s f(r) = 2?

Inder Tat ist f(z +y) = (v +y)* = 2 + 2zy +y* # 2 +y* = f(x) + f(y) fiir z,y € R\ {0}.
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Definition 2.4. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und sei Oy, der Nullvektor in W. Dann ist
im(f) .= f(V) ={f(v)[veV}cCW
das Bild (englisch image) von f und
ker(f) := f'(0w) ={ve V| f(v) = 0w}
der Kern (englisch kernel) von f.

Beispiel 2.5. Sei

(31 1 0
U= u=|u| eR¥u3=0y=Lal0]+b]1 a,beR
U3 0 0
Seien weiterhin
1 0 0
€] = 0 s €y = 1 s €3 = 0
0 0 1

Die Menge {e1, ez} ist eine ONB von U, daher ist die orthogonale Projektion von v = (v1,v2,v3) €
V = R3 gegeben durch

2 U1
Py(v) =) (v,er)er = (Uz) .
k=1 0

Zundchst einmal ist Py;: V' — U eine lineare Abbildung. Seien dazu x = (x1,x2,%3),y = (y1,Yy2,Y3) €
V und A, u € R. Dann ist

Ax1 + py T Y1
Py +puy) = [ Aze+pye | =X |22 | +p | y2 | = APu(z) + uPy(y).
0 0 0

Berechnen wir Bild und Kern der orthogonalen Projektion Py:

im(Py)={uelU| veV:iu=PFPy(v)}=U,

0 (%] 0
ker(Py)=qveV| Py(v)= 10 = v=|w|eR|vyu=0=0%y=<al0 acR
0 U3 1

Lemma 2.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.
Dann gilt:

i) ker(f) C V ist ein Untervektorraum von V,

ii) im(f) C W ist ein Untervektorraum von W.
Beweis.
i) Seien z,y € ker(f) und A, € K. Dann ist

[ linear

fQx+py) " =" Mf(x) +pfly) =X 0w + p- O = O,

d.h. in der Tat ist Az + uy € ker(f).
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ii) Seien wq,ws € im(f), d.h. es existieren vy,v9 € V mit f(v;) = wy und f(vy) = woy. Seien
zudem A, 4 € K. Dann ist

fQwr + pvz) = Af(v1) + pf(v2) = Adwr + pws,

d.h. Aw; + pwsy € im(f).

Es bezeichne jetzt wieder dim(V") die Dimension eines Vektorraumes V.

Definition 2.7. Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume und f: V. — W eine lineare
Abbildung. Der Rang von f ist definiert als die Dimension des Bildes von f:

rg(f) := dim(im(f)).
Eine kurze Erinnerung: Eine Funktion f: A — B heil3t

* injektiv, falls aus f(x) = f(y) folgt, dass = = y sein muss,
* surjektiv, falls zu jedem b € B (mind.) ein a € A existiert mit f(a) = b,

* bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Satz 2.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektorrdu-
men. Dann gilt:

i) f ist surjektiv genau dann, wenn rg(f) = dim(W) ist.

ii) f ist injektiv genau dann, wenn dim(ker(f)) = 0 ist.

Allgemein gilt die Formel
dim(V) = dim(ker(f)) + rg(f)-

Daraus folgt insbesondere fiir lineare Funktionen f: V' — W mit dim(V') = dim(W):
f istinjektiv <= fist surjektiv <= f ist bijektiv.

Beispiel 2.9. Betrachten wir nochmal die orthogonale Projektion aus Beispiel Esistim(Py) =
U, also gilt zwangsldufig rg(Py) = dim(im(Py)) = dim(U), d.h. Py ist surjektiv als Funktion von
V nach U. Der Kern von Py ist

0
ker(PU) = 0 vy €ER 3,
U3

also ist dim(ker(Py)) = 1. Die orthogonale Projektion ist also nicht injektiv. Dies konnen wir auch
wie folgt sehen:

1 1 1
zr=1|2|,y=|2], aber Py(z) = Py(y) = | 2
3 5 0

Definition 2.10. Ist eine lineare Abbildung f: V' — W bijektiv, so sagt man, f sei ein Isomorphis-
mus. Die Vektorrdume V und W heifsen dann zueinander isomorph.

Satz 2.11. Sei V ein beliebiger n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist V isomorph zum Vektor-
raum K".
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Beweis. Dazu wihlen wir eine Basis B = {b1,...,b,} C V von V. Jeder Vektor v € V besitzt
dann eine eindeutige Darstellung der Form

n
v = Z apby,.
k=1

Damit sind die Koordinaten von v beziiglich B gegeben durch (a4, ..., a,) € K". Die Koordina-
tenabbildung x: V' — K" mit x(v) = (ay,...,ax) ist, wie man leicht nachpriifen kann, linear.
Gleichzeitig ist ~ eine Bijektion (Bemerkung [1.41)). Damit ist die Koordinatenabbildung « ein
Isomorphismus. O

Zuletzt bemerken wir noch, dass eine lineare Abbildung durch endlich viele Werte bereits ein-
deutig bestimmt ist:

Satz 2.12. Sei V ein (n-dimensionaler) Vektorraum mit Basis B = {b1,...,b,}. Seien wy, ..., w, €
W. Dann gibt es genau eine lineare Funktion f: V — W mit der Eigenschaft, dass f(by) = wy ist
firk=1,...,n

Beweis. Istv =3, aiby, d.h. sind die Koordinaten von v beziiglich B gegeben durch (a4, ..., a,),
dann ist
flo)y=1f (Z akbk;> © D arfbe) =) apwy,
k=1 k=1 k=1
wobei (x) gelten muss, da die Funktion linear sein soll. Da die Koordinaten (ay,...,a,) eines

jeden Vektors v aus V beziiglich einer gegebenen Basis eindeutig sind, ist somit der Funktions-
wert des Vektors eindeutig durch ) "), ajw;, bestimmt. Man kann zeigen, dass diese Abbildung
tatsachlich linear ist. (Siehe Satz 7.15 im Skript Lineare Algebra I) O

Beispiel 2.13. Seien B = (b, ba, b3) die (geordnete) Standard-Basis von V = R3 und C' = (c1, c2)
die (geordnete) Standard-Basis von W = R?, d.h.

0

1 0
blz 0 7b2: 1 ab3: 0 ) C1:<é>,C2:<?>.
0 0 1

Wir wollen eine lineare Abbildung f: V' — W konstruieren, wobei gelten soll:

s =(5). s00=(3). se=(g).

Damit miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

f(bl):1-01+2‘02,
f(b2)=3-61+5-62,
f(bg):7-01+6~62.

Die lineare Abbildung f ist also durch das Zahlenschema

1 3 5
A= (2 4 6)
vollstdndig definiert. Ein solches Zahlenschema nennt man eine Matrix.
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2.2 Matrizen

Seien V und W endlich-dim. K-Vektorrdume mit geordneten Basen B = (b1,...,b,) (von V)
und C = (cy, ..., ¢yn) (von W). Damit ist also insbesondere dim (V') = n und dim(W) = m.

Ist f: V. — W eine lineare Abbildung, dann gibt es eindeutig bestimmte Skalare oy, ; (k =
1,...,mund j =1,...,n) so dass

f(b;) = Zak,jck, je{l,...,n}
k=1

Wir ordnen diese in einem rechteckigen Schema wie folgt an:

alg o g
A= : : = (akj)1<k<m
1<j<n

am,1 " Qmnp

Man spricht in diesem Fall von einer m x n-Matrix. Die Menge der m x n-Matrizen mit Eintragen
aus dem Korper K wird mit K™*" notiert. Wenn der Korper bekannt ist, schreibt man auch
Mat(m,n).

Definition 2.14. A heifst die der linearen Abbildung f: V — W zugeordnete m x n-Matrix beziig-
lich der Basen B und C.

(k1 -+ o)

heifst k-ter Zeilenvektor von A,
1,5

am7]

heifst j-ter Spaltenvektor von A.
Beispiel 2.15.

1 2
A=1[3 5] e R?*?
7 6

Esist a2 = 2 und a1 = 3. (Merksatz fiir die Reihenfolge: ,Zeile zuerst, Spalte spdter®)
Definition 2.16.

(i) Eine Matrix A € K™*™ heifst quadratisch, falls m = n ist.

(ii) Eine Matrix A € R™*™ heifst symmetrisch, falls oy, ; = oy, ist fiir alle Indizes k, j.
(iii) Eine Diagonalmatrix A € K™*" ist von der Form

a171 0
A= =:diag(aq,1,...,nn),

0 (677 %7
d.h. ay; = 0 fiir alle k # j.

Beispiel 2.17. Eine (n x n)-Diagonalmatrix, in deren (Haupt-)Diagonale alle Eintrdge 1 sind, heifst

Einheitsmatrix, d.h.
1 0

En: ." GK?’LXTL

18



2.2.1 Rechnen mit Matrizen

Zunéchst einmal definieren wir die Addition von Matrizen und die skalare Multiplikation. Dazu
seien A = (o j)1<k<m und B = (B j)1<k<m Matrizen, A, B € K™*". Sei zudem ¢ € K. Dann

1<j<n 1<j<n
gilt:
Addition: A+ B :=C = (’Yk,j)lgkgm mit Ve,j = (Odk,j + Bk,j): d.h.
1<j<n
Q11 Qip Bii - Bin a1 +B11 o a1t Big
am,1 - Qmn /Bm,l T ﬁm,n Qm,1 + ﬁm,l o Qmn /Bm,n

Skalare Multiplikation: cA := (cay ;)i1<k<m, d.h.

1<j<n
a1l o g cail - caip
cA=c- : : =
am,1 - Qmn Chm,1 - COmn
Beispiel 2.18. Seien
1 2 3 0
A= 5], B=1[|2 -1 und c=2
7 6 1 —4
Dann gilt:
1 2 3 0 143 2+0 4 2
A+B=1{3 5]+ |2 -1|=(3+2 5-1]|=[5 4],
7 6 1 —4 7T+1 6—-4 8 2
1 2 2-1 2.2 2 4
cA=2-13 5| =12-3 2-5] =16 10
7 6 2-7 2-6 14 12

Satz 2.19. Sei K ein Korper und seien m,n € N. Die Menge der Matrizen K™ mit den Operatio-
nen Addition und skalarer Multiplikation ist ein m - n-dimensionaler K-Vektorraum.

Insbesondere gelten damit die iiblichen Rechengesetze, z.B. A + B = B + A (Kommutativitit)
und ¢(A + B) = cA + ¢B (Distributivgesetz).

Das neutrale Element der Addition ist die Nullmatrix und ist A = (ay;), dannist —A = (—ay ;)
die beziiglich der Addition inverse Matrix zu A, d.h. A + (—A4) = 0 (Nullmatrix).

Neben skalarer Multiplikation und Addition von Matrizen ist die Multiplikation von Matrizen
wie folgt definiert:

Definition 2.20. Seien A = (ak,j)lgkgm e K™*" ynd B = (/Bk,j)lgkgn € K"*". Dannist A- B =
1<j<n 1<5<r
C = (Yk,j)1<k<m € K™*" gegeben durch

I<j<r

n
’Yk,jzzakﬂﬁi:j’ k:E{l,...,m}, j€{1,...,7"},
=1
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d.h.

(11810 + -+ a1nbp1) - (@afiy+ ..o+ a1pfny)
o (21114 ...+ oonfBn1) - (wi1fiy+ ...+ 02nbBnyr)
(am,lﬁl,l +...+ am,nﬁn,l) T (am,lﬁl,r +...+ Oém,nﬁn,r)

Beispiel 2.21. Im Allgemeinen gilt A- B #+ B - A:

1 2 1 -4 3
35 <(1) _23 _21>: 3 -9 7|, aber
76 7 —4 5

(1 2 —1>';§ _(0 6)
0 -3 2 - 6 5 -3

Die Multiplikation von Matrizen kann man mit Hilfe des Falk-Schemas verdeutlichen:

1 2 -1 1 2

0 -3 2 3 5

1 2 1 —4 3 bzw 7 6
3 5 3 -9 7 1 2 -1 0 6
7 6 7T —4 5 0 -3 2 5 -3

Es gelten folgende Rechengesetze:

Satz 2.22. Seien A € K™*", B, B’ € K™ und C € K"** beliebige Matrizen und sei E; € K%*¢
die d x d-Einheitsmatrix fiir beliebiges d € N. Dann gilt:

() Ep-A=A-E, = A,
(i) (A-B)-C=A-(B-C),
(i) A-(B+B)=A-B+A-B'und(B+B)-C=B-C+B -C.

Der erste Teil des Satzes besagt, dass die Einheitsmatrix das neutrale Element der Multiplikation
ist, sofern wir uns auf quadratische Matrizen beschranken. (Andernfalls gibt es ein links- und
ein rechts-neutrales Element, da sich die Dimensionen unterscheiden!) Aus diesem Grund ist es
nur fiir quadratische Matrizen sinnvoll, von einer (multiplikativ) inversen Matrix zu sprechen:

Definition 2.23. Sei A € K"*"™. Eine Matrix B € K"*™ heifst inverse Matrix von A, falls A- B =
B - A = E,, gilt. Wir bezeichnen Sie mit B = A~L.

Bevor wir uns dariiber Gedanken machen konnen, ob eine Matrix eine Inverse besitzt und wie
man diese berechnet, brauchen wir noch etwas mehr Handwerkszeug.

Ein n-dimensionaler Vektor kann als Zeilen- oder Spaltenvektor aufgefasst werden:

vy
e K™ oder (vi ... vy)=(v1,...,v,) € K™
vn
Sofern nicht anders gesagt, verstehen wir ab jetzt unter einem Vektor grundsatzlich einen Spal-

tenvektor.
Um zwischen beiden Notationen wechseln zu konnen, fiithren wir folgenden Begriff ein:
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Definition 2.24. Sei A = (aj j)1<k<m € K™*™ Dann ist die zu A transponierte Matrix AT =
1<j<n
(k) 1<j<n € K™™, d.h.
1<k<m

Q11 Qg Qi1 ot Qpl

am1 ' Qmn Qln - Qmn

Beispiel 2.25.

1 2
ZuUA=1\13 5 istAT:<1 3 7).
7 6

Es gelten folgende Rechenregeln:

Satz 2.26. Seien A, B € K™*" und c € K.
(i) (A+B)T = AT + BT,

(ii) (cA)T = cAT,

(i) (AT)T = A.

Definition 2.27. Sei A € R"*".

(i) A heif3t symmetrisch, falls A = AT ist.
(ii) A heifst orthogonal, falls A - AT = E,, ist.

. : (2 =5\. o o (3/5 —4/5\ .
Beispiel 2.28. Die Matrix A = <_5 3 ) ist symmetrisch, die Matrix B = <4/5 3/5 > ist

orthogonal, denn

r_ (2 -5\ _ r L (3 -4\ (3 4\ _ (1 0\ _
A _<_5 3)_A und BB _52<4 3><_4 3>_<0 1)_];2.

Lemma 2.29. Eine Matrix A € R™*" ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten eine ONB des
R™ bilden begztiglich des kanonischen Skalarproduktes.

Komplexwertige Matrizen

Fiir komplexwertige Matrizen gibt es Begriffe, die analog sind zu denen von symmetrischen und
orthogonalen reellwertigen Matrizen.

Definition 2.30. Sei A = (ak,j)1<k<m e Cmxn,
1<j<n

(i) A* = (a;ka) 1<j<n mit a;’;,j := Q. ; heifst die zu A adjungierte Matrix.
1<k<m

(ii) Ist A € C"*" und gilt A = A*, so heifst die Matrix A hermitesch.
(iii) Ist A € C"*™ und gilt A - A* = E,, so heifst A unitér.
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2.3 Matrizen und lineare Abbildungen

Satz 2.31. Sei A € K™*". Die Abbildung f4: K" — K™ mit fa(x) = A -z (fiir x € K") ist linear.

Beweis. Seien ¢ € K,

Q11 o Q1p T Y1
A= y L= und  y =
Am1  Omn Tn Yn
Dann ist
Q11Cx1 + ...+ Q1 pCTy @111 + ...+ a1 p%y
falcx) =A-(cx) = : =c : =cfa(z).
QA 1CT1 + ...+ Qup nCTy Am1T1 + .- + OmnTy

Des Weiteren ist (wie in Satz zu den Rechengesetzen behauptet)

a1z +y1)+ ..+ arn(@n +yn)
fal+y)=A-(z+y)= :
ama(T1 + Y1) + - A (@0 + yn)
(igzr + ...+ a1pxn) + (@111 + - - .+ Q1 pYn)

(O‘m,lxl +...+ Olm,nl‘n) + (am,lyl +...+ am,nyn)
=A-x+A-y=falx)+ faly)

Folglich ist f4 in der Tat linear. O

Die Verkniipfung linearer Abbildung lasst sich tibersetzen in die Multiplikation der zugehorigen
Matrizen:

Satz 2.32. Seien A € K™*™ und B € K"*". Den Matrizen zugeordnet seien die linearen Abbildun-
gen fa: K" — K™ und fp: K" — K". Dann ist die Verkettung f4 o fp: K" — K™ gegeben durch

fao fe = fap, dh. fiirx € K" ist
(fao fB)(x) = fa(fB(x))) = fa(B-2) = A-(B-z) = (A-B) .

Beispiel 2.33. Seien fg: R — R? und f4: R? — R? wie folgt gegeben:

fe(x) = <§i> . fa (5) = (2963;; y) , dh
2

Einerseits ist

e fo)) = Fatra) = 1 (50) = (2350 5) = (52) = (5) =

Andererseits ist in der Tat
(21 2\ [44+3\ (7
a5=(5 5)-(5) = (025) = (5).



Wir werden den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen im Folgenden
benutzen, um Begriffe, die wir bereits fiir lineare Abbildungen eingefiihrt haben, auf Matrizen
zu lbertragen.

Definition 2.34. Die maximale Anzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren einer Matrix A heifSt
Spaltenrang von A und wir schreiben rgq(A). Die maximale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen-
vektoren einer Matrix A heifst Zeilenrang von A und wir schreiben rg,(A).

Satz 2.35. Seien V, W endlich dimensionale K-Vektorrdume mit geordneten Basen B = (b1, ..., b,)
(von V) und C = (¢1,...,¢m) (von W). Sei f: V. — W eine lineare Abbildung mit zugehoriger

Matrix A = (o j)1<k<m € K™*", d.h. f(bj) = Y11 aj jcg. Dann gilt:
1<j<n

rg(f) = rgg(A4) =rg4(A).

Definition 2.36. Der Rang einer Matrix A ist definiert als rg(A) := rgg(A) = rg;(A). Eine
quadratische Matrix A € K"*" heifst reguldr, falls sie maximalen Rang hat, d.h., falls rg(A) = n
ist. Andernfalls heifst A singular.

Beispiel 2.37. Die Matrix
1 2
A=13 5
76

hat zwei linear unabhdngige Spaltenvektoren, damit gilt rgq(A) = 2. Der Rang der Matrix A ist
somit rg(A) = 2. Wir kénnen auch priifen, dass tatsdchlich der dritte Zeilenvektor von den anderen
beiden abhdngig ist, d.h. dass auch rg,(A) = 2 ist: Das lineare Gleichungssystem

l-a+3-b="7
2-a+5-b=6

hat die Losung (a,b) = (—17,8), d.h.
(-17)- (1 2)+8-(3 5)=(7 6).

Satz 2.38. Eine Matrix A € K"*™ ist genau dann reguldr, wenn die zugehorige lineare Abbildung
fa bijektiv ist, d.h. wenn f,: K™ — K" ein Isomorphismus ist. In diesem Fall besitzt A eine Inverse
A~V undes gilt fa-1 = (fa)~ "

Beispiel 2.39. Eine Diagonalmatrix

A1 0
A:diag()\l,..-7)\n): .
0 An
ist genau dann reguldr, wenn auf der Diagonalen keine Null steht, d.h. A1,...,\, € K\ {0}. In
diesem Fall ist die Inverse von A gegeben durch

At 0
ATV =diag A\, .. 0 = :

n
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Beispiel 2.40. Sei f4: R? — R? gegeben durch die Matrix

A= <‘CL Z) a,b,c,d € R.

Falls ad—be # 0 ist, ist A invertierbar (dies werden wir spdter noch herleiten) und die Inverse lautet

1 d —=b
A7l = .
ad — be <—c a >

Uberzeugen wir uns zundchst, dass die Inverse korrekt ist:

_ 1 ad —bc —ab+ ab 10
. 1 = - = =
A A= e <cd —cd —be+ ad) (0 1> B

Betrachten wir nun die zugehorigen Funktionen:

_ (ax + by
fA(a:vy) - (C(E+dy) )

faci(@,y) = —— <dx_by )

ad — be \—cz + ay

Verkniipfen wir beide Funktionen, so gilt in der Tat

(fAOfAl)(fv,y):fA< 1 <d$—by>>

ad — be \ —cx + ay
B 1 f dr — by
" ad—be 4 —cx + ay

- 1 ‘ (a(dm —by) + b(—cx + ay)>
ad —be \c(dx —by) + d(—cx + ay)

— e (e o)
-(5)
(6 9)-6)

Fiir zwei invertierbare Matrizen gilt folgende Rechenregel:

Satz 2.41. Seien A, B € K"*" reguldr. Dann ist auch A - B reguldr und es gilt
(A-B)'l=B71. 4%
Beweis. Es gilt
(A-B)-(B'-AY=A4-(B-BY A HY=4-(E, - AH=4-A"1=E,.
O

Bemerkung 2.42. Analog zu obiger Formel fiir die Inverse des Produktes zweier Matrizen gilt fiir
die Transponierte von A € K"*™ und B € K"*" die Formel

(A-B)T =BT . AT,
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3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Einfiihrung in LGS - Losbarkeit und Losungsmenge

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System der Form

Q11T+ ... F Q1 pTy = by

U171+ ..o+ Qo Ty, = by

In diesem Fall ist es ein System aus m Gleichungen mit » Unbekannten.
Mit den Matrizen und Vektoren

al ot g x1 by

lasst sich das LGS wie folgt {ibersetzen:

A-xz=0.

Ist b = 0 € K™, so heif3t das LGS (3.1)) homogen, andernfalls heil3t das LGS inhomogen.

Das LGS (3.1) kann auch als erweiterte Koeffizientenmatrix dargestellt werden:

a1 o Qip by

(Alb) :=

am,1 " Qmn bm

Sei
L(Ab) :={zeK"| A-z =0}

3.1

(3.2)

die Menge aller Losungen des LGS A - = = b. Uberlegen wir zunichst, wie solch eine Lésungs-

menge beschaffen ist.

Satz 3.1.

() Ist fa die zur Matrix A € K™*" gehorende lineare Abbildung, d.h. fo(x) = A - z, so ist die

Lésungsmenge von A - x = 0 ein Untervektorraum von K™ und es gilt

L(A,0) =ker(fa).

(i) Gilty € L(A,b), dh. A-y = b, dann ist die Losungsmenge des inhomogenen LGS gegeben

durch
LAY ={z+y| ze€K", A-2 =0} =y+ L(A,0).

(iii) Das LGS A - x = b ist genau dann losbar; wenn b € im(f4) liegt. Das ist genau dann der Fall,
wenn der Rang von A gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist, d.h. rg(A) =

rg(Alb).

(iv) Es gilt dim(im(f4)) = rg(A) = n — dim(ker(f4)).
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Beweis von (ii). Seien y € L(A,b) und 2 € L(A,0),d.h. A-y =bund A -z = 0 (Nullvektor).
Dann ist
A-(z+y)=A-2+A-y=b+0=0 = z+yecL(ADb).

Daraus folgt zunéchst einmal y + L(A,0) C L(A,b). Seinun z € L(A,b), also A-z = b. Dann gilt
A-(z—y)=A-z—-A-y=b-b=0 = z-—yelL(AD0).

Folglichist z =y + (2 —y) € y + L(A,0), also L(A,b) C y + L(A,0). O

Bemerkung 3.2.

* Punkt (ii) kann man auch so formulieren: Kennt man eine beliebige (man sagt auch eine par-
tikulare) Losung des inhomogenen LGS, so erhdlt man sdmtliche Losungen des inhomogenen
LGS indem man die Losungen des homogenen LGS zu dieser partikuldren Losung addiert.

* Zu der ersten Aussage von (iii)): b € im(fa) genau dann, wenn ein Vektor x existiert, fiir
den fa(x) = A-x = b gilt und das ist dann gerade ein Element der Losungsmenge des
inhomogenen LGS, d.h. x € L(A,b).

* Um den zweiten Teil von Aussage (iii) zu zeigen, verwendet man die Eigenschaft, dass die
Spalten einer Matrix A eine Basis des Bildes der linearen Abbildung fa(z) = A - x bilden

Beispiel 3.3. Betrachten wir das LGS mit der Matrix A aus Beispiel
1 2
A=13 5
7 6

Wir haben bereits gesehen, dass rg(A) = 2 ist, d.h. der Losungsraum des homogenen LGS A - © =
0 € R3 (mit x € R?, also n = 2) ist 0-dimensional:
2 =rg(A) =2 —dim(ker(fa)) = dim(ker(fa)) =0.

Dies kénnen wir rechnerisch bestdtigen: A - x = 0 ldsst sich tibersetzen als LGS

lx1 +2x9 =0
3x1+5x9 =0
Txy + 629 = 0,
-1
welches als einzige Losung (z1,x2) = (0,0) hat. Seinunb = | —2 |. Dann hat das LGS A-x = b die
1

Lésung (z1,x2) = (1, —1). Nach obigem Satz ist das tatsdchlich die einzige Losung des inhomogenen
LGS.
Uberpriifen wir noch den Rang der erweiterten Matrix (A|b):

12 -1
(Ap)= |3 5 —2
76 1

Wir haben bereits festgestellt, dass sich der dritte Spaltenvektor als Linearkombination der ersten
beiden darstellen ldsst:

1 2 —1

-3 +(-1)-[5]=1|-2

7 6 1
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Folglich sind nicht alle drei Vektoren linear unabhdngig, der Spaltenrang von (A|b) ist also (hochs-
tens und gleichzeitig genau) zwei. Da rg(A) = rgg(A) = 2 ist, gilt also rg(A) = rg(A|b) wie
vorhergesagt.

Aus dem Satz [3.1] folgt sofort:

Korollar 3.4. Ist A € K"*" eine reguldre Matrix (d.h. rg(A) = n), dann ist das LGS A - x = b fiir
jeden beliebigen Vektor b € K" eindeutig lésbar. Der Losungsvektor ist x = A~' - b.

Beweis. Ist A € K™*" reguldr, dann ist rg(A) = n. Nach Aussage (iv) des Satzes ist damit
rg(A) =n =n —dim(ker(fa)) = dim(ker(fs))=0.

Nach Teil (i) ist die Dimension der Losungsmenge des homogenen LGS dim(L(A,0)) Null, d.h.
L(A,0) besteht nur aus dem Nullvektor. Die Losungsmenge L(A, b) kann also maximal aus einem
Element bestehen nach (ii). Da A regulir ist, existiert A~' und da 2 = A~'b das inhomogene
LGS 16st, ist die gewiinschte Aussage bewiesen. O

Beispiel 3.5. Betrachten wir folgendes (inhomogenes) LGS:

3x1+5xro =4
lxy + 229 = —2.

Dieses Problem ldsst sich in Matrixform schreiben als A - x = b, wobei

A= (D) () - ()

Die Matrix hat zwei voneinander linear unabhdngige Spaltenvektoren und damit vollen Rang (rg(A) =
2). A ist damit reguldr, also invertierbar. In Beispiel haben wir die Inverse einer reguldren 2x2-
Matrix kennen gelernt. Wenden wir die Formel auf Matrix A an, so erhalten wir

1 2 -5 2 -5
-1 _
4 _3-2—5-1<—1 3) <—1 3)'

Die eingige Losung des LGS ist damit

eato= (20)(4) = ()

Wie erkennt man moglichst einfach und systematisch den Rang einer Matrix und bestimmt
Losungen von linearen Gleichungssystemen? Im néchsten Abschnitt befassen wir uns mit ver-
schiedenen Losungsmethoden.

3.2 Methoden zur Losung von LGS

Die folgenden Methoden sind gerade bei kleinen tibersichtlichen LGS sinnvoll:

Einsetzungsverfahren. Man stellt eine Gleichung nach einer Variablen um und ersetzt die Va-
riable in den {ibrigen Gleichungen durch die gefundene Darstellung:

_ _ _ 33 _9
3r—y =3 =y=3zr-—3 Sy=%-3=3
242y =5 =2r+23x—-3)=5 — x:%
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Gleichsetzungsverfahren. Man 10st zwei Gleichungen nach der selben Variablen auf und setzt
die entstehenden Ausdriicke gleich:
3r—y=3 <= y=3r—3
2r+2y =5 < y:%—a:

Gleichsetzen liefert 3z—3 = 5 —x, also z =

11
8
ergibt dann y = %

. Einsetzen in jede beliebige der Gleichungen

Eliminationsverfahren. Ein Vielfaches einer Gleichung wird zu einem Vielfachen einer anderen
Gleichung addiert, damit eine der Variablen herausfillt:

3r—y=3 (3.3)

2r 42y =5 (3.9

2 - (3.3) + (3.4) ergibt 6x + 22 = 6 + 5, also wieder x = 1—81. Einsetzen in eine beliebige
Gleichung liefert y = 2.

Wir haben gesehen, dass wir durch Vertauschungen, geschicktes Multiplizieren und Addieren
die Losung bekommen. Dies lasst sich auch auf die Matrix-Schreibweise iibertragen, indem man
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen durchfiihrt.

(S1) Vertauschung zweier Spalten

(S2) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0

(S3) Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte

(Z1) Vertauschung zweier Zeilen

(Z2) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0

(Z3) Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

Es ist wichtig zu bemerken, dass diese (elementaren) Umformungen den Rang einer Matrix nicht
andern.

Fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) gilt zudem, dass sich die Losungsmenge nach der
Durchfiihrung von elementaren Zeilenumformungen nicht dndert.

Die Idee hinter dem im Folgenden vorgestellten Verfahren ist es, diese elementaren Zeilen- und

Spaltenumformungen an der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) durchzufiihren bis die Ma-
trix in der sog. Zeilenstufenform vorliegt. (A|b) wird dann auch obere Dreiecksmatrix genannt.

Definition 3.6. Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) mit A = (oy, ;) (1 <k <m,1 <j<n)
und b = (by) (1 < k < m) liegt in Zeilenstufenform vor, falls gilt (mit der Notation oy, ,, 41 := by):

e Sei ay, ; # 0 der erste von Null verschiedene Eintrag der k-ten Zeile, genannt Pivotelement
oder fithrender Koeffizient. Dann ist der fiihrende Koeffizient der k + 1. Zeile rechts davon.
Insbesondere ist 11 ; = 0.

 Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen ganz unten in der Matrix.

Die Matrix liegt in der erweiterten/normierten Zeilenstufenform vor, falls
* Das Pivotelement einer jeden Zeile ist 1, sofern die Zeile nicht nur aus Nullen besteht.
* Alle Eintrdge in einer Pivotspalte aufser dem Pivotelement sind Null.

Beispiel 3.7. Betrachten wir die Matrizen

3 70 1 00
A=10 0 1 und B=[(0 0 1
0 00 0 00

A liegt in Zeilenstufenform vor, B in der erweiterten Zeilenstufenform.
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3.2.1 Gauf3-(Jordan-)Verfahren

Das GaulR-Verfahren tiberfiihrt eine Matrix in die Zeilenstufenform; das Gauf’-Jordan-Verfahren
uberfiihrt sie in die erweiterte Zeilenstufenform.

Beispiel 3.8. Betrachten wir das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix

1 0 2 1 0 2 0
A=|4 -1 3|, also(Al0)=14 -1 3 | 0
6 3 2 6 3 2 0

Transformieren wir die Matrix (A|b) schrittweise in die Zeilenstufenform und dann noch in die
erweiterte Zeilenstufenform. Dazu benutzen wir die Kurgnotation Zy, fiir die k-te Zeile.

10210
Lo~ 4 - Z — Lo ergibt 0 1 5 0
6 3 20
1 0 2 0
3~ 621 — 23 ergibt 0 1 5 0
0 -3 10 | O
1 0 2 0
Z3~>3-Zy+1-7Z3 ergibt 01 5 0 | — das ist die Zeilenstufenform
0 0 25 0
1 10210
73~ % 73 ergibt 01 5 0
0 0 1 0
102 1]0
Lo~ Lo —5 - s ergibt 01 0 0
0 0 1 0
1 00 0
Zy~ Ly — 2 Zs ergibt 010 0 | — das ist die erweiterte Zeilenstufenform
0 0 1 0
0
Das neue LGS hat offensichtlich als eingzige Losung z = [ 0
0

Damit haben wir insbesondere gezeigt, dass My aus Beispiel in der Tat eine Basis des R? ist.
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Der Gauf3-Jordan-Algorithmus zum Losen eines LGS kann wie folgt zusammengefasst werden:

1. Man bildet die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b).

2. Durch Vertauschen von Zeilen sorgt man dafiir, dass das die Pivotelemente niemals
links von den Pivotelementen der dariiber liegenden Zeilen sind. Insbesondere sind
dann alle Null-Zeilenvektoren ganz unten.

3. Man fixiert das erste Pivotelement, welches direkt unter einem anderen Pivotelement
steht. Nennen wir die Elemente oy, ; und oy ;. Dann ersetzt man Zj durch 7 —
Aot

TIJZ’“ Diesen Schritt wiederholt man ggf. mit den folgenden Zeilen bis unter ay, ;
J

nur noch Nullen stehen.
4. Man wiederholt Schritt 3 so lange, bis die Matrix in Zeilenstufenform da steht.

5. Man geht alle Zeilen durch und sollte das Pivotelement (o ;) nicht 1 sein, ersetzt man
die Zeile durch ﬁZk.
»J

6. Statt von oben nach unten geht man die Matrix von unten nach oben durch und
dndert alle Spalten analog zu Schritt 3 derart, dass {iber und unter Pivotelementen
nur Nullen stehen.

7. Zur Auswertung gibt es drei mogliche Falle:

1. Fall: Ist die Ergebnisspalte (ganz rechts) eine Pivotspalte, d.h. ist der erste von Null
verschiedene Zeileneintrag in dieser Spalte, so ist das LGS nicht l6sbar.

2. Fall: Sind die zu A gehorigen Spalten alle Pivotspalten, so ist das LGS eindeutig
losbar. Die Losung ist in der letzten Spalte ablesbar.

3. Fall: Sind zu A gehorige Spalten keine Pivotspalten, so nennt man die zugehorigen
Variablen frei und die Werte der nicht freien ("fithrenden") Variablen (die zu
den Pivotspalten gehoren) werden in Abhédngigkeit von den den freien Variablen
angegeben.

Bemerkung 3.9.

(i) Man kann auch mehrere LGS mit verschiedenen rechten Seiten b,c,... € R™ gleichzeitig
l6sen. Dazu bildet man in Schritt 1 die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|bc - - - ) und fiihrt die
Schritte wie beschrieben durch.

(ii) Will man die Inverse zu A € K™*" berechnen, so bildet man die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A|E,,) fiir die n-dimensionale Einheitsmatrix.

Beispiel 3.10. Berechnen wir die Inverse zu A = (i’ g) aus Beispiel

Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet

= (3] 4

Elementare Zeilenumformungen ergeben
3 5 10 3 5 1 0 1 5/3 1/3 0 10 2 =5
A A PN
1 2 01 0 -1 1 -3 0 1 -1 3 0 1 -1 3

Am Ende kann man in der Tat die Inverse ablesen: A~1 = (_21 _35>
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Beispiel 3.11 (Keine Losung). Betrachten wir das LGS
Ir1 — 2%’2 =5
—3$1 + 6$2 = 8.
Die Umformung der erweiterten Koeffizientenmatrix liefert
1 =2 5 1 -2 5 1 -2 |5 1 =2 10
ad ad N
8 0 O 23 0 0 1 0 0 1

am= (2
Die letzte Spalte, (O ist also Pivotspalte. Somit ist das LGS nicht losbar. In der Tat ist nach obigen

)
Umformung das urspriingliche LGS ist dquivalent zu

33‘1—27)2 =0
0 =1,

welches erkennbar keine Losung besitzt.

Beispiel 3.12 (Mehr als eine Losung — Darstellung in Parameterform). Betrachten wir das LGS
mit folgender erweiterter Koeffizientenmatrix:

001 3 2
(Ap)=11 2 1 4 | 3
1 2 27 )
Elementare Zeilenumformungen ergeben:
0 01 3 2 1 2 27 5 1 2 27 5 1 2 2 7 5
1 21 4 3l ~1[11 2 1 4 3] ~10 0 1 3 21 ~10 0 1 3 | 2
1 2 27 ) 0 01 3 2 0 01 3 2 0 0 0O 0

Das (zu dem urspriinglichen LGS dquivalente) LGS lautet damit
1+ 2209+ 2234+ T4 =5
z3 + 324 =2
0 =0.

Die Variablen x2 und x4 sind frei, da die 2. und 4. Spalte keine Pivotspalte sind. Aus der zweiten

Gleichung ergibt sich die Bedingung
T3 = 2 — 314,

eingesetzt in die 1. Zeile ergibt sich
I :5—2{L‘2—2(2—35L'4)—7.%'4:1—2%’2—.%4.
Die Losungsmenge des LGS ist somit

L(Ab) = {:):ER‘L‘ :):1:1—2962—1'4,953:2—3:134}

1—2.7}2—1‘4
_ T2 4
= 9 31, ER*| x9,24 €R

T4
(/1 -2 -1

= 0 + 1 +x 0 To, T4 €R
= 9 2| 1] _3 2,24

0 0 1

Interpretieren wir dieses Ergebnis in Hinblick auf Abschnitt
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AcR¥> dh. fa: R* = R3. Damit ist m = 3 und n = 4.

rg(A) = rg(A|b) = 2, somit ist dim(ker(f4)) = n—rg(A) = 4—2 = 2, d.h. die Losungsmenge
des homogenen LGS ist 2-dimensional.

Die Losungsmenge des inhomogenen LGS ist somit y + ker(f4), wenn y eine Losung von
A-x =bist.

1
Nach obiger Rechnung ist y = (2) die partikuldre Losung des inhomogenen LGS und
0
-2 -1
1 0
ker(fa) = ¢ x2 0 + 24 3 To, x4 €R
0 1
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4 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

4.1 Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Variablen

Definition 4.1. Seienn € N, M C R", a = (a1, ...,a,)" € M und f: M — R gegeben. Wenn fiir
ein j € {1,...,n} der Grenzwert

lim f(al, ceey Q1,05 + h, Ajtly--- ,an) — f(a)
h—0 h

=:geR

existiert, so heifst f partiell differenzierbar in Richtung von z; (oder in der j-ten Komponente)
und g heifst partielle Ableitung von f in Richtung von z;.

Notation: g = 887’;(@) = Oy, f(a) = fz,(a) oder auch verkiirzt 9; f(a).
Definition 4.2. Ist f in allen Punkten a € M partiell differenzierbar in Richtung x;, so heifst f
partiell differenzierbar in Richtung x;. Ist f in allen Punkten a € M partiell differenzierbar in alle

Richtungen x1, ..., xy,, so heifst f partiell differenzierbar.

Beispiel 4.3. Sei f(c,z) := cz® Dann ist

of . fled+ha)— flex) o (c+h)a®—c®
R e
_ 2 _ 2
g(c, x) = lim flezth) = fler) =1li @ th) —c = lim (2cx + ch) = 2cx.
ox h—0 h h—0 h h—0

Man berechnet die partielle Ableitung, indem man alle Komponenten, nach denen man nicht
ableitet, als Parameter behandelt.

Beispiel 4.4. Sei M = R? und fiir v = (x1,22)T € M sei f(x1,22) := 322 — 25 + 2122 + 7. Dann
sind die partiellen Ableitungen O f (z1,72) = 61 + o und da f (71, x2) = —bx5 + T1.

Definition 4.5. Seien n € N, M C R", a € M und f: M — R. Falls eine lineare Abbildung
L: R™ — R existiert, so dass

o fla+h) = f(@) = L(h)

B0 || =0

gilt, dann heifst f (total) differenzierbar in a und df (a) := L Ableitung (oder Differential) von f
in a. Ist f in allen Punkten a € M differengierbar, so heifst f differenzierbar auf M.

Bemerkung 4.6.
() Ist h = (hi,...,hy)T € R, dann ist |h| == ||h|, = \/h? + ...+ h2. Das ist die euklidische
Norm des R".

(ii) Das Differential df (in der Literatur auch mit D f bezeichnet) hat zwei Argumente — die Stelle
an der f abgeleitet wird (a € M) und einen weiteren Vektor (h € R, nahe Null).

(iii) Fiir den Spezialfall n = 1 gilt df (a)(h) = f’(a) - h und damit f'(a) = df (a)(1).
(iv) Das Differential ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt.

(v) Ist f in einem Punkt a differenzierbar; so ist f in diesem Punkt auch stetig.
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Wir hatten bereits festgestellt, dass fiir eine Matrix A € R™*" die Abbildung f: R — R™,
welche durch = — f(z) = A -z gegeben ist, linear ist. Andersherum konnen wir jeder linearen
Abbildung f: R” — R™ eine Matrix A € R™*" zuordnen, so dass f(z) = A - z fiir alle x € R".
Im Spezialfall m = 1 ist dann fiir das kanonische Skalarprodukt (-, -) des R™:

flx)=A-z= (AT ).

Da die Ableitung eine lineare Abbildung ist, konnen wir sie durch das Skalarprodukt mit einem
festen Vektor darstellen.

Definition 4.7. Fiir M C R" sei f: M — R in a € M differenzierbar. Dann heifst der Vektor
v € R", welcher die Bedingung

df(a)(h) = (v,h), VheR"
erfiillt, Gradient von f in a. Wir schreiben v =: grad f(a) =: V f(a).
Satz 4.8. Seienn e N, M Cc R"und f: M — R.
1. Wenn f differenzierbar ist, dann ist f auch partiell differenzierbar und fiir alle a € M ist
Vf(a) = (%(@,%(@,...,%(@)T.

2. Wenn f partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen stetig sind, dann ist f (total)
differengierbar.

Bemerkung 4.9. Ist eine Funktion f differenzierbar, so kann man das Differenzial also mit Hilfe
des Gradienten ausdriicken:

N Of

=Y 5.-(a) hi=(V[(a), ), h=(hi,...,hn)".
=1 Tk

df (a)(h)
Bemerkung 4.10. Ein kleiner Vorgriff: Fiir Differentialgleichungen hat das totale Differential die
Darstellung df = %dmk.

Definition 4.11. Seienn € N, M CR™, a € M, b € R" mit |b| = 1und f: M — R. f besitzt in a
eine Ableitung in Richtung b, falls

a+ hb) — f(a
907(0) o fiy Ho )= 510

(hier h € R\ {0})

existiert.

Die partielle Ableitung ist ein Spezialfall der Richtungsableitung. So ist z.B. %(@ =V, f(a),
wenn e; der Vektor ist, der iiberall den Eintrag 0 hat aul3er in der i-ten Komponente, wo eine 1
steht.

Bemerkung 4.12. Der Gradient V f steht immer senkrecht auf die Niveaulinien
Ny(e)={ze M| fz)=c}=f"({c}), ceR,

und zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs von f, d.h. ist b € R™ mit |b| = 1 und a € M wie bisher,
dann gilt V, f(a) < |V f(a)| und Gleichheit gilt g.d.w. b = GH%:.
(Achtung! V,f(a) € R, aber V f(a) € R™)

Ist f in «a differenzierbar, dann ist fiir b wie eben df (a)(b) = V,f(a) = (V f(a),b).

34



Beispiel 4.13. Sei M = R? und fiir v = (x1,22)" € M sei f(x1,22) := 2x1 — o9 + T120 + 5
Wir berechnen: 0; f(x1,x2) = 2+ x9 und Oaf (x1,x2) = —1 + x1. Sei jetzt b := %(3,4)T. Dann ist
bl = £v/32 + 42 = 1. Die Richtungsableitung ist

2(z1 + 2h) — (22 + 2h) + (z1 + 2h) (22 + 2h) + 5 — f(z)

Vif(z) = o 3
. 2-3h—gh+ai-gh+as-th+ 2hgh
= lim
h—0 h
= lim g—é—i-x %—i-x §—|——h
Thso\5 5 H 5T 5T o5
204
55 1T M2
Andererseits ist
af 3 8f 4
b °y 2L =
4
(2422) o+ (-1+ar)- ¢
6 3 4 4
g—Fg' 2—54'5 z1 =V f(z)

fiir beliebiges x € M wie behauptet.
Der Gradient an der Stelle (0,0)T ist V£(0,0) = (2,—1)T. Fiir eine beliebige Richtung ist die
Richtungsableitung (V f(0,0),b) = (24 0)by + (—1+0)by = 2by — be. In Richtung des (normierten)

Gradienten erhalten wir also (V (0, 0), ‘gﬁg 8§|) % = /5.

Bemerkung 4.14. Ist eine Funktion f differenzierbar, so ist sie auch stetig. Ist die Funktion jedoch
nur partiell differenzierbar, so braucht sie nicht stetig zu sein. Ein Gegenbeispiel ist f: R? — R mit

oy, falls (x,y) # (0,0),
_ @
f@.9): {0, T falls (o) = (0,0).

Im Punkt (0,0)” (und auch in dessen Umgebung) ist die Funktion partiell differenzierbar, sie ist
jedoch nicht stetig in diesem Punkt. [— Ubungsblatt]

Satz 4.15 (Kettenregel — mehrdimensional). Seien I € R und M C R" fiir n € N (offene)
Mengen. Sei g = (g1,...,9,)" : I — M mit Koordinatenfunktionen g;, (k = 1,...,n), die diffe-
rengzierbar sind in ty € I. Sei weiterhin f: M — R differenzierbar in g(t9) € M. Dann ist die
Komposition fog: I — Rmit (fog)(t) = f(g(t)) fiir t € I differenzierbar in t, mit Ableitung

(fog)(to) = <Vf 750> Zﬁkf (to)) - gp(to).

4.2 Ableitungen hoherer Ordnung in mehreren Variablen

Definition 4.16. Seien n € N, M C R"™ und f: M — R differenzierbar. Seien alle partiellen
Ableitungen gy := BBTJ;: M — R (k = 1,...,n) ebenfalls differenzierbar. Dann sind die zweiten
Ableitungen von f gegeben durch

O*f g

= Ii 1,... .
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In diesem Fall ist die Hesse-Matrix von f:

*f o2 f f af T
895% Oxo20x1 0xn0x1 V(Tm
T N vor”
He — 0x10x2 8&:% O0xn 02 _ Oxo
= . . . - .
0°f i A i i vor’
0x10xn,  Ox20Tn ox2 Oxn

Beispiel 4.17. Sei M = R? und fiir v = (z1,72)7 € M sei f(x) := 221 — x5 + x122 + 5 Wir
berechneten: 01 f(z1,x2) = 2+x2 und O2 f (x1, x2) = —1+4x1. Der Gradient von 0; f (1, x2) = 2+x2
ist (0,1)7, der Gradient von Os f (x1,x2) = —1 + 21 ist (1,0)”. Damit ist insgesamt

Hy(x) = <(1) (1)> ~

Definition 4.18. Eine Funktion f: M C R™ — R™ heifst k-fach stetig differenzierbar, falls alle
partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k existieren und stetig sind.

Notation: f € C*(M;R™).

Satz 4.19 (Satz von Schwarz). Ist f € C*(M;R™) fiir M C R" und k,m,n € N, dann sind alle
partiellen Ableitungen der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge des Differenzierens.

Im Spezialfall k = 2 bedeutet das: Existieren die partiellen Ableitungen erster und zweiter

. . . . o2 o2 .
Ordnung und sind sie stetig, dann ist I gxl = 7 a]; - fir k,l e {1,...,n}.

4.3 Vektorfelder

Definition 4.20 (Vektorfeld). Fiir n € N sei M C R™. Eine Abbildung f: M — R"™ heifst Vektor-
feld.

Beispiel 4.21. Ist f: M C R™ — R partiell differenzierbar, dann wird durch

oF 2 )T (x)

Vi:M—R", x:(z:l,...,xn)Tl—)Vf(x):<axl,...,ax1

ein Vektorfeld definiert — genannt Gradientenfeld.

Sind sowohl Definitions- als auch Wertebereich einer Funktion mehrdimensional, tritt an die
Stelle des Gradienten die sogenannte Jacobi-Matrix. Konkret heit das fir f = (f1,..., fm): R" —
R™ mit n,m € N:

of of of
mom o) (o
2 2 2

T O Y R
Ofu Ofw ... Ofn T
Dx1 Bz T O (Vfm)

Fiir den Spezialfall m = 1 ist die Jacobi-Matrix also die Transponierte des Gradienten.

Definition 4.22 (exaktes Vektorfeld). Ein Vektorfeld f: M C R™ — R™ heifst exaktes Vektorfeld,
wenn es eine Funktion g: M — R gibt, so dass f = Vg.

Satz 4.23. Sei M C R" fiir ein n € N. Ein Vektorfeld f: M — R™ ist genau dann exakt, wenn fiir
alle k,l € {1,...,n} (mit k # 1) gilt: gﬁ — Ofi

x; — Oxp’
Etwas leichter zu merken ist vielleicht die dquivalente Aussage:
Ein Vektorfeld f ist genau dann exakt, wenn die Jacobi-Matrix D f symmetrisch ist.
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5 Determinanten

Determinanten sind (1-dimensionale) Kennzahlen von quadratischen Matrizen, die sich als sehr
niitzlich erweisen werden — u.a. bei der Untersuchung der Invertierbarkeit einer Matrix und
(im néchsten Kapitel) bei der Berechnung von Eigenwerten von Matrizen und sie taucht bei der
Transformationsregel der Integration auf.

5.1 Definition, Berechnung und Eigenschaften

Sei im Folgenden

A= (ajick<n €K™ A= =]
1<52n

d.h. oy, sei die k-te Zeile von A.

Definition 5.1 (Untermatrix). Seien I C {1,...,n} und J C {1,...,n} Teilmengen der natiirli-
chen Zahlen {1, ...,n}. Dann ist die Untermatrix

Ary = (i) iequ,..ap € KOTHDX=1D

Je{1,...n}\J

die Matrix mit n — |I| Zeilen und n — |.J| Spalten, die entsteht, wenn man alle Zeilen mit den Indizes
i € I und alle Spalten mit den Indizes j € J aus A streicht. Insbesondere ist

(0 T I 0 5 Iy | al+1 0 Qg
Ay = Ap—11 - Og—145-1 Ok—14+1 -~ Ok—_1n
7 Qk4+1,1 **° Oktlj—-1 OQktlj+1l " OQktln
Qn 1 te Qn,j—1 Qn,j+1 te Qnon

Definition 5.2 (Determinante). Eine Funktion det: K®*" — K (n € N) heifst Determinante, falls
sie folgende Eigenschaften erfiillt:

() det ist linear beziiglich jeder Zeile der Matrix, d.h. fiir k € {1,...,n} und u, A € K und
a, B € KX gilt

o (85] 831
a1 g1 (8778 |

det | Aa+ puB | = Adet a + pdet B
Oft1 k41 Of+1

(877} Qo Qo

(i) det ist alternierend, d.h. besitzt A zwei identische Zeilen, so ist det(A) = 0.

(iii) det ist normiert, d.h. det(E,) = 1.
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Bemerkung 5.3.

1.) Esldsst sich zeigen, dass fiir jedes n € N genau eine Abbildung mit diesen Eigenschaften existiert.

2.) Alternativ konnte man die Determinante iiber die Spalten der Matrix definieren, d.h. det ist
linear beziiglich der Spalten der Matrix und besitzt eine Matrix A zwei identische Spalten, so
ist det(A) = 0.

3.) Man schreibt auch |A| statt det(A) fiir die Determinante einer Matrix, sofern keine Verwechs-
lungsgefahr mit dem Betrag besteht. Anders als der Betrag oder eine Norm kann die Determi-
nante jedoch negative Werte annehmen!

4.) Eine wichtige Folgerung aus obigen Eigenschaften ist die Determinanten einer 1-dimensionalen
Matrix A = (oq,l) e KI*1: det(A) = Q1,1-

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Determinante zu berechnen. Eine davon bietet der Entwick-
lungssatz von Laplace, der die Determinante einer n x n-Matrix mit Hilfe von Determinanten
von (n — 1) x (n — 1)-dimensionalen Untermatrizen definiert.

Satz 5.4 (Entwicklungssatz von Laplace). Sei A = (a4, ;) € K"*". Dann gilt einerseits die Ent-
wicklungsformel nach der k-ten Zeile von A

det(A) = ap;(—1)F det(Ay )
j=1
und andererseits die Entwicklungsformel nach der j-ten Spalte von A
det(A) =Y ap;(—1)F det(Ay;),
k=1
wobei jeweils der festgehaltene Index j, k € {1,...,n} beliebig ist.

Beispiel 5.5 (2 x 2-Matrix). Sei A = (Z Z) Fiihren wir eine Entwicklung nach der 1. Zeile der

Matrix durch:

det(A) = Oz171 . (—1)1+1 . det(ALl) + a12 - (—1)1+2 . det(ALg)
=a-1-det(d)+b-(—1)-det(c)
= ad — bc.

Beispiel 5.6 (3 x 3-Matrix). Sei A = . Dann ist

Q@ Qe

b
e
h

det(A) = adet <Z {) — bdet <;l {) + cdet <Cgl Z)

=a(ei — hf) —b(di — gf) + c(dh — ge)
= aei + dhc+ gbf — gec — hfa — idb.

S-S 0O
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Diese Form ldsst sich mit der sog. Regel von Sarrus merken.

+
a b c a b c
+ N\ 4
d e f d e f
+ N\ N\ e 4
g h i g h 1
N\ hS - e e
a b c a b c
hS - e
d e f d e f

Folgende Eigenschaften der Determinante konnen deren Berechnung erleichtern und geben
gleichzeitig erste Hinweise auf die Niitzlichkeit der Determinante:

Satz 5.7. Seien A, B € K™*" quadratische Matrizen. Elementare Zeilen-/Spaltenumformungen
dndern die Determinante wie folgt:
(i) Geht B durch Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten aus A hervor, so ist det(B) = — det(A).

(i) Geht B durch Multiplikation einer Zeile oder Spalte von A mit A € K hervor, so gilt det(B) =
Adet(A). Insbesondere ist damit det(A - A) = A" - det(A) fiir A € K.

(iii) Geht B aus A durch Addition des \-fachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte
hervor, so ist det(B) = det(A).
Weiterhin gilt:

(iv) det(AT) = (det(A))?, d.h. Transponieren dndert den Wert der Determinante nicht.
(v) det(A) - det(B) = det(A - B).

(vi) det(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist.

(vii) Falls A invertierbar ist, so gilt det(A~') = (det(A))~ L.

Beispiel 5.8. Berechnen wir die Determinante der Matrix, deren Spalten aus M aus Beispiel
bestehen. Nach der Regel von Sarrus ist

1 0 2
det [4 —1 3| =-24+24+0—(—12)—9—0=25.
6 3 2

Da die Determinante nicht Null ist, ist die Matrix invertierbar. Eine invertierbare Matrix ist regu-
ldr, sie hat also in diesem Fall Rang 3. Folglich sind alle Spaltenvektoren linear unabhdngig, was
wiederum beweist, dass M in der Tat eine Basis des R3 ist.

Betrachten wir noch einen besonders einfachen Sonderfall einer Determinante. Durch wieder-
holte Entwicklung nach der ersten Spalte kann man folgende Aussage beweisen:

Satz 5.9. Die Matrix A € K"*" liege in der Zeilenstufenform vor, d.h. oy, ; = 0 fiir k > j. Dann ist
n
det(A) = H Qg k-
k=1
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5.2 Anwendung: Losung von LGS mit der Cramer’schen Regel

Wir wissen bereits, dass das LGS Az = b fiir A € K" und b € K" genau dann genau eine Lo6-
sung hat, wenn der Rang der erweiterten Matrix gleich dem der Matrix ist und der Losungsraum
des homogenen LGS Dimension 0 hat, d.h. falls rg(A|b) = rg(A) = n ist, also wenn A regulér
ist, d.h. wenn det(A) # 0 ist.

Satz 5.10 (Cramer’sche Regel). Sei A € K™*" eine reguldre quadratische Matrix und sei b € K".
Sei weiterhin Ay (b) die Matrix, die entsteht, wenn man die k-te Spalte von A durch den Vektor b
ersetzt. Die Losung des LGS Az = b ist dann durch den Vekor x = (x1,...,x,)T € K"*! gegeben
mit

det(Ax (b))
=——>> ke{l,...,n}
Lk det(A) s € { ’ 7n}
1 0 2 0
Beispiel 5.11. Sei wieder A= |4 —1 3|.Seizudemb= |0 |.Dannist rg(Ax(b)) = 2fiir k €
6 3 2 0

{1,2, 3}, da immer eine Spalte der Matrix Null ist. Folglich ist in allen diesen Fdllen det(Ax(b)) = 0.
Wir haben bereits det(A) = 25 berechnet. Somit ist die einzige Losung von Ax = b gegeben durch
0
z=10
0
Dies ist nicht tiberraschend, da die Spalten von A linear unabhdngig sind.

Beispiel 5.12. Betrachten wir das LGS

z1 + 3z = 2
—x1+229= 1

Es ldsst sich iibersetzen in Az = b mit

() o)

Die Determinanten fiir die Cramer’sche Regel sind

1 3
det(A) = det (_1 2> =5,

det(A; (b)) = det G g) —1,
det(Az2(b)) = det (

1 2
B 1) _3,
Damit ist die Losung des LGS = = (3, %)T

5.3 Anwendung: Berechnung der Inversen einer Matrix

Bereits bei dem Entwicklungssatz von Laplace (Satz|5.4) sind uns Koeffizienten der Form
Vg o= (—1)F det(Ar ), k,j€{l,...,n} (5.1)

fiir eine Matrix A = (o, ;) begegnet.
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Definition 5.13. Sei A = (ay;) € K"*" und sei C = (vy;) € K"*" mit Eintrdgen wie in (5.1)
definiert. Die Eintrdge -y ; heifsen Kofaktoren von A, die Matrix C die Kofaktorenmatrix von A
und deren Transponierte, C*, wird Adjunkte von A genannt.

Satz 5.14. Sei A € K"*" reguldr und sei C* die Adjunkte von A. Dann gilt

L T
det(A)

Beispiel 5.15 (2 x 2-Matrix). Sei A wie in Beispiel |5.5| d.h. A = (Z Z) Dann ist nach obigem

Satz und mit der bereits in Beispiel |5.5| berechneten Determinante

gl L (d "1 d b
~det(A) \-b @ ad—bc\—c a)’

Beispiel 5.16. Sei

1 0 -2
A=1|-1 1 2
0 4 -1
Zundchst einmal ist A invertierbar, denn
1 0 2
det(A) = -1 1 2|=1.1' 2|97t Yo gis— 120
4 -1 0 4
0 4 -1
Berechnen wir nun die Kofaktoren:
1 2 -1 2 -1 1
71,1—+‘4 _1’— 9 V1,2 —‘0 _1‘——1 71,3—-1-‘0 4‘——4
0 -2 —2 1 0
7271——‘4 _1’— 8 72,2—+‘0 _1‘——1 72,3——’0 4‘——4
0 -2 1 -2 1 0
73,1—-1-'1 2‘—2 73,2——‘_1 2'—0 73,3—4-‘_1 1' 1
Damit ist
—9 -1 —4\" /9 8 -2
Atl=—[-8 -1 -4 =11 0
2 0 1 4 4 -1

5.4 Anwendung im Spezialfall 2D / 3D: Fliche / Volumen berechnen

Satz 5.17.

(i) Sei f: R? — R? eine lineare Abbildung mit zugehoriger Matrix A, d.h. f(x) = Az. Ist M C
R? eine Menge mit Fldcheninhalt | M|, dann ist der Fldcheninhalt von f(M) gegeben durch
| det(A)[ - [M].

(ii) Sei f: R® — R3 eine lineare Abbildung mit zugehériger Matrix A, d.h. f(z) = Ax. Ist M C R3
eine Menge mit Volumen |M |, dann ist das Volumen von f(M) gegeben durch | det(A)| - |M]|.
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Beispiel 5.18. Sei M = {(x,y)" € R?| 2%+ y? < 1} der Einheitskreis im R?. Sei eine lineare

0 b

()] o)~ () )
:{Cf) € R? a:p:u,by:v,m2+y2§1}

2 2

u 2 u v
— 0% <1l
{<U>ER a2+b2_1}

f(M) ist also eine Ellipse um den Mittelpunkt (0,0)” mit Halbachsen der Lingen a und b. Der
Fldcheninhalt des Einheitskreises ist bekanntlich w. Nach obigem Satz ist der Fldcheninhalt der
Ellipse

Abbildung f = fa: R? — R? gegeben durch die Matrix A = (a 0). Dann ist

|f(A)] = |det(A)|-m=ab- .

5.5 Anwendung: Polynominterpolation — Vandermonde-Determinante

Gegeben seien drei Punkte

A () ne () m o)

Wir suchen eine quadratische Funktion f(z) = az? + bz + ¢, so dass alle drei Punkte auf dem
Graphen der Funktion liegen. Es soll also gelten:

(-1)2-a+(-1)-b+c =1,
12.a+1-b+c =2,
32.a+3-b+c

Um zu sehen, ob dies tiberhaupt moglich ist, berechnen wir die Determinante der Koeffizienten-
matrix:

1 1 -1 1

=11 1 1|=143+(-9)-9-3—(-1)=-16

1 9 3 1

Das LGS ist also (eindeutig) 16sbar, da die Matrix reguldr, also invertierbar ist. In der Tat gilt dies
immer fiir n gegebene Punkte und ein Polynom f vom Grad n — 1:

Die Koeffizientenmatrix fiir n Punkte mit Koordinaten (zj,yx) und ein Polynom f(x) = ag +
a1zt + asx? + ... +a,_12" ! lautet

1z 22 a1
2 n—1

1 zo a3 Ty

A= o :
1z, 22 a1



Diese Matrix heil3t Vandermonde-Matrix und ihre Determinante ist

1 x a2 a
1 @y 23 ... a:g_l , )
det(A)=1|. . . ] Spalte j - 21 Mal Spalte j — 1
1z, 22 1
1 0 0 0
1 @y—21 2% —m0m1 ... :cg_l — xg_Qazl ] )
=|. ) ) . Entwicklung nach 1. Zeile
1 wp—21 22 —ap21 ... 21— a2t 2p
-2
ry — 1 (T2 —21)T2 (z2 —x1)7y
=1. : : : zeilenweise ausklammern
-2
Tn—21 (Tn—x1)Tn ... (Tn—z1)T)
n—2
1 o Ty ,
1 z3 xy
= (zg —z1)(x3 — 1) ... - (T — 1) )
1 zy z 2

= [ [z — )

k>j

Diese ist genau dann von Null verschieden, wenn alle ;. verschieden sind.

Schlussfolgerungen

* Wir kdnnen genau dann ein Polynom vom Grad n — 1 finden, so dass n gegebene Punkte
auf dessen Graphen liegen, wenn die z-Koordinaten der Punkte alle verschieden sind.

* Die Determinante zeigt, dass die Polynome P := {1,z,2% 23,... 2"} in der Tat linear

unabhéngig sind. Ist P,, der Vektorraum der Polynome vom Grad < n, so ist P ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem von P, also eine Basis. Folglich ist, wie wir bereits in
den Ubungen behauptet haben, dim(P,,) = n + 1.
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6 Eigenwertprobleme

Im Folgenden werden wir den Nullvektor mit 0 bezeichnen, um ihn von der Zahl 0 € R unter-
scheiden zu konnen.

6.1 Definition, Berechnung, Eigenschaften

Beispiel 6.1. Sei f = fa mit A = <:1)) g) und seien u = <_11> und v = G) Berechnen wir die

Funktionswerte beider Vektoren, so erhalten wir

f(u):A-u:(_31> und f(v):A-v:@) :3(1) — 3.

Wdhrend u und A - u in unterschiedliche Richtungen zeigen, hat v die Eigenschaft, dass er in die
gleiche Richtung zeigt wie sein Bild, A - v. Vektoren mit dieser Eigenschaft werden wir im Folgenden
ndher betrachten.

Sei im Folgenden V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei f: V' — V eine lineare Abbil-
dung. Falls V' = K" ist, so sei A € K™*" die zu f = f gehorige Matrix, d.h. f(v) = A - v fiir
v e K™

Definition 6.2. Ein Vektor v € V' \ {0} heifst Eigenvektor von f, falls A € K existiert, so dass
f() =

gilt. Der Skalar \ heifst dann Eigenwert zum Eigenvektor v.
Ist V =K" und f = f4, so spricht man auch von Eigenvektoren und -werten der Matrix A.
Die Menge der Eigenvektoren zu einem fest gewdhlten Eigenwert ergdnzt um den Nullvektor 0 € V
heifst Eigenraum und man schreibt

Eig(f,A\) ={ve V| f(v) = v} bzw.

Eig(A,\) ={veK"| A-v=\v}.
Das Eigenwertproblem besteht darin, alle Eigenwerte und -vektoren einer linearen Abbildung
zu bestimmen.

x1

Beispiel 6.3. Sei f(z) = A-zmit A= <(1) g) und x = < ) € R2. Dann ist

Z2
. . 1 0 . I . I
a9 ()= (22)

. v I .
Damit v = <v1) ein Eigenvektor ist, muss gelten:
2

_ (v L (A _
A-v= (202) = (Am) = Av.

Ist v1 # 0, dann muss A = 1 sein und somit 2vy = vy, d.h. v = 0.
Ist v1 = 0, dann muss A = 2 sein und v, darf nicht Null sein, ist ansonsten aber beliebig wdhlbar. A
(und somit auch f) hat also die zwei Eigenwerte 1 und 2 und die zugehdrigen Eigenvektoren sind

von der Form (g) und (2) fiir beliebige a,b € R\ {0}. Somit ist

Eig(A,n:{a.(é) aeR} und Eig(A,2):{b-<(1)>‘b€R}.
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Satz 6.4. Seien V = K" und A € K"*". Es gilt:

1. Eig(A, \) ist ein Untervektorraum von V.

2. Eig(4,\) = L(A — AE,,0).

3. Sind A, i € K zwei Verschiedene Eigenwerte von A, so gilt Eig(A, \) N Eig(A, ) = {0}.

4. Sind vy, ..., v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A1, ..., Ay, S0 sind vy, . . . , U, line-
ar unabhdngig. Insbesondere gilt m < n.

Ein paar Bemerkungen zu der Interpretation der Aussagen des Satzes:

» Aussage 1 besagt, dass Summen von Eigenvektoren und Vielfache von Eigenvektoren selbst
wieder Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert sind.

* Aussage 2 ist fiir uns niitzlich, da wir somit nur dann einen Eigenvektor finden kénnen,
wenn das homogene LGS A - x = 0 mehr als nur den Nullvektor enthélt. Dies werden wir
gleich zum Bestimmen der Eingenwerte ausnutzen.

* Aussage 3 besagt, dass kein Eigenvektor gleichzeitig zu zwei verschiedenen Eigenwerten
gehoren kann.

* Aussage 4 folgt aus Aussage 3, denn je zwei Eigenrdume haben nur den Nullvektor ge-
meinsam und somit sind ihre Basen disjunkt.

Definition 6.5. Ist A € K"*" und E,, die Einheitsmatrix gleicher Dimensionen, so heifSt
pa(t) :=det(A —tE,), t ek,
das charakteristische Polynom der Matrix A.

Satz 6.6. Die Matrix A € K"*" hat genau dann den Eigenwert A € K, wenn det(A — AE,,) = 0
ist, d.h. wenn X eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist.

Beispiel 6.7. Ist A = <[1) g) wie in Beispiel so lautet das charakteristische Polynom

pA(t):det<((1) g>—t<é ?))zdet(lat 22t>:(1—t)(2—t).

Die Nullstellen des Polynoms sind 1 und 2, welche wir in der Tat bereits als Eigenwerte von A
identifiziert hatten.

Beispiel 6.8. Sei A = (zl)) ?)) aus dem Einfiihrungsbeispiel Das charakteristische Polynom

von A,

pA(t)—det<lgt _2t> =(1—t)-(—t)—6=t>—t—6=(t+2)(t—3),

hat die Nullstellen -2 und 3 — dies sind somit die Eigenwerte von A. Der Eigenraum Eig(A, 3) ist
L(A — 3E»,0), d.h. wir such Vektoren x = (x1,x2)", fiir die gilt:

a-sey-e= (157 3) (1) = (Gantm) £ (6)
eia.9) = o= (1) | =nf =2 ({(})):

Somit ist




Analog berechnen wir den Eigenraum zum Eigenwert —2 als L(A + 2E5,0):
o 1+2 2 rry\ 3x1 + 2x2 i 0
(A+28y) -z = < 3 2) <x2> - <3x1 +2x2> - (0) ‘
2
3r1 + 219 = 0} L <{ (_3> }) .

Wie schon bei der Berechnung von Determinanten sind auch bei der Berechnung von Eigenwer-
ten Dreiecksmatrizen, d.h. Matrizen in Zeilenstufenform, besonders einfach zu handhaben.

Somit ist

Eig(A, —2) = {x = <x1> € R?

Z2

Lemma 6.9. Sei A € K"*" eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann sind die Eigenwerte der Matrix
gerade die Eintrdge auf der Hauptdiagonalen.

1
Beispiel 6.10. Sei A= | 0
0

O =N

3
5 |. Dann ist
6

1—1¢ 2 3
pat)=det[ 0 4—t 5 |=(@1—t)-4-1t) (6-1),
0 0 6—1

d.h. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind 1, 4 und 6.

6.1.1 Invertierbarkeit

Die Matrix A € K"*" habe den Eigenwert 0. Dann existiert ein Vektor x € K" \ {0} so dass
A -z =0z = 0 € K". Folglich ist die Matrix nicht invertierbar.

Sind jedoch alle Eigenwerte von Null verschieden, so existiert keine nicht-triviale Losung von
A-x=0=0-z, d.h. die Matrix ist invertierbar.

Beide Erkenntnisse zusammen konnen wir wie folgt zusammenfassen:

Satz 6.11. Eine Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn O kein Eigenwert von A ist.

6.2 Definitheit symmetrischer Matrizen

In diesem Abschnitt werden wir uns ausschlief3lich auf reelle symmetrische Matrizen beschran-
ken, d.h. 4 € R™" mit A = AT.

Satz 6.12. Sei A € R™"*" symmetrisch. Dann gilt:
1. Alle Eigenwerte von A sind reell.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander beziiglich des kano-
nischen Skalarproduktes.

Beispiel 6.13. Matrix A = <(1) g) aus Bei,spielhat die Eigenwerte 1,2 € R und die Eigenrdu-

me sind in der Tat orthogonal zueinander:

s -c({())). mesn-c({()



Wir wissen bereits, dass es zu jeder linearen Abbildung f: K™ — K" eine eindeutig bestimmte
Matrix A € K"*" gibt, so dass f(x) = A - x ist fir x € K".

Im Gegensatz dazu nennt man eine Funktion f: R™ — R eine quadratische Form, falls sie dar-
stellbar ist als f(z) = 27 - A - x fiir * € R™ und eine symmetrische Matrix A € R"*",

Beispiel 6.14. f(x1,x2) = 323 + 213 ist eine quadratische Form zur Matrix A = (g g)

3 0 3
2l A= (:m ,ZL'Q) . <O 2) . <i;> = (xl mg) . <2§;> = 3:1:% + Zx%.

Definition 6.15. Eine quadratische Form f: R" — R mit f(z) = 27 Az heifst

* positiv definit, wenn f(x) > 0 fiir alle x # 0 gilt;

* positiv semidefinit, wenn f(z) > 0 fiir alle z € R™ gilt;

* negativ definit, wenn f(z) < 0 fiir alle x # 0 gilt;

* negativ semidefinit, wenn f(z) < 0 fiir alle x € R gilt;

* indefinit, wenn f(x) sowohl positive als auch negative Werte annimmt.

Andererseits heifst eine symmetrische Matrix A € R™*" positiv/negativ (semi-)definit oder indefi-
nit, wenn die zugehérige quadratische Form f(z) = 7 Ax diese Eigenschaft hat.

Beispiel 6.16. Die Matrix A = <g g) aus dem vorherigen Beispiel ist positiv definit, da f(x1,x2) =

32 + 223 > 0 ist sofern = # 0 ist. Die Matrix B = <(1) _01> mit der zugehorigen quadratischen
Form f(x) = 27 Bx = 22 — 23 ist hingegen indefinit, denn f(1,0) =1 > 0 und f(0,1) = —1 < 0.

Die Definitheit einer Matrix erkennt man direkt an deren Eigenwerten:

Satz 6.17. Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix. Dann sind die Matrix und deren zugehdrige
quadratische Form f(z) = 2T Ax

* positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind;

* positiv semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A nicht negativ sind;

* negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind;

* negativ semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A nicht positiv sind;

* indefinit genau dann, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte hat.

Beispiel 6.18. Die Definitheit der quadratischen Form f(x1,x2,x3) = x% + 390% + x% — 2179 +
2v/2xox3 ist nicht ganz so offensichtlich. Die zugehérige Matrix lautet

1 -1 0
A=1[-1 3 2
0 V2 1
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Berechnen wir das charakteristische Polynom von A:

1—-t -1 0
det(A—tE3)=| -1 3—t /2
0 V21—t

_ 3—t V2 -1 V2 :

=(1-1) N R +1' 01—t durch Entw. nach 1. Zeile

=(1-t)-B=-t)(1—-t)—(1—1t)-24+1-(=1)(1 —1¢)
=(1—-t)-3—-4t+t*—-2-1)
=(1—t) (t* —41)

(b))t
d.h. die Eigenwerte von A sind 1, 4 und 0. Somit ist A (und folglich auch f) positiv semidefinit.
Bevor wir zur Anwendung der Definitheit kommen, gibt es noch eine weitere Moglichkeit, die
Definitheit einer Matrix zu bestimmen. Dazu betrachten wir Untermatrizen und deren Determi-
nanten.
Sei dazu A € R™*" eine symmetrische Matrix. Bezeichnen wir mit A;, € R*** die Untermatrix
von A, die entsteht, indem man die letzten n — k Zeilen und Spalten von A streicht. Sei A, :=

det(Ay) die Determinante der entsprechenden Untermatrix, genannt Unterdeterminante k-ter
Ordnung.

Satz 6.19. Sei A € R"*" eine symmetrische Matrix mit zugehoriger quadratischer Form f(x) =
a1 Ax. Es gelten folgende Aussagen:

1. f ist genau dann positiv definit, wenn alle Unterdeterminanten von A positiv sind.

2. f ist genau dann negativ definit, wenn alle Unterdeterminanten von — A positiv sind, d.h. wenn
alle Unterdeterminanten ungerader Ordnung negativ und alle Unterdeterminanten gerader Ord-
nung positiv sind.

3. Ist det(A) # 0 und gelten weder 1. noch 2., so ist f indefinit.
4. Gibt es gerade Unterdeterminanten von A, die negativ sind, so ist f indefinit.
Beispiel 6.20 (Fortsetzung von Beispiel |6.18)). In Beispiel ist
1 -1
Ag = A, A2 = <_1 3 > und A1 = (1) .

und die zugehdrigen Determinanten sind A3 = 0, Ay =2 und A1 = 1.

6.2.1 Anwendung: Extremwertaufgaben

In diesem Abschnitt wollen wir Extremwertaufgaben mit und ohne Nebenbedingungen l6sen.
Zunichst geht es um die Frage, wie man lokale Extrema reellwertiger Funktionen in zwei Va-
riablen findet. Formulieren wir zundchst einen Satz ginzlich ohne die Begriffe der linearen
Algebra.

Satz 6.21. Seien M C R? offen und f € C?(M;R) (d.h. zweimal stetig differenzierbar). Sei
a = (a1,az) € M ein kritischer Punkt von f.

a) Falls ,
0% f 0% f 0% f
<6x8y(a)> < @(a) : Tyz(a) (6.1)

ist, so ist a ein eine lokale Extremalstelle von f.
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b) Ist %(a) > 0, dann ist a ein lokales Minimum von f.

c) Ist %(a) < 0, dann ist a ein lokales Maximum von f.
d) Gilt">" an Stelle von "<" in (6.1)), so ist a ein Sattelpunkt von f.

Wie konnen wir dieses Ergebnis mit Hilfe der neuen Begriffe formulieren?
Die Hesse-Matrix einer Funktion f € C?(M;R) ist gerade

0% f 0% f
2
Hy(r,y) = ( o %%@x)

ozdy Ay?

und da f nach Voraussetzung zweimal stetig differenzierbar ist, ist H(z,y) nach dem Satz von
Schwarz symmetrisch, d.h.

0% f B 0% f
Oyoxr  OxOy
Die Determinante der Hesse-Matrix in einem Punkt a € R2 ist
82 f (92 f 0% f 0% f

H — : .
Auf Grund der Symmetrie bedeutet Bedingung - dass det(A) = det(A2) > 0 ist fir A =

Hy(a). Andererseits ist mit dieser Notation A; = 5 2( ), d.h. b) ist erfiillt, falls det(A;) > 0 ist
und c) ist erfiillt, falls det(A4;) < 0 ist. Im ersten Fall ist A positiv definit, im zweiten Fall negativ
definit. d) besagt, dass (mit Punkt 4 des obigen Satzes) A indefinit ist.

Fassen wir diese Beobachtungen in einem Satz zusammen, wobei wir gleich auf mehr als 2
Dimensionen verallgemeinern:

Satz 6.22 (Optimierung ohne Nebenbedingungen). Sei f € C?(M;R) fiir eine offene Menge
M C R"™. Dann gilt:

1. Jede Extremstelle a € R™ von f ist kritischer Punkt von f, d.h. V f(a) = 0.

2. Ist a ein kritischer Punkt von f und ist H(a) positiv definit, so besitzt f in a ein lokales Mini-
mum.

3. Ist a ein kritischer Punkt von f und ist H¢(a) negativ definit, so besitzt f in a ein lokales
Maximum.

4. Ist a ein kritischer Punkt von f und ist H(a) indefinit, so besitzt f in a einen Sattelpunkt.
Beispiel 6.23. Sei f(x,y,2) = (x — 1)+ (y +2)%2 + (z + 1)% Es ist

2 — 1) 2.0 0
Vix,y,z)=|2y+2) und Hf(xz,y,2) = ({0 2 0
2(z+ 1) 00 2

Alle kritischen Punkte von f miissen V f(a) = O erfiillen. Der einzige kritische Punkt ist somit
a = (1,—2,—1)" Die Hesse-Matrix ist konstant (d.h. unabhdingig von x,y, z) und wir erhalten die
Unterdeterminanten

2 0

Az =det(Hf(a)) =8, Ay =det <O 9

) =4 und A;=det(2)=2.
Somit ist H (a) positiv definit, d.h. f besitzt in a = (1, -2, —1)T ein lokales Minimum.
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Extrema unter Nebenbedingungen

Betrachten wir nun das Problem des Optimierens unter Nebenbedingung, d.h. wir suchen lokale
Extrema einer Funktion f € C?(M;R) mit einer offenen Menge M C R™ unter der Nebenbe-
dingung dass gi1(z) = ... = gm(z) = 0 ist, wobei m < n sei. Der Kiirze halber schreiben wir
g:=(g91,...,gm)": M — R™.

Auflésungsmethode Falls g(z1,...,z,) = 0 eindeutig nach z,, auflosbar ist, d.h. falls eine (op-
timalerweise differenzierbare) Funktion G: R”~! — R existiert so dass

g(x1,.. . ep_1,G(x1, ... 1)) =0
ist, dann maximiert/minimiert man die neue Zielfunktion f(x1,...,zp—1,G(z1,...,Tn—1)).

Lagrange-Methode Wir erzeugen mit Hilfe einer Hilfsvariablen A\ = (\1,..., A\)T € R™ (ge-
nannt Lagrange-Multiplikator(en)) die Lagrange-Funktion

L) = flx) = (A g(2)) = f(z) = Y Mgu(2)-
k=1

Alle Punkte (\;2)T = (A1,..., A1, ..., )7, fiir die VL(\;2) = 0 gilt, sind kritische
Punkte. Zudem fiigen wir alle Punkte hinzu, in denen Vg, (z), ..., Vg, (x) linear abhingig
sind und g(x) = 0 ist. Anschlieffend iiberpriifen wir, ob es sich um lokale Minima oder
Maxima handelt. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten, die die Hesse-Matrix ausnutzen:

(i) Man bestimmt die Hesse-Matrix von f(z) := L(A\;z) (A aus kritischem Punkt ein-
setzen). Ist diese Hesse-Matrix positiv definit, liegt ein lokales Minimum vor; ist sie
negativ definit, liegt ein lokales Maximum vor.

(i) Man bildet die sog. gerdnderte Hesse-Matrix H(\; z) € R(Tm)x(n+m) Falls sgn(Ay) =

(—1)™ ist fir alle k € {2m + 1,...,m + n}, so liegt ein lokales Minimum vor; falls
sgn(Ay) = (1) ist firalle k € {2m+1,...,m+n}, so liegt ein lokales Maximum
VOr.

Beispiel 6.24. Wir wollen die lokalen Extrema der Funktion f(z,y,z) = x? + y? + 22 unter der
Nebenbedingung 3x + 2y + z = 7 finden.

Auflosungsmethode Es ist 3x +2y + 2 =7 <= 2z = 7 — 3z — 2y. Somit suchen wir lokale
Extrema von

Fla,y) i = fl,y,7— 32— 2y) =2 +y* + (7T — 32 — 2y)°
= 1022 — 422 + 12xy — 28y + 5y? + 49.

Die kritischen Punkte finden wir durch die Bedingung

~ (20 —42+12y\ (O 20 12 T\ (42
Vi(z,y) = (12m—28+ 10y> B <0> = (12 10) <y> a (28) ‘

Dieses Gleichungssystem ldsst durch Kiirzen mit 2 darstellen als

(55 6)- ()
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. .. .. 5 —6 o
Die Inverse der Koeffizientenmatrix ist A~ = 1 < ) Somit ist

“\_6 10

2\ _ o, L[5 —6)(3) _
()= e=2 () (2)-(
-2 = %) gegeben durch

Der eingige kritische Punkt ist (mit z = 7 — 3z — 2y = 7 —

= NI

(z,y,2)T = (3,1,1)T. Die Hesse-Matrix H(z,y,2) = ist (unabhdngig von

S O N
L AT
N OO

(z,y, z)) positiv definit, so dass wir nur Minima finden kénnen. f hat also unter der genann-
ten Nebenbedingung ein lokales Minimum in (x,y,z) = (%, 1, %) Die Hesse-Matrix H 7 ist
tibrigens ebenfalls positiv definit.

Lagrange-Methode Die Lagrange-Funktion lautet

Lz y,2) =249+ 22— ABx+2y+2—17).

Kritische Punkte finden wir wie folgt:

7T—Bz+2y+2) 0 A 1
2z — 3\ 0 z 3
VL z,y,2) = 9y — 2 =lo| = s =1
2z — A 0 z %
(i) Es ist f(x,y, 2) = L(1;z,y,2) = 22 + y*> + 22 — 32 — 2y — 2z + 7. Die zugehorige
2 00
Hesse-Matrix H f(x, y,z) = |0 2 0] ist positiv definit. Wir haben also ein lokales
0 0 2
Minimum gefunden.
(ii) Die gerdnderte Hesse-Matrix ist
0o -3 -2 -1
-3 2 0 0
HE(A7l‘7y’Z) - _2 O 2 0
-1 0 0 2

Mit m = 1 und n = 2 miissen wir also die Vorgzeichen der Determinanten Ag,,+1 = As
und A4 dieser Matrix bestimmen.

0 -3 —2
Az=1[-3 2 0|=-8-18=-26<0,
-2 0 2
_03 _23 _02 _01 -3 -2 -1 0 -3 —2
Ay = =2 0 0[+2/-3 2 0
-2 020 0 2 0 -2 0 2
-1 0 0 2

= —4+2 (-8—18) = =56 < 0.

Es ist also in der Tat sgn(Ay) = (—=1)™ = (=1)! = —1 fiir k € {3,4}, d.h. es liegt ein
lokales Minimum vor.
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Bemerkung 6.25. Lauten die Nebenbedingungen gi(xz) = ¢ (k € {1,...,m}), so setzt man
gr(z) := g(z) — c und erhdlt somit wieder die gewiinschte Form der Nebenbedingung, gi(z) = 0 fiir
ke{l,...,m}.

Bemerkung 6.26. Sind die Nebenbedingungen keine Gleichungen, sondern Ungleichungen, so gibt
es eine Methode, die der von Lagrange dhnelt. Der eingige entscheidende Unterschied ist der, dass
die (vormals Lagrange-)Multiplikatoren, die zu den Ungleichungen gehéren, ein festes Vorgeichen
haben miissen. Die Methode nennt sich in diesem Fall Kuhn-Tucker-Methode.
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6.3 Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Es gibt Klassen von Matrizen, die gewisse Eigenschaften teilen — man nennt solche Matrizen
dhnlich.

Definition 6.27. Zwei Matrizen A, B € K"*" heifsen dhnlich, falls eine invertierbare Matrix U €
K"*" existiert, so dass B = U1 AU ist.

Insbesondere ist in diesem Fall auch A = UBU ', d.h. wenn A dhnlich zu B ist, dann ist auch
B ahnlich zu A.

Ein Sonderfall der dhnlichen Matrizen sind die Matrizen, die zu einer Diagonalmatrix dhnlich
sind.

Definition 6.28. Eine Matrix A € K™*" heifst diagonalisierbar, falls eine invertierbare Matrix
U € K™*" existiert, so dass U ' AU Diagonalgestalt hat, d.h. es existieren \1, ..., \, € K so dass

A1 0
UL AU = diag(\1, ..., M) = ,
0 An
Folgender Satz gibt uns einen Hinweis darauf, wofiir Diagonalisierbarkeit niitzlich sein konnte:

Satz 6.29 (Eigenschaften dhnlicher Matrizen). Seien A und B dhnliche Matrizen. Dann gilt:

1. rg(A) = rg(B);
2. det(A) = det(B); insbesondere ist A genau dann invertierbar, wenn B invertierbar ist;

3. pa = pp, dh. A und B haben das gleiche charakteristische Polynom und somit die gleichen
Eigenwerte.

Korollar 6.30. Ist A € K"*" diagonalisierbar und somit zu B = diag(\1,. .., \,) dhnlich, dann
ist det(A) = det(B) = Ay -...- A\, und die Eigenwerte von A sind gegeben durch \y,..., \,.

Kennt man die Eigenwerte einer Matrix, so ldsst sich moglicherweise bereits sagen, ob eine
Matrix diagonalisierbar ist.

Satz 6.31. Hat A € K"*" genau n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Allerdings ist die Einheitsmatrix E,, offensichtlich diagonalisierbar (mit U = U~! = E,,), obwohl
sie nur einen einzigen Eigenwert hat, ndmlich 1. Um ein geeigneteres Kriterium fiir Diagonali-
sierbarkeit zu finden, miissen wir ein wenig ausholen.

6.3.1 Vielfachheiten

Da das charakteristische Polynom einer Matrix A € K"*" (K € {R,C}) vom Grad < n ist
und somit in C genau n und in R hochstens n Nullstellen hat, wissen wir automatisch, dass A
hochstens n verschiedene Eigenwerte (in C) haben kann. Bei weniger als n Eigenwerten muss
eine Nullstelle von p 4 mehrfach vorkommen.

Definition 6.32. Die Vielfachheit eines Eigenwertes \ als Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms bezeichnen wir als algebraische Vielfachheit von \. Die Dimension des Eigenraums Eig(A, \)
bezeichnen wir als geometrische Vielfachheit von \.
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Bezeichnen wir die Eigenwerte mit A1, ..., A\, so notieren wir im Folgenden kurz deren alge-
braische Vielfachheiten als a4, .. ., o, und deren geometrische Vielfachheiten als 51, ..., Gp,-
Da jeder Eigenraum Eig(A, \;) mindestens einen von Null verschiedenen Vektor enthilt, ist die
geometrische Vielfachheit immer mindestens 1. Eine Obergrenze fiir 5, liefert folgender Satz:

Satz 6.33. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist kleiner oder gleich der algebraischen
Vielfachheit, d.h. Sy, < oy, fiir alle k € {1,...,m}.

Konkret berechnen kann man f;, auch iiber die Formel
Br = dim(L((A — M\ Ep),0)) =n —rg(A — A\ Ey).

Nun sind wir so weit, ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit
zu formulieren:

Satz 6.34. Seien \1,..., A\, € K sdmtliche verschiedenen Eigenwerte von A € K™". (Es ist
insb. n > m.) Es sei (), := dim(Eig(A, \x)) fiir k € {1,...,m}. Aist genau dann diagonalisierbar;
wenn B1 + ...+ By = n ist. Das ist genau dann der Fall, wenn algebraische und geometrische
Vielfachheiten identisch sind, d.h. oy, = By, fiir alle k € {1,...,m}.

0o -1 1
Beispiel 6.35. Sei A = | =3 —2 3| € R3*3. Um zu entscheiden, ob A diagonalisierbar ist,
-2 -2 3
bestimmen wir zuerst das charakteristische Polynom:
—t —1 1
pa(t)=det | -3 —2—t 3
-2 —2 3

=t(24t)(3—1)+6+6— (2(2+1)+6t+3(3—1))
=6t4+t2—t34+12— (4+ 2t +6t+9 — 3t)
=+ +t-1

= —(t—1)>%*t+1).

Die Eigenwerte von A sind somit A\; = 1 mit algebraischer Vielfachheit o, = 2 und Ao = —1 mit
ao = 1. Betrachten wir die Eigenrdume, um die geometrischen Vielfachheiten zu bestimmen:

A =1: Esist
-1 -1 1
rg(A—1E3)=1rg | -3 -3 3| =1,
-2 =2 2

da alle Zeilen der Matrix Vielfache voneinander sind. Somit ist
ﬁl :’I’L*I‘g(A*)\lEg) :3*I'g(A*1E3) =3-1=2.

Ay = —1: Esist

1 -1 1
rg(A+1E3)=1g | -3 —1 3| =2,
-2 -2 4

denn einerseits sind mindestens zwei Zeilen linear unabhdngig und andererseits ist det(A +
1E,) = 0 (nach Definition des charakteristischen Polynom), so dass die Matrix nicht vollen
Rang 3 haben kann.

Nach obigem Satz ist die Matrix A also diagonalisierbar.
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6.3.2 Diagonalisierung

Kommen wir nun zu der Frage, wie man eine gegebene diagonalisierbare Matrix diagonalisiert.
Dazu machen wir eine Reihe von Uberlegungen, wobei weiterhin K € {R, C} gelte.

e Ist A € K®*" diagonalisierbar und hat A die Eigenwerte \q,..., Ay, s0gilt 81 +...+ B =
n, d.h. die Summe der Dimensionen der Eigenrdume ist n.

* Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. (Satz|6.4])

* Jede Basis des Eigenraumes Eig(A, \;) besteht aus g Eigenvektoren, die somit linear
unabhéngig voneinander sind.

* Fixiert man fiir jeden Eigenraum eine Basis B und vereinigt diese zu B = By U ... U B,,,
so erhélt man n linear unabhéngige Eigenvektoren von A und somit ist B eine Basis des
K”.

Wir behaupten nun Folgendes:

Die Matrix U € K"*", die entsteht, wenn man alle Vektoren von B aneinanderreiht, dia-
gonalisiert A, d.h. sind A1, ..., \, die Eigenwerte, gemi® ihrer algebr. Vielfachheit mehr-
fach aufgezahlt in der gleichen Reihenfolge, in der die Eigenvektoren in U stehen, so ist
diag(A\1,..., Ap) =U"1- A U.

Uberzeugen wir uns anhand von Beispiel |6.35| dass die Behauptung stimmt.

Beispiel 6.36 (Fortsetzung von Beispiel [6.35)).

A1 =1: Das LGS Az = 1z baw. (A — 1E,)z = 0 fiihrt zu

-1 -1 110 ~1 -1 110
3 33 |0|l~[0 0 0]o],
2 -2 2|0 0 0 010
d.h. x3 = x1 + x9. Eine Basis von Eig(A4, 1) ist somit
1 0
B =<|o], |1
1 1
A2 = —1: Das LGS Ax = —1x bzw. (A + 1E,)x = 0 fiihrt zu
1 -1 110 1 -1 1 0 1 -1 1 0
-3 -1 3 0] ~10 —4 6 O}~ ({0 —4 6 0
-2 =2 4 0 0 —4 6 0 0O 0 O 0

d.h. 1 — xo + x3 = 0 und 2x5 — 3x3 = 0. Eine Losung von diesem (vereinfachten) LGS ist
x? = (1,3,2). Eine Basis von Eig(A, —1) ist somit

55



Der Kandidat fiir die Matrix U ist somit

Die Inverse von U ist

(1 -1
U*l_5 -3 -1 3
1 1 -1
Letztlich ist in der Tat
(1 1 0 -1 1\ /1 0 1
U—l-A-U:5 -3 -1 3 -3 -2 3o 1 3
11 1/ \—2 —2 3/ \1 1 2
(1 11\ /101
=3 -3 -1 3]0 1 3
-1 -1 1/ \1 1 2
(20 0
=3 02 0
00 —2
10 0 A 0 0
=101 0]=(10 X O
00 -1 0 0 M\

6.4 Anwendung: Matrixfunktionen

0 2

Beispiel 6.37. Betrachten wir nochmals die Matrix A = <3 O> aus Beispiel [6.14] Wir wollen A™

fiir beliebiges n € N berechnen. Zundchst einmal ist
a2 (3 0) (3 0Y_[90
0 2 0 2 0 4)°
5 _ 4 a2_ (3 0\ (9 0)_ (27 0)_ (3 0
AAA(O 2) (0 4)(0 8/ ~\0 23)°
3=t 0\ (3 0\ _ (3 0
0 2nt 02/ \0o 2¢

ist, gilt nach dem mathematischen Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion, dass in der Tat A™ =

(3 0 ) ist fiir beliebiges n € N.

Da auch

0o 2"
Satz 6.38.
1. Sei A = diag(\1,...,\,) € K"*" eine Diagonalmatrix. Dann ist fiir beliebige Potenzen k € N

Ak 0
AF = diag(\}, ..., \F) = .
0 Ak

n

56



2. Sei A € K™*" diagonalisierbar, d.h. U='AU = diag(\1,...,\,) =: D. Dann gilt A = UDU !
und somit
AF = (UDU Y =UDFU = U - diag(\},..., \F) . U!

fiir beliebige Potengzen k € N.

Der Satz kann auch erweitert werden auf Exponenten k£ ¢ N, z.B. k € Z oder k € Q.

0 -1 1
Beispiel 6.39. Betrachten wir die Matrix A = | —3 —2 3 | aus Beispiel|6.35| Wir hatten bereits
-2 -2 3

die Diagonalisierbarkeit von A iiberpriift und die Matrizen D, U und U~! berechnet als

10 0 1 0 1 L1 -1
DzOlO,U:013,U‘1:§—3—13
00 —1 11 2 1 1 -1
Berechnen wir das Quadrat von A:
0 -1 1 0 -1 1 1 00
A2=|-3 -2 3]-[-3 =2 3]=|0 1 0
-2 -2 3 -2 -2 3 00 1

Andererseits ist ebenfalls (wie im Satz behauptet)

1 0
UD*’U ' '=U-|0
0

o = O
o

1
U t=U-U'=E;=1{0
0

O = O
= o O

(-1)

Mit Hilfe der Potenzen von Matrizen konnen wir die Exponentialfunktion fiir Matrizen definie-
ren. Dafiir miissen wir uns an die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion erinnern:

Ooa:
Ist = tT 0) —
st f(z) = €”, soist T'f(x; kgk

Die Exponentialfunktion ist analytisch, d.h. sie stimmt mit ihrer Taylorreihe iiberein: e* =
oo gk
2 k=0 T

Definition 6.40. Sei A € K™*™. Dann ist das Matrixexponential definiert als
ey
k!
k=0
Es gelten folgende Rechenregeln:

o Ist A =diag(\1,...,\n), S0 ist e = diag(eM, ..., eM).

e Ist O € K™ eine Nullmatrix und E,, die Einheitsmatrix gleicher GroRe, so ist e© = E,,.
e Sind 4, B € K"*", so ist eA1tB = ¢4 . B,

« Ist A eine quadratische Matrix, so ist eA’ = (eMT.

e Fiir jede quadratische Matrix A ist e invertierbar mit der Inversen (e?)~! = e=4.

e Ist A=UDU !, soiste? = UePU .

57



. (30 a4 (0
Beispiel 6.41. IstA-(O 2), dann ist e —<0 e2>'
0 -1 1
Ist A= | -3 —2 3| aus Beispiel|6.35|mit der zu ihr dhnlichen Matrix D, so ist
-2 -2 3
et 0 0 e 00
eP=[0 e 0 ])=[0¢e 0
0 0 et 001
Da A = UDU ! ist, ist also
1 01 e 0 0 1 1 -1 1
eA=UPUr=(0 1 3 0 e 0) (-3 -1
11 2 001 1 1 -1
e 0 1/e 1 -1 1 e+l/e —e+1l/e e—1]e
=|0 e 3/e '3 -3 -1 3 |==|-3¢+3/e —e+3/e 3e—3/e
e e 2/e 1 1 -1 —2e+2/e —2e+2/e 4de—2]/e

Das Verfahren kann auch angewendet werden, wenn die Matrix mit komplexen Eigenwerten
diagonalisierbar ist:

Beispiel 6.42. Sei A = 0 1). Das charakteristische Polynom ist pa(t) = t*> + 1 und hat

-1 0
die Nullstellen +i, welche somit komplexe Eigenwerte von A sind. Berechnen wir die zugehorigen
Eigenrdume:

Eig(A,i) = {2z € C*| (A—iEy)z =0} = {z € C?| —ix1+x2:0}:£{<1>}7

Eig(4, —i) = {z € C*| (A+iEy)z =0} = {z € C?| ix1+x2:0}:£{<1_>}.

—1

. 1 1 . .
Somitist U = (z —z’) mit zugehoriger Inverser

1 -7 —1 1 (—i —1 1
-1 _ _— = — = —
V= (—i 1) 2(—1' 1) 2
Damit ist in der Tat

R (i | G [ B i [ G B

Das Matrixexponential von At (t € R) ist somit

eAt:UeDthl
(1 1N (et 0\ 1/(1 —i
—\i =i 0 e ) 2\1 i
B et et 1/1 —i
T et —jeit) o \1

B 1 < ez‘t +€—it —i(eit o e—z‘t)>

- 5 i(eit o efit) ez’t 4 e*it
([ cost sint
~ \—sint cost)’

da cost = (e +e~") und sint = % (e — e~ ) ist.
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Unter Umstanden ist die Exponentialfunktion leicht berechenbar, obwohl die Matrix nicht inver-
tierbar ist.
011
Beispiel 6.43. Sei A= [0 0 2 |.Die Matrix hat den dreifachen Eigenwert 0 und der zugehérige
0 00
Eigenraum ist, da A nicht reguldr ist,

1
Eig(4,0)={z€R?®| A2=0}={a|0] |a€eR
0

Es ist also oy = 3, jedoch (31 = 1. Folglich ist A nicht diagonalisierbar.
Berechnen wir die ersten Potenzen von A:

01 1 01 1 00 2
A2=10 0 2 00 2|=100 0],
00 0 000 00 0
00 2 01 1 00 0
A=1000]-{oo0o 2]=|000
00 0 000 00 0

Somit ist A¥ = O € R3*3 (die Nullmatrix) fiir k > 2 und das Matrixexponential ist

eA:A0+A+%A2+O

1 00 011 0 0 1
=01 0)J+|0 0 2|+10 0 O
0 01 0 00 0 00
11 2
=10 1 2
0 01

Ist t € R ein beliebiger Parameter, so kann man auf diese Art auch e* berechnen:
1
et = (At)° + At + 5(At)2 +0
0 0 1 1 00
OJ+10 0 2|t+10 O
1 0 0 0 00
t+1?

2t
00 1

Definition 6.44. Eine quadratische Matrix A € K" heifst nilpotent, wenn ein k € N existiert, so
dass A* = O ist, d.h. wenn eine Ihrer Potenzen die Nullmatrix ergibt.

1
0]l
0

o= OO
— + O R O

Die Matrix aus obigem Beispiel ist nilpotent, was die Berechnung des Matrixexponentials redu-
ziert hat auf die Berechnung einer endlichen Summe von Matrizen. Folgender Satz sagt uns, wie
nilpotente Matrizen zu erkennen sind:

Satz 6.45. Folgende Aussagen sind dquivalent fiir eine Matrix A € K™"*":
(i) A ist nilpotent.

(ii) A ist dhnlich zu einer strikten Dreiecksmatrix, d.h. einer Dreiecksmatrix auf deren Hauptdia-
gonale nur Nullen stehen.

(iii)) Das charakteristische Polynom von A ist pa(t) = £t™.
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7 Differentialgleichungen

7.1 Einfithrung

Eine Differentialgleichung (kurz DGL) ist eine Gleichung, in der neben einer oder mehreren
Variablen auch eine Funktion und deren Ableitungen auftreten.

Beispiel 7.1. Ist f implizit gegeben durch F(x,y) = 0, d.h. F(x, f(z)) = 0 fiir alle x € R, dann
gilt nach der Kettenregel

d.h. f erfiillt die DGL
— % (2, f(2))
O (x ()

fi(a) =

sofern der Nenner nicht verschwindet.

Beispielsweise wird durch F(x,y) = 0 mit F(x,y) = x> — y?> — 1 (implizit) eine Hyperbel definiert.
Es ist %—5(1:, y) = —2y # 0 fiir y # 0. Wenn wir diese Funktion lokal nach y auflosen kénnen (also
fiir |z| > 1 und y # 0), so dass fiir f(z) = y(z) die Gleichung F(z,y(x)) = 0 gilt, dann ist die

Ableitung
2x T

f@)=y(x) = oy Ty

Wir kénnen iiberpriifen, dass dies korrekt ist, indem wir f ausrechnen:

-y —1=0=>y=+Va2-1

Setzen wir beispielsweise f(x) = a2 — 1 = (2% — 1)'/2, so ist die Ableitung von f gegeben durch
/ L o —1/2 x x r_
rz)=—(z"—1 -2x = = , d.h. = —.
f@) =56~ 1) =T v="

Die letzte Gleichung ist eine Differentialgleichung.

Beispiel 7.2 (Einfaches Populationsmodell). Betrachten wir die Population als von der Zeit t
abhdngige Funktion n(t), so kann man vereinfacht annehmen, dass die Population proportional
zgum gegenwdrtigen Bestand wdchst, d.h. n’(t) = an(t) fiir eine Konstante « > 0.

Man unterscheidet zwischen gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen. Letztere han-
gen von mehreren Variablen ab und es treten partielle Ableitungen nach den jeweiligen Varia-
blen auf. Wir werden ausschlief3lich gewohnliche Differentialgleichungen betrachten.

Definition 7.3. Seien n, N € N, M ¢ R x R®*UN ynd F: M — RN. Eine Gleichung der Form
Ft,y,y/,...,y") =0 ()

mit Variablen t € R und y,y/,...,y" € RN heift N-dimensionale DGL n-ter Ordnung. Eine
n-mal differenzierbare Funktion ¢: I C R — R heif3t Losung der DGL B falls

F(t,ot), &' ®t),....,o™ () =0 fiiraleteI.

Das Intervall I ist das zur Losung  gehorende Existenzintervall. Zudem gilt folgende Einteilung in
Typen von Differentialgleichungen:

* Die DGL E] heifst linear, falls F' affin linear ist in den Variablen y, v/, ..., y™.
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* Die DGL [{ heifst autonom, falls F nicht von t abhdngt.

* Die DGL [{ heifst explizit, falls sie sich schreiben ldsst als

OZF(tayaylvay(n)) :y(n) _f(tayay/77y(n_1))
mit f: U C R x R™Y — RNV,

* Ist N = 1, so spricht man von einer skalaren DGL, sonst spricht man von einem System von
Differentialgleichungen.

e Schreibt man M = I x X fiir I ¢ Rund X ¢ R*tDUN 50 nennt man X auch Phasen- oder
Zustandsraum.

Satz 7.4. Sei f: U C R x R™ — RY gegeben. Dann ist die (explizite) N-dimensionale DGL n-ter
Ordnung

y(n) = f(t7 y7 y/7 AR 7y(n71))

dquivalent zum nN-dimensionalen System von Differentialgleichungen 1. Ordnung

y;fl = f(t7y07y17 o 7yn—1)
mit yo, Y1, - - ., Yn—1: R — RV,

Beispiel 7.5. Die DGL 2. Ordnung y" + ay = 0 ist dquivalent zum 2-dimensionalen System 1.
Ordnung

Yo = Y1
yi = —QaYo.

Daher werden wir uns in diesem Kapitel auf Systeme 1. Ordnung beschréanken.

Definition 7.6 (AWP). Fiir f: Ix X ¢ RxRY — R seiy/ = f(t,y) ein DGL-System 1. Ordnung.
Seien tg € I und yg € X. Dann heifst

y, = f(tv y)? y<t0) =1%o

Anfangswertproblem (kurz AWP).

Beispiel 7.7. Y

Die DGL y' = Int hat die Durch Integration leicht zu be- o
rechnende Losung oc(t) = tln(t) —t + C fiir C € R und p-1
t > 0. Die Losung ist also eine Schar von Funktionen mit von

der Konstanten abhdngigen Werten, 2.B. pc(e) = C. Durch 1

Festlegung eines Wertes (to,yo) wdhlen wir eine Funktion
aus dieser Losungsschar aus.
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7.2 Elementare Losungsmethoden

Wir betrachten im Folgenden nur 1-dimensionale Differentialgleichungen 1. Ordnung.

7.2.1 Getrennte Variablen

Definition 7.8. Seien I,J C R und seien g: I — R und h: J — R stetig. Die Funktion f: I x J —
R sei gegeben durch f(t,y) = g(t)h(y). Dann heifit y' = f(t,y) = g(¢t)h(y) DGL mit getrennten
Variablen.

Ansatz:
Ist h(y) # 0 fiir alle y € J, so folgt aus der Bedingung y’ = ¢(¢)h(y) dass jede Losung
'(t)
TEDI

erfiillt. Integrieren wir beide Seiten, so erhalten wir (mit Substitution = = ¢(s))

oot = [

Die linke und rechte Seite obiger Gleichung hdngen nur noch von ¢ und ¢(¢) ab. Ist die Stamm-
funktion von % invertierbar, so kann man also nach ¢ umstellen.

Satz 7.9. Sei (to,y0) € I x J und h(y) # 0 fiir alle y € J. Definiere die Funktionen G(t) :=
ftz g(s)ds und H(y) := f;o ﬁdx. Ist I' C I derart, dass G(I') C H(J), dann besitzt das AWP

¥ =gh(y), ylto) =0
genau eine Losung in I'. Diese geniigt der Beziehung G(t) = H ((t)).
Beispiel 7.10. In Beispiel |7.1| hatten wir fiir F(t,y) = t*> — y> — 1 so die DGL 3/ = 5 hergeleitet.
Diese DGL kénnen wir jetzt [0sen:

1. Schreibe als DGL mit getrennten Variablen: 5 =t- i, d.h. g(t) = tund h(y) = L.

Y

2. Bringe alles von y abhdngige auf eine Seite, alles zeitabhdngige auf die andere Seite:

y = — — =y-y =t.
h(y)

3. Integration iiber [to,t] auf beiden Seiten:
toy (t) y(t)
Yy (S) /y 1 / 1 ) )
/to h(y(s)) (i) P(@) o) 5 (170 —7(t0))
t t
- I R
/t g(s)ds _/t tdt = 5 (- 13).

0 0

4. Beides gleichsetzen (und y(0) = yo):

(#* — )

N

=yt =y + - 1)

= () =+\/12+yd — 13, teR)\ <—\/|y§ — 3, \/|y§ —tg|>

Mit dem Anfangswert (to,yo) = (1,0) — dieser erfiillt in der Tat die Bedingung F'(to,yo) = 0
— erhalten wir ¢(t) = +v/t2 — 1. Dies ist genau die Funktion, fiir die wir in Beispiel die
Differentialgleichung y' = i bestimmt hatten.
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7.2.2 Lineare DGL 1. Ordnung

Beispiel 7.11. Ist 4/ = a(t) - y, d.h. eine lineare DGL 1. Ordnung, so berechnen wir analog die
Lésungen fiir das AWP mit y(ty) = yo: (Umbenennung der Variablen von t in s, damit Variable und
Integralgrenzen nicht identisch sind)

y’(t) _ t y/(s) B /t B _ /t
) =a(t) = () ds = ; a(s)ds = In(y(t)) — In(yo) = ; a(s)ds
Mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus (Ina — Inb = In(%)) erhalten wir
t t
In <y;z)> = / a(s)ds = |y(t) =yo-exp (/ a(s)ds) (7.1)
to to

Eine skalare lineare DGL 1. Ordnung ist von der Form
Y =a(t) y+b(t) (7.2)

mit ¢ € I C Rund a,b: I — R stetig. Falls b(¢t) = 0 (Vt € I), so heillt homogene lineare
DGL 1. Ordnung. Die Lésung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung ist durch gegeben.
Die Losung einer allgemeinen (nicht homogenen) linearen DGL 1. Ordnung berechnen wir mit
folgendem Ansatz:

Ansatz - Variation der Konstanten: Sei ¢) eine Losung der homogenen linearen DGL ¢’ = a(t)y,
d.h.

t
60 = vtta) oo ([ als)as).
to
Dann ist fiir jede Konstante h auch A - 1) Losung dieser DGL:
(o) = h- 0/ = h-a(t) = a(t) - ().

Nun ersetzten wir die Konstante h durch eine Funktion. (Wir "variieren die Konstante".) Sei

| 6(t) := P(t)h(t) | Aus v/(t) = a(t)i(t) folgt dann

¢ = (Yh) = 'h+ YR = aph + Y = ag + VK.

Damit ¢ Losung von (7.2) ist, muss ¢)h’ = b gelten, also h/ = % Setzen wir ¢ (ty) = 1, so erhalten
wir durch Integration und Einsetzen von :

_ t: Z((‘?) ds+C = tjw(to)l exp <— /t:a(r)dr> b(s)ds + C.

Soll die Anfangsbedingung y(ty) = ¢(to) = yo erfiillt sein, kann man m setzen. Damit
dann ¢(tg) = 1 (to)h(to) erfiillt ist, muss C' = y sein, d.h.

h(t)

h(t) = yo + /t exp (— /ts a(r)dr) b(s)ds und damit

to

6(1) = exp < /tt a(s)ds> <y0+ /tt exp (- /t a(r)dr) b(s)ds).

Satz 7.12. Zu ty € I und yo € R existiert genau eine Losung ¢: I — R des AWP
y'(t) = a(t)y(t) +b(t), y(to) = yo,
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ndmlich

6(1) = exp ( /t:a(s)ds> <y0 4 /tt exp <— /t:a(r)dr> b(s)ds>
— yoexp < /t:a(s)ds> + /tt exp ( / t a(r)dr) b(s)ds.

Beispiel 7.13. Gesucht ist die Losung o des AWP y' = 2ty +t3 mit y(0) = yo. Die homogene lineare
DGL y' = 2ty mit Anfangswert y(0) = 1 hat die Losung

P(t) =1-exp </0t2sds> =

t
h(t) = yo —|—/ e 3ds.
0

Berechnen wir das Integral (mit Subst. x = s, dz = 2sds und danach part. Integration):

t 5 . 2 1
/ e % 3ds = / e’ x-=dx
0 0 2

Zudem ist

Damit ist insgesamt

7.2.3 Homogene DGL

Definition 7.14 (homogene DGL). Seien I C R\{0}, g: J — RundfiirU := {(t,y) € I xR| ¥ € J}
sei f: U — Rmit f(t,y) := g(¥) stetig. Dann heifst y' = g(¥%) homogene DGL.

Ansatz - Substitution: Sei ¢ eine Lésung der homogenen DGL ' = ¢(¥) mit Anfangswert
y(to) = yo. Seinun z(t) := @. Dann gilt

; ! "ot — ! 1 10) 10) 1
4= (7) :w:i_£:t<g<t>_t>:t(g(z)_z)’

d.h. z ist Losung der DGL 2’ = % (9(#z) — z) mit getrennten Variablen mit Anfangswert zy = f—g

Satz 7.15. ¢: I — R ist genau dann eine Lésung von y' = g(¥) mit Anfangswert y(to) = yo, falls
2(t) = @ Losung der DGL z' = 1 (g(z) — z) mit Anfangswert z(ty) = 70 ist.

Beispiel 7.16. Betrachte die DGL y/ = 1+ ¥ + Zt/—;, d.h. nach obiger Notation ist g(z) = 1+ z + 22
Setzen wir z := Y, so gilt 2’ = 1(1+ 2?). Losen wir diese DGL:

1 /

= (mit 1 + 2% # 0 ergibt durch Integration

t 1422
t t 1 t / z(t) 1

In () = / —ds = / Li)ds = / 5dz = arctan(z(t)) — arctan(z(to)).
to to S to 1+ 22(s) Ato) LT T
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Umstellen nach z(t) liefert

+(t) = tan <1n <t> 4 arctan(z(to))> .

to

Mit Riicksubstitution von z(t) = W(t) und z(to) = 32 erhdlt man die Losung

o(t) =t - tan <ln <ti)> + arctan <i’3>> .

7.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
Fiir diesen Abschnitt gelte wieder n = 1, d.h. wir betrachten nur (gewohnliche) DGLen 1. Ord-
nung.

Satz 7.17 (Existenzsatz von Peano). Sei f: I x X C RxRY — RN stetig und sei (to, o) € I x X.
Dann existiert ein o = «(tp,y0) > 0 so dass das AWP

y = f(ty), ylto) =yo (7.3)

auf dem Intervall (to — o, tg + «) (mindestens) eine Losung besitzt.

Beispiel 7.18. Gegeben sei das AWP

=y, y(0)=o0.

Die Funktion f(y ) /|yl ist auf ganz R stetig. Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen, wobei
g(t) = 1und h(y) = +/|y| ist. Losen wir diese:

1. Falls y # 0 ist, gilt
t

S
to \/ 3
y(t) y(t)
— ——dz = lz|7Y2dz =t mit Subst. y(t) =

y(0) \/|7 0

12 y(t) _
— [2|x\ sgn(:c)}o

t
dS: lds =t

= VD] sen(y(t) = ot

2

142
=t t>0
€>y(t):{412 o
—qt° 1 <0.

2. Die konstante Losung ¢ = 0 erfiillt auch ¢'(t) = 0 = /|¢(t)| und ¢(0) = 0.
Eine DGL hat also nicht zwangsldufig eine eindeutige Losung.
Beispiel 7.19. Gegeben sei das AWP
v =vy% y(0)=yo>0.

Die konstante Funktion ¢ = 0 ist durch Wahl des Anfangswertes jetzt keine Losung. Die (nicht-
triviale) Losung berechnen wir analog zum vorherigen Beispiel:

[tu=e = [ o=t

1 1 1
= -+ — =t &= —_——t = y(t) = 5

y(t) v y(t) o -t
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Die Losung o(t) := ——; existiert nur fiir t < -, da

yO
li (t) = lim 1 =+
1m = 0
/1180 /L ——t

Y0 Yo

ist.
Definition 7.20 (Maximale Lésung). Eine Losung ¢: I — RY des AWP (7.3) heif3t maximal, falls
fiir jede andere Losung 1p: J — RN gilt: J C I und ) = | .

Satz 7.21 (Picard-Lindel6f). Sei f: IxX — RY stetig mit stetigen partiellen Ableltungen ay1 o %.

Dann besitzt das AWP (7.3) fiir jedes (to,y0) € I x X genau eine maximale Losung p: J — RN .
Das Intervall J ist offen.

Bemerkung 7.22 (Picard-Iteration). Die lokale Losung des AWP ([7.3) auf einem Intervall I5 :=
(to — 0,to + 9) ldsst sich iterativ bestimmen:

* ©o(t) = yo (Startwert);
* onii(t) =vo+ [y f(s,0n(s))ds, t € Is.
Beispiel 7.23. Betrachten wir das AWP y' = 2ty, y(0) = yo mit f(t,y) = 2ty.
Startwert: (t) = yo
1. Schritt: ¢ (t) = yo + fot 2sypds = yog + 2 - %yotQ = yo(1 + t2)
2. Schritt: po(t) = yo + f(f 25 - yo(1 + s2)ds = yyq - (1 + fg 2(s + 33)ds) =yo- (142 + 3t

Fiir n € N fiihrt dies auf o, (t) = yo - ( 0 o ) Fiir n — oo erhalten wir die Losung o(t) =

oY) t2k o t2
Yo - Zk:o Zr = Yoe" .

Mit den Methoden fiir DGLen mit getrennten Variablen konnen wir dies auch berechnen:

/Oty/(s)ds:/OtQSds — ln<y(t)):t2 —  y(t) = yoe.

y(s) Yo

Bemerkung 7.24. Die Formulierung des Satzes von Picard-Lindeldf kann abgeschwdcht werden.
Statt stetiger Differenzierbarkeit der Funktion f geniigt es, dass f lokal Lipschitz-stetig ist beziiglich
y, d.-h. zu jedem (to,yo) € I x X existieren §,e > 0 so dass fiir I' := (ty — d,tg + 0) C I und
X" = (yo —e,yo + &) C X gilt: f ist auf I' x X' Lipschitz stetig, d.h. es existiert eine Konstante
L > 0so dass

|fty) = Fty)| <Lly—v|, viel yy eX'

Die Funktion f(t,y) = 2ty aus obigem Beispiel ist Lipschitz-stetig auf jedem abgeschlossenen Inter-
vall I = [a,b] mit L =2 -max{|t|| t € [a,b]}, denn

|f(ty) = f(ty)] = 2tly — /| < 2max {[t]| t € [a,8]} |y — /|-

Die Funktion f(y) = +/|y| hingegen ist nicht Lipschitz-stetig auf einem Intervall welches den Punkt
0 enthdlt. Sie ist dort auch nicht stetig differenzierbar, denn f’(y) = sgn(y) - 5 \/ﬂ ist unbeschrdnkt
y

fiir y — 0, also insb. nicht stetig.
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7.4 Exakte Differentialgleichungen
Definition 7.25. Eine DGL vom Typ

\A(t,y) +Bty)y =0 telcRuyyeXcCR (7.4)

heifst exakt, falls eine Funktion F': I x X — R existiert, so dass fiir alle (t,y) € I x X gilt:

gtF(t,y) = At,y), (%F@,y) = B(t,y).

Satz 7.26. Sind A und B stetig differengzierbar, so ist die DGL (7.4) exakt genau dann, wenn

0

B
Za -2B
a9 (t,y) 5 (t,y)

Die DGL ([7.4)) ist also genau dann exakt, wenn das Vektorfeld

atn = (1)

exakt ist. Das Potential ist dann durch F' gegeben, d.h. VF(t,y) = G(t,y).

Satz 7.27.  ist genau dann Lésung der DGL (7.4) mit Potential F, wenn F(t,(t)) = c fiir eine
Konstante ¢ € R gilt.

Beweis. ¢ erfiillt die Gleichung F'(¢,¢(t)) = ¢ genau dann, wenn %F(t, ©(t)) = 0 ist. Mit der
verallgemeinerten Kettenregel gilt andererseits

d

S R(to(t) = S F(p(0) + - Flt o(0)g! (1) = At o(t) + B( (1) (1),

Ot oy

Folglich erfiillt ¢ die exakte DGL (7.4) mit Potential ' genau dann, wenn es die implizite Dar-
stellung F(t,y) = c besitzt. O

Beispiel 7.28. Betrachten wir die DGL t + 3y? -y = 0, d.h. A(t,y) = t und B(t,y) = 3y>. Die
Gleichung ist exakt:

0 0

Setzen wir G(t,y) = <322>. Das Potential der DGL, F, soll VF = G erfiillen. Wir berechnen es

als F(t,y) = %t2 + y3. Die implizite Gleichung F(t,y) = c hat die in diesem Fall leicht zu findende
Lésung p(t) = {/c— %tQ, welche nach obigem Satz auch die exakte DGL t + 3y? -/ = 0 lést.

Uberpriifen wir dies kurz:

2 / 12 23 1 12 2/

Falls eine Differentialgleichung von der Form A(t,y) + B(¢,y)y’ = 0 nicht exakt ist, so funktio-
niert moglicherweise folgender Ansatz:

Ansatz - Integrierender Faktor: Falls eine Funktion p: I x X — R existiert mit u(t,y) # 0 flir
alle (t,y) € I x X, dann ist

At,y) + B(t,y)y' =0 <= pu(t,y)Alt,y) + u(t,y)B(t,y)y =0,
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d.h. beide Differentialgleichungen besitzen die gleiche Losung.
Ist die DGL u(t,y)A(t,y) + u(t,y)B(t,y)y’ = 0 exakt, so nennt man u integrierenden Faktor.
Diesen findet man mit etwas Gliick mit folgender Methode:

Definiere, sofern die jeweiligen Nenner nicht Null werden,

A(t,y) B(t,y) '

e Ist A(t,y) # 0 und ist a(t,y) = a(y), d.h. unabhéngig von t, so setze u(t,y) = p(y) =
exp (— fa(y)dy).

* Ist B(t,y) # 0 und ist b(t,y) = b(t), d.h. unabhéngig von y, so setze u(t,y) = u(t) :=
exp (+ [ b(t)dt).

Beispiel 7.29. Die DGL t*> +y —ty' = 0 mit A(t,y) = t>+y und B(t,y) = —t ist nicht exakt, denn
%A(t,y) =1#-1= %B(t,y). In diesem Fall ist b(t,y) = 2 unabhdngig von y (wohldefiniert
fiir t # 0) und damit lautet unser Kandidat fiir den integrierenden Faktor

a(t,y) := und  b(t,y) =

p(t) :=exp (/ —idt) =exp (—2Int+C) =exp (In(t %) + C) = C-t?

fiir C = ¢C. Ist p ein integrierender Faktor, so ist auch Cu ein integrierender Faktor fiir beliebige
Konstanten C' # 0, d.h. wir konnen ohne Einschrdnkung C = 1 setzen. Damit erhalten wir die
exakte DGL

WA+ uOBE =14 5+ (~1 ) =0
——

Aty) By

Berechnen wir das Potential: Es soll 0;F(t,y) = 1 + % gelten, also F(t,y) =t — ¥ + f(y). Zudem
haben wir die Bedingung 0,F(t,y) = —%, welche mit dem vorherigen Ergebnis kombiniert zu
—L =9, - Y+ fy) = —1 + f'(y), also f'(y) = O fiihrt. Damit ist also F(t,y) = t — ¥
(plus Konstante). Die Gleichung F(t,y) = c wird also zu t — ¥ = c und hat die explizite Losung
@(t) = (t — ¢) - t = t* — ct. Uberpriifen wir, dass ¢ tatsdchlich die gewiinschte DGL t> +y —ty' =0
erfiillt: In der Tat ist

24+ (t* —ct) —t- (2t —c) = 0.
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8 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung und Systeme
von linearen Differentialgleichungen

In Mathe I hatten wir bereits gesehen, dass man jede gewohnliche DGL hoherer Ordnung in ein

(dazu aquivalentes) System von DGLen erster Ordnung iiberfithren kann. Nachdem wir uns in

Mathe I ausschlie@lich mit DGLen erster Ordnung befasst hatten, wollen wir nun Lésungsme-
thoden fiir DGLen hoherer Ordnung und Systeme linearer DGLen erster Ordnung betrachten.

8.1 Systeme von linearen DGLen
Definition 8.1. Sei I C R ein Intervall und seien
a1 o Qg by
A= : : IR und b=|:|:I—>R"

Am 1 - Omn by,

stetige Funktionen. Dann heifst
y = A(t)y + b(t) (8.1)

ein lineares Differentialgleichungssystem. Ist b = 0 der Nullvektor, so heifst (8.1) homogen; andern-
falls heifst (8.1) inhomogen.

8.1.1 Homogene DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten — Losungsmethode

Beispiel 8.2. Das System von linearen Differentialgleichungen

Y1 =2y
Yy = 3y2

ldsst sich in Matrixschreibweise umschreiben als

/
20 U1
'~ Ay bow (y1> :( ) ( )
re w) ~\0 3) \w
Da beide Gleichungen unabhdngig voneinander sind, konnen wir sie separat l6sen und erhalten die
Losungen

yi(t) = cre®, Y2 (t) = cae™,

wobei ¢, ¢y € R beliebig wdhlbare Konstanten sind.
Im Allgemeinen hat eine 1-dim. DGL der Form y' = ay (fiir eine Konstante a € R) mit Anfangswert-
bedingung y(ty) = yo die eindeutige Losung y(t) = yo exp(a(t — tg)), t € R.

Ob Differentialgleichungen unabhéngig sind erkennt man auch daran, ob die zugehorige Matrix
Diagonalform hat.

Hat man nicht das Gliick, dass die DGLen unabhéngig (man sagt auch ungekoppelt) sind, so
kann man durch Diagonalisierung der Matrix, sofern dies moglich ist, das gekoppelte System
von DGLen l6sen:

Beispiel 8.3. Betrachten wir die gekoppelten DGLen

yll =y1 + Y2
yh = —2y1 + 4yo.

69



1 1

Dieses homogen System von DGLen hat die zugehorige Matrix A = (_ 9 4

) . Ihr charakteristisches

Polynom lautet
pat) =1 —t)(4—t)+2=1t>—5t+6=(t —2)(t — 3),

somit hat A die Eigenwerte \y = 2 und Ay = 3. Da beide Eigenwerte verschieden sind, ist A
diagonalisierbar. Die Eigenrdume sind
a € R} ,

aG]R}.

Eig(4,2) = {z € R?*| (A-2Ey)z =0} = {2 € R*| —a1 +20=0} = {a(i)

Eig(4,3) = {z € R?| (A—3Ey)z =0} = {2 € R?| —2x1+x220}:{a(;>

Somit diagonalisieren wir A mit Hilfe der Matrizen

(11 L (2 -1
U_<1 2) und U _<_1 1).
Es ist in der Tat

i (2 =11 1\ (1 1\ _[4 =2\/1 1\ (2 0\ |
v AU_<—1 1 -2 4 1 2) \-3 3 1 2) \0 3 =D
Definieren wir nun eine neue vektorwertige Funktion z = U~ 1y, so erfiillt diese die DGL

d=UYY =UAy=U"YUDU )y =DU 'y = Dz

Da D Diagonalform hat, ist dieses System von DGLen ungekoppelt und hat die allgemeine Lésung

aus dem ersten Beispiel,
5 — Z1 . C1 €2t
29 coedt ]

Durch die Riicksubstitution y = Uz erhalten wir die Losung der urspriinglichen DGL,

(1 1 (e (a5 (1 3t (1
T (1 2) <02€3t = e 4 2cpe3 ) = (1) T2 (o)
Die im Beispiel benutzte Methode ist allgemein anwendbar. Wir fassen sie in folgendem Satz

zusamimen:

Satz 8.4. Sei A € R™*" eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwerten A1, ..., A, und der Matrix
U= (v1 --- wy) aus Eigenvektoren von A, so dass U*AU = diag(\y, ..., \,) ist. Dann ist die
allgemeine Losung des DGL-Systems y' = Ay gegeben durch

Yy = cleAltvl + 02€A2tv2 + ...+ cne/\"tvn.

Bei gegebener Anfangswertbedingung y(0) = yo € R™ berechnet man den Koeffizientenvektor ¢ =
(c1,...,cn)T als c = Uy,

Mit Hilfe des Matrixexponentials konnen wir die Losung schreiben als
y(t) = ey (0).
In der Tat lasst sich der Satz somit sogar auf nicht diagonalisierbare Matrizen erweitern.
Satz 8.5. Sei A € R"*". Dann ist die Losung des AWP y' = Ay mit y(tg) = yo gegeben durch
y(t) = A0y (to), y € R.
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Beispiel 8.6. Gegeben sei das System von Differentialgleichungen

Y =vy2+y3
Yy = 2y3
Y5 =0,

so dass die zugehdrige Matrix die nilpotente Matrix A aus Beispiel ist. Das Matrixexponential
hatten wir bereits berechnet als

1t t+t*\ [a a+ bt +c(t +t2)
y(t) =ety(0)=(0 1 2 b| = b+ 2ct
00 1 c c
In der Tat ist y(0) = (a,b,c)T und es gilt
vl b+ c+ 2ct Y2 + Y3
Yo | = 2c = 2y3
Ys 0 0

8.1.2 Homogene DGL-Systeme — Charakterisierung der Losungsmenge

Satz 8.7. Sei I C Rein Intervall und A: I — K"*" eine stetige matrixwertige Funktion. Sei Ly die
Menge aller Losungen der homogenen linearen DGL y' = A(t)y. Dann ist Ly ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Ein k-Tupel von Losungen @1, . .., ¢ € Ly ist genau dann linear unabhdngig, wenn
ein ty € I existiert, so dass die Vektoren p1(tg), ..., pr(to) € K" linear unabhdngig sind. In diesem
Fall ist jedes k-Tupel @1 (t),...,pr(t) € K™ (t € I beliebig) linear unabhdngig.

Ein homogenes (lineares) DGL-System vy’ = A(t)y besitzt nach diesem Satz also unendlich vie-
le Losungen, die einen Vektorraum aufspannen. Insbesondere ist die Summe zweier Losungen
wieder eine Losung — dies ist auch als Superpositionsprinzip! bekannt. Der Satz rechtfertigt also
folgende Definition:

Definition 8.8. Unter einem Losungs-Fundamentalsystem des DGL-Systems iy’ = A(t)y versteht
man eine Basis (1, . .., @, ) des Vektorraums seiner Losungen.

Haben wir ein (geordnetes) Losungs-Fundamentalsystem, konnen wir die (Spalten-)Vektoren

ok = (P1ks - - Pnk) L in eine Matrix schreiben:
Y11 Pin
=1 : :
Pn1 0 Pnn

Jede Losung kann man dann als Linearkombination der Vektoren des Losungs-Fundamental-
systems schreiben:

p=cp1+...+ cnn,

1Superposition kommt aus dem Lateinischen und bedeutet Uberlagerung. In der Mathematik besagt das Superpo-
sitionsprinzip, dass die Summe von Losungen einer homogenen linearen Gleichung ebenfalls eine Losung ist. In der
Physik taucht der Begriff beispielweise bei der Uberlagerung von Wellen auf.
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d.h. fiir jeden beliebigen Vektor ¢ = (c1,...,c,)T € K" ist ¢ = ®c eine Lésung von y' = A(t)y.
Betrachten wir zunichst ein Beispiel eines homogenen DGL-Systems mit konstanten Koeffizien-
ten bevor wir uns nicht-konstante Koeffizienten ansehen.

Beispiel 8.9. In Beispiel hatten wir gesehen, dass die Losung des DGL-Systems

Yo =y2 + s
/
Yo = 2y3
ys =0,
fiir einen festen Startwert y(0) = (a,b,c)” gegeben ist durch
a+ bt + c(t + t2)
o(t) = b+ 2ct
C

Somit ist die Gesamtheit aller Losungen des homogenen DGL-Systems (ohne Anfangswertbedingung)
gegeben durch

1 t t+t2
Lg=<al0]+D|1]+c 2t a,b,ceR
0 0 1
In der Tat erfiillen die drei ablesbaren Losungen
1 t t+ 2
ei(t) = | 0], @) =1, ws(t)=| 2t
0 0 1

p2.1(t) + @3.1(t)
= 2p2.1(1) = Ap1(t)
0

P2,2(t) + 3,2(t)
= 2p2.2(t) = Ap2(t),
0

1+2t p2,3(t) + p33(t)

o5(t) = 2 = 202 3(t) = Aps(t).
0 0

OO = O OO

Die drei gefundenen Losungen bilden auch in der Tat ein Losungs-Fundamentalsystem, wie wir mit
Hilfe der Determinante von ® iiberpriifen konnen:

1 ¢t t+¢2
det(®) =10 1 2t |=1#0,
00 1

folglich sind die Spaltenvektoren von ® (wie behauptet) linear unabhdngig.

8.1.3 Homogene DGL-Systeme mit nicht-konstanten Koeffizienten

Betrachten wir DGL-Systeme der Form y’ = A(t)y fiir A: I C R — R"*". Das Matrixexponential
hilft uns nur in wenigen Sonderféllen:

Satz 8.10. Sei A: R — R"™™ derart, dass A(t)A'(t) = A'(t)A(t). Dann ist e*®) ein Lésungs-
Fundamentalsystem der DGL y' = A’(t)y.

Ist B € R™™", so erfiillt A(t) = Bt mit A’'(t) = B die Anforderungen des obigen Satzes.
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8.1.4 Inhomogene DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten

Betrachten wir DGL-Systeme der Form ¢y’ = Ay + b(t) fir A € R™*" und b: I C R — R".

Im letzten Semester haben wir zur Losung inhomogener linearer DGLen die Methode Variati-
on der Konstanten kennen gelernt. Diese Methode ist auch hier anwendbar und fiihrt auf eine
analoge Losungsformel:

Satz 8.11. Sei b: I — R™ stetig. Dann hat das inhomogene DGL-System y' = Ay + b(t) zu jedem
Anfangswert (to,yo) € I x R™ genau eine Losung, welche gegeben ist durch

¢
o(t) = et Ay 4 / =94 (s)ds, tel.

to

Beweis. Zunichst ist in der Tat der Anfangswert ¢(t) = yo. Uberpriifen wir, dass die angegebene
Losung tatsichlich Losung des DGL-Systems ist:

d t
¢ (t) = Aet0) Ay 4 — [etA/ e_SAb(s)ds}
dt to

t
= Aeltt0) Ay 4 AetA/ e Ab(s)ds + et tb(t)

to

¢
= Aelt=t0) Ay, 4 A/ e=94p(s)ds + b(t)

to

= Ap(t) + b(t).

Ist 1) eine weitere Losung des AWP, so gilt (p — ) = A(p — ¢) und (¢ — ¥)(to) = yo — yo = 0,
d.h. ¢ — 1) ist die eindeutige Losung des AWP y' = Ay mit Anfangswert y(¢p) = 0. Nach Satz
ist die einzige Losung ¢ — ¢ = 0, d.h. das urspriinglich betrachtete inhomogene AWP besitzt
genau eine Losung. O

8.2 Lineare DGLen hoherer Ordnung

8.2.1 Homogene lineare DGLen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Satz 8.12. Gegeben sei die homogene lineare DGL
(n) (n—1) / —
Yy 4 an—1y +...+a1y +aoy =0.
Das charakteristische Polynom der DGL
p(x) == 2™ +a, 12"+ .. Farx+ag

habe die paarweise voneinander verschiedenen Nullstellen A1, ..., \,, € C mit algebraischen
Vielfachheiten o, . . ., a,. Dann bilden die Funktionen

ope(t) =teM ke {l,....m},0e{0,...,ap —1}

ein Losungs-Fundamentalsystem.

Beispiel 8.13. Gegeben sei die DGL y" + 4y’ + 3y = 0. Das zugehdrige Polynom ist
plz) =2 +4z+3
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und hat die einfachen Nullstellen Ay = —1 und Ao = —3. Nach obigem Satz sollten also alle
Losungen der DGL von folgender Form sein:

p(t) =cre ! + e, c1,c0 €R.
In der Tat gilt

(c1e™t 4+ 9coe™") + 4(—cre™ — Beae ™) + 3(cre™! + cge )
0.

@' (t) + 4¢'(t) + 3p(t)

Formuliert man die DGL 2. Ordnung in ein System von linearen DGL 1. Ordnung um, so erhdlt man

yi = —4y1 — 3yo
!

Yo = Y1,

/o 7 —
dh y = Ay mit A = . o

4t + 3, d.h. das charakteristische Polynom der Matrix stimmt mit dem charakteristischen Polynom
der DGL iiberein.

— _3>. Diese Matrix hat das charakteristische Polynom pa(t) = t* +

Sollten die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DGL komplex sein, so kann man
mit Hilfe der Euler'schen Formel (e’ = cosz + isinz) dennoch ein reellwertiges Losungs-
Fundamentalsystem finden:

Beispiel 8.14. Betrachten wir die DGL y" +y = 0. Ihr charakteristisches Polynom p(x) = 2%+ 1 hat
die komplexen Nullstellen \; = i und Ay = —i. Die zugehorigen Losungen lauten also o (t) = e
und @s(t) = e~ . Mit Hilfe der Euler’schen Formel kénnen wir sie umschreiben in

©1(t) = cos(t) + isin(t),
2(t) = cos(—t) + isin(—t) = cos(t) — isin(t).

Folglich lautet die allgemeine Losung

©(t) = c1(cos(t) + isin(t)) + ca(cos(t) —isin(t))
= (c1 + c2) cos(t) + (c1 — c2)isin(t).

Hierbei kénnen ¢, und cy beliebig gewdhlt werden, also kénnen c¢; — co und ¢ + ¢ beliebige reelle
Werte annehmen. Wir finden somit das reelle Losungs-Fundamentalsystem

¢i(t) = cos(t),  ¢a(t) = sin(2). (8.2)

Alternativer Losungsweg:
Wir hdtten die 2. Ordnung in ein 2-dim. DGL-System 1. Ordnung umwandeln kénnen:

o _
y'=—y <= yll LN y=Ay mit A= <0 1> .

Diese hat die Diagonaldarstellung (Vgl. Beispiel |6.42)

T Iy I B B
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und somit das Matrixexponential

1 1 e~ 0o\1/1 —i
At U DtU—l . _
€ € <7, —¢><0 e”>2<1 z)

B 1 ezt + efzt Z'ezt _ ,L'efzt
- _iezt -f—’ie_lt 6zt + e—zt

2
_ [cost —sint
~ \sint  cost
Bei gegebenem Anfangswert (y1(0),y2(0)) = (b,a) ist somit die Losung von der DGL ¢y = Ay
gegeben durch

yi(t)\  ar (v1(0)\  [cost —sint\ (b) [—asint+ bcost
w®)) ¢ \yo0)) ~ \sint cost a) \ acost—+bsint
Ubersetzen wir das System wieder zuriick, so ist ¢(t) = yo(t) und ¢'(t) = y1(t), d.h. wie in (8.2)

festgestellt hat jede beliebige Losung der DGL y" = —y die Form

o(t) = acost + bsint.

Ist A = a + ib € C eine k-fache komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms p, so
erhilt man fiir A und A\ = a — ib (welches ebenfalls eine Nullstelle von p ist) die 2k linear
unabhéngigen reellen Losungen

e cos(bt), te® cos(bt), ..., t* e cos(bt) und

e sin(bt), te® sin(bt), . .., t" e sin(bt).

8.2.2 Inhomogene lineare DGLen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Betrachten wir die DGL
Y™+ an_ 1y Y + 4 ary + ag = b(t).

Ist ¢, eine partikuldre Losung dieser DGL, so ist jede andere Losung von der Form ¢ = ¢, + ¢p,
wobei ¢}, Losung der zugehorigen homogenen DGL ist.

Partikuldre Losungen findet man moglicherweise durch Variation der Konstanten:

Ist o5 (t) = > p_q ckr(t) eine Losung der homogenen DGL mit Fundamentallésungen o1, . . ., ¢n,
so macht man den Ansatz

wp(t) =D elt)on(t).
k=1

Diese Funktion hat die Ableitung

n

ep(t) = ) [cr(t)or(t) + cu(t)eh(t)] -
k=1

Der Trick besteht nun darin, dass man >_;_, ¢} (t)¢x(t) = 0 setzt. Das Ableiten wiederholt man
nun bis zum Grad n — 1 und erhélt somit Bedingungen, die man in die DGL einsetzen kann.

Beispiel 8.15. Betrachten wir das AWP

y" + 4y = cos(2t), y(0)=0, %(0)=1.



homogene DGL: Das charakteristische Polynom p(xz) = x? + 4z hat die Nullstellen 0 und —4.
Somit lautet die allgemeine homogene Losung

4t 4t

on(t) = c1€% + coe™ = ¢] + c9e”

inhomogene DGL ohne Anfangswert: Wir machen den Ansatz y(t) = c1(t) +ca(t)e 4. Mit dem
Trick ¢} (t) + ch(t)e ™ = 0 ist

Y (t) = c(t) + h(t)e ™ —dey(t)e ™ = —dea(t)e™  und
Yy (t) = —4cy(t)e ™ + 16ce™H

Damit ist
Y (t) + 4y (t) = —4cy(t)e ™ 4 16¢oe™ — 16¢y(t)e
= —4cy(t)e
= cos(2t).
Zusammen mit dem Trick haben wir also ein Gleichungssystem:
(1) = —ch(t)e "
ch(t) = —ie‘lt cos(2t).
Dies hat die eindeutige Losung
c(t) = %cos(Zt), ch(t) = —ie‘lt cos(2t).
Integration ergibt (mit gewdhlter Integrationskonstante 0) die Funktionen
o) = ésin(%), ea(t) = —%(2(;05(%) + sin(26))e,
Die partikuldre Losung ist somit

op(t) = 1s.in(2t) — i(2 cos(2t) + sin(2t))e*te 4

8 40
1 1
=10 sin(2t) — % cos(2t).

Die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL ohne Anfangswertbedingung ist somit

1 1
o(t) = @p(t) + on(t) = 0 sin(2t) — 20 cos(2t) + c1 + coe 4.

inhomogenes AWP: Setzen wir die Anfangswerte ein, so erhalten wir mit
o(t) = écos(%) + % sin(2t) — 4cge™ 4
das Gleichungssystem
0=0- 1 +c1+ e
20

1 1
125—*—0—462 ;)’CQ:—g.

Die Konstanten setzen wir also ¢; = % und ¢ = —%.
Es gibt noch diverse weitere Losungsmethoden, insb. fiir gewisse Klassen von Differentialglei-
chungen. Diese hier zu besprechen wiirde den Rahmen der Vorlesung sprengen.
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9 Flachen- und Raumintegrale

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition und Berechnung von Integralen der Form [, f(x)dx fiir
Mengen A C R"und f: A — R.
Ist A={z € R| a <z <b} = [a,b], dann ist bekanntlich

/Af(x)dx:/abf(:r)dx

Definition 9.1. Sei A C R” fiir n € {2,3}. Die Menge A heifst Normalbereich, falls
n = 2: a1, b; € R und stetige Funktionen as, by : R — R existieren, so dass

A= {(x,y)T ERQ‘ a1 <x <bpa(x) <y< bg(x)}.

n = 3: ay,b; € R, stetige Funktionen as,by: R — R und as, b3: R? — R existieren, so dass

A={(z,y,2)" €R*| a1 <2 < by,as(z) <y < ba(x),a3(z,y) < 2z < by(z,y)} .

Beispiel 9.2. Sei A = {(z,y)" € R?| 2? + y? < 1}. Dies ist ein Normalbereich, denn

A:{(w,y)TeR2’ —1§:U§1,—\/1—a:2§y§\/1—;1:2}.

Satz 9.3. Ist A C R" (n € {2 3}) ein Normalbereich und f: A — R iiber A integrierbar, so
berechnet man das Integral [, f(x)dx wie folgt:

n=2 Ist A= {(x,y)T €R2‘ a1 <x <bpa(x) <y< bg(x)}, so ist

/Af(x,y)d(:c,y) = /: </:S) f(:c,y)dy) dz.

n=3:Ist A= {(z,y,2)7 €R?| a1 < <by,a9(x) <y < ba(x),a3(z,y) < z < b(z,y)}, so ist

b1 ba(x) b3 (z,y)
/ffcy, (z,y,z )—/ / / f(z,y,2)dz | dy | dz.
az(x) az(x,y)

Satz 9.4. Seien A, B C R" mit ANB = () und seien f: AUB — Rund g: A — R gegeben. Zudem
sei o € R. Falls die auftretenden Integrale existieren, so gelten folgende Beziehungen:

D [4f(@)+g(@)dz = [, f(z)dz + [, 9()
i) [yof(x)de=of, f(z)dz,

i) [y p f@)de = [, f(z)dz + [, f(z)da.

Mit Hilfe von iii) lassen sich auch Integrale der Form [, f(z)dx berechnen fiir Mengen, die kein
Normalbereich sind, sich aber aus solchen zusammensetzen lassen.

Sehen wir uns ein Beispiel fiir die Integration einer Funktion iiber dem Einheitskreis an.
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Beispiel 9.5. Sei A C R? wie in Beispiel Integrieren wir iiber A die konstante Funktion
f(x) = 1. Dann ist (mit Subst. z = sinu, dz = cos udu)

/Af(x,y)d(ﬂ?vy) B /_11 (/_\/\/Zldy> "

:i/z(vq—aﬁ—(—vq—aﬁndx

1
:/ 2/ 1 — z2dx
1

arcsin(1)
= / 24/1 — (sinu)? cosudu
a

resin(—1)

arcsin(1)
= / 2(cos u)?du

resin(—1)

Die Stammfunktion lautet
1
/(cos w)?du = 3 (u+sinucosu) + C
und man erhdlt (mit arcsin(—z) = — arcsin(z), cos(arcsin x) = v/1 — x2 und arcsin(1) = %)

[ @)ty = o+ sinucos

A
= arcsin(1) — arcsin(—1) + 1 - cos(arcsin(1)) — (—1) - cos(arcsin(—1))
= 2arcsin(1) + cos(arcsin(1)) + cos(arcsin(—1))

= 2arcsin(1) + V1 — 12+ /1 —(—1)2

= T.
Dies ist der Fldcheninhalt des Einheitskreises.

Lemma 9.6. Der Fldcheninhalt einer Menge A C R? ist [, 1d(z,y) und das Volumen einer Menge
B CR3ist [p1d(z,y, 2).

Definition 9.7 (Polarkoordinaten). Sei g: [0, 00) x [0,27) — R? gegeben durch

T COS @ . cosp —rsine
9(r.¢) = (rsingp) mit Dg(r, ) = <sing0 7 COS ) '

Ist (x,y)T = g(r, ), dann heifen (r, p) Polarkoordinaten des Punktes (x,).

Die Einschriankung g: (0,00) x (0,27) — R2?\ ([0, 00) x {0}) ist eine Bijektion.
Analog zur Substitutionsregel gibt es auch die Moglichkeit, mehrdimensionale Integrale zu
transformieren, welche die Berechnung des Integrals unter Umsténden erleichtert:

Satz 9.8 (Transformationssatz). Sei A C R" eine offene Menge und sei g: A — g(A) C R" ein
Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung mit stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung. Ist f auf der Menge g(A) integrierbar, dann gilt

b/f@@:/mmmwwmwm
g(A) A

wobei Dy die Jacobi-Matrix von g ist (siehe Abschnitt|4.3) und det(Dg) die Funktionaldeterminante
von g, d.h. die Determinante von Dg.
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Beispiel 9.9. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man den (abgeschlossenen) Kreis mit Radius
R > 0um (0,0)” auf folgende Weise darstellen:

A= {(CC,y)TERQ‘ z=rcosp,y=rsing,0<¢p<2m,0<r <R}
= {(rcoscp,rsingo)T‘ 0<r<R0< g0§27r}.

Berechnen wir analog zu Beispiel den Flacheninhalt des Einheitskreises, d.h. wir setzen R = 1
und f = 1. Weiter sei g(r, ) := (rcos p,rsin¢)! und damit

cosp —rsing
sinp rcose

Dg(r,p) = ( > , also det(Dg(r,p)) = r(cos2g0 + sin? ©)=r.

Mit der Transformationsregel ist folglich

/ f(z,y)d(z,y) = / f(rcosp,rsing)-rd(r,¢)
A g~1(4)

1 27
:// 1-rdedr
0 Jo
1
:/ 2mrdr
0

1
=2 [%72}0

= .

Fiir die Integration iiber Teilmengen des R? gibt es zwei Spezialfille der Transformation, die wir
uns ansehen wollen — der Ubergang zu Zylinder- und zu Kugelkoordinaten.

Definition 9.10 (Zylinderkoordinaten). Sei g: [0,00) x [0,27) x R — R3 gegeben durch

7 cos(p) cosp —rsing 0
g(r,p,z) = | rsin(p) mit Dg(r,p,z) = | sinp 7rcose 0
z 0 0 1

Ist (x,y,2)" = g(r, p, z), dann heifSen (r, p, z) Zylinderkoordinaten des Punktes (z,y, 2).
Definition 9.11 (Kugelkoordinaten). Sei g: [0,00) x [0,7) x [0,27) — R3 gegeben durch

rsin @ cos @ cospsinf rcosepcosf —rsinpsind
g(r,0,¢) ;== | rsinfsinp mit Dg(r,0,¢) = | sinpsinf rsinpcosf rcospsinb
r cos cos 6 —rsinf 0

Ist (x,y,2)T = g(r,0, ), dann heifen (1,0, o) Kugelkoordinaten des Punktes (x,, z).
Fassen wir im Folgenden diese drei Spezialfélle des Transformationssatzes zusammen:

Satz 9.12. Seien A; C R? und Ay, A3 C R3und f1: Ay — Rund fo: Ay — R, f3: A3 = R
integrierbar iiber ihrem Definitionsbereich. Dann gelten folgende Aussagen:

Polarkoordinaten: Hat A; die Darstellung

A = { (;) =g(r, o) = <;ij£> ‘ <;> < AT}

mit det(Dg(r, v)) = r, so gilt die Transformationsformel

fi(z,y)d(z,y) = / r- fi(rcos g, rsin @)d(r, ).

Ay Az
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Zylinderkoordinaten: Hat A, die Darstellung

T 7 COS r
Ay = y| =g(r,p,z)= [ rsing o | € B*
z z z

mit det(Dg(r, ¢, z)) = r, so gilt die Transformationsformel

fol@, 9, 2)d(z, 9, 2) = / r- g(rcosp, rsing, 2)d(r, @, 2).
B.

Ao 5

Kugelkoordinaten: Hat As die Darstellung

x rsinf cos r
Az = y| =g(r6,p)=| rsinfsing 0| e A
z r cos 6

mit det(Dg(r, 0, p)) = r?sin 6, so gilt die Transformationsformel

fa(z,y,2)d(z,y, 2) :/ r2sin @ - f3(rsinf cos @, rsin O sin @, 7 cos 0)d(r, 6, ).
A

As 3

Die Funktionaldeterminante von Polar- und Zylinderkoordinatentransformation ist jeweils r, die
der oben angegebenen Kugelkoordinatentransformation ist 72 sin . Beide sind positiv auf den
Definitionsbereichen der Transformationen (so wie oben angegeben), so dass kein Betrag notig
ist.

Beispiel 9.13. Sei K (0) die offene Kugel mit Radius R > 0 mit Mittelpunkt (0,0, 0). Das Volumen
der Kugel ist dann (mit Ubergang zu Kugelkoordinaten)

R T 27
/ ld(z,y, 2) = / </ </ r? sin@dgp) d9> dr
Kg(0) 0 0 0
R T
= / (/ (27r 72 sin 9) d¢9> dr
0 0
R T
:/ (277 . 7‘2/ sin€d9> dr
0 0

R
:/ 21 -2 - [= cos + cos 0] | dr
0 %/_/
=2
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