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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Die Elemente eines Wahrscheinlichkeitsraumes

Definition 1.1.1. Jeder mogliche Ausgang eines Zufallsexperiments wird als Ergebnis oder Elemen-
tarereignis bezeichnet. Die Menge aller Ergebnisse bezeichnen wir als Grundraum oder Ergebnisraum
und notieren ihn als (). Teilmengen des Grundraumes bezeichnen wir als Ereignisse.

* Das Ereignis A = @ (leere Menge) wird als unmogliches Ereignis bezeichnet.

* Das Ereignis A = ) wird als sicheres Ereignis bezeichnet.

* Das Ereignis A := Q\ A wird als das zu A komplementére Ereignis oder Gegenereignis zu A

bezeichnet.

Beispiel 1.1.2. Zufallsexperimente und mégliche Grundrdume zur Modellierung:

i) Ergebnis eines Wiirfelwurfes: QQ = {1,2,3,4,5,6}
ii) Zweifacher Miingwurf: Q = {K,Z}* = {(K,K),(K,Z2),(Z,K),(Z,Z)}
iii) Lebensdauer einer Glithlampe in Stunden: 2 = [0, c0)
Definition 1.1.3 (Potenzmenge). Die Potenzmenge P(2) einer Menge () ist die Menge der Teilmen-

gen von ), d.h.
P(Q):={A| ACQ}.

Definition 1.1.4 (o-Algebra). Ein Mengensystem </ C P({2), d.h. eine Menge von Teilmengen von ),
heifst o-Algebra, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Qe .

2. Ist A € o, so ist auch das Komplement A¢ € 7.

3. Sind Ay, A,, ... € &, so ist auch deren Vereinigung | J7~, A, € <.

Lemma 1.1.5. Fiir jede o-Algebra <7 gilt:

(a) O e
(b) Al,AQE%jAIUAQG%;
(c Ancd neN= [ A, AiNA €.

Beweis.



(a) Aus Eigenschaften 1 und 2 folgt Q € & = @ = Q° € «.
(b) Setze A, = @ fiir n > 3 und wende Eigenschaft 3 an.

(¢) Esist (N,en An) = U,en AS € o nach Eigenschaft 2 und 3. Folglich ist wieder mit Eigenschaft
2 auch (.4 An € &7. Setzt man A, = () fiir n > 3, so folgt die Aussage fiir zwei Ereignisse.

O
Beispiel 1.1.6. Beispiele fiir o-Algebren:

) Ist Q # @, so ist stets o7 := {D,w} die triviale o-Algebra.
ii) Zu jeder Menge ) # @ ist die Potenzmenge P({) stets eine o-Algebra.

Definition 1.1.7. Die kleinste o-Algebra, die eine gegebenes Mengensystem .# C P(N2) enthdlt, be-
geichnen wir mit o(.#') und wir sprechen von der durch .# erzeugten o-Algebra.

Ist .# C P(Q) fir eine nichtleeres Menge (2, so gilt
=({« CP(Q)| o ist eine o-Algebra, .# C o/} .

Definition 1.1.8. Auf einem Grundraum S sei &/ C P(S2) eine o-Algebra. Eine Abbildung P: o/ —
[0, 1] heifst Wahrscheinlichkeitsmal3, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt.

Normierung: P(Q2) = 1.

o-Additivitit: Fiir jede Folge paarweise disjunkter Ereignisse (Ay)ren C <7 gilt

P (UAn> => P(A,)

neN neN

Beispiel 1.1.9. Sei (2, &7) ein messbarer Raum.

1) Zu einem beliebigen w, € (2 ist das Diracmayf3 d,,,(A) := L{wyeca}, A € o7, ein Wahrscheinlichkeits-
mays.

ii) Sind (IP,),en Wahrscheinlichkeitsmafse auf <7, so definiert auch jede Konvexkombination ) APy
mit A\, >0 (n € N) und > _ A\, = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf </ .

neN

Lemma 1.1.10. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P : o/ — [0, 1] gilt:

P(@) = 0;

VAe o P(A°) =1—P(A);

A, Be o/, AC B=P(A) <P(B) (Monotonie);

VA Be o : PIAUB)=P(A)+P(B) —P(AN B);

VA, € o, n>1: P(U,s, An) < 22,51 P(A,) (Subadditivitdt, Bonferroni-Ungleichung).

Rk b=

Beweis.
1. Mit A, = @ gilt wegen o-Additivitdt P(@) = 3 ., P(D), also P(@) = 0.
2. Ubung!



3. Mit A; = A, Ay = B\ A (und A, = @, n > 3) gilt (Wahrscheinlichkeiten sind nicht-negativ)

P(B) = P(A,UAy) = P(A,) + P(As) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

4. Zerlege disjunkt: AUB = (A\ B)U(B\ A)U(ANB), A= (A\B)U(ANB), B = (B\A)U(ANB)
und verwende die Additivitat von P:

P(AUB) = P(A\ B) + P(B\ A) + P(AN B)

= (P(A) = P(ANB)) + (P(B) — P(AN B)) + P(AN B)
— P(A) + P(B) — P(AN B).

5. Setze By = Ay, B, = A, \ U,.,, 4i» n > 2. Dann gilt B, C A,, Un21 B, = Un21 A, aber
die (B,,)n>1 sind nach Konstruktion paarweise disjunkt. Also folgt mittels o-Additivitat und

Monotonie )
IP’( U An) — P(UBn) — Y P(B.) < 3 P(A).

Beispiel 1.1.11. Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsrdume und Ereignisse:

i) Wiirfeln mit zwei unterscheidbaren Wiirfeln wird durch die Grundmenge Q) = {1,2,3,4,5,6}>
beschrieben. Interpretation ist, dass Versuchsausgang (ni,ns) € €) bedeutet Augenzahl des 1.
Wiirfels = nq, des 2. Wiirfels = n,. Ereignisse sind 2.B. A; =,es wird ein Pasch gewiirfelt, A, =
,die Augensumme ist 7%, As =,es tritt keine 1 auf“. Ereignisse werden als Teilmengen von ()
modelliert:

Al = {<n17n2) € Q| ny = n2} = {(17 1)7 (272)7 (373)7 (474)7 (575>7 (676)}7
={(n1,n2) € Q| ny+ne =7}
Az ={(n1,n2) € Q| ny # lund ny # 1} .

s
|

Sind alle Versuchsausgdnge gleich wahrscheinlich, so ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
A C Q gleich der Anzahl aller fiir A giinstigen Versuchsausgdnge geteilt durch die Anzahl aller
moglichen Versuchsausgdnge, d.h. P(A) = %, sprich ,die Wahrscheinlichkeit von A ist gleich
dem Verhiltnis der Anzahl Elemente von A zu der von Q“ Wir erhalten P(A,) = %, P(A,) = &,
P(A3) = 2.

ii) Beim n-fachen Wurf einer Miinze setzen wir 2 = {0,1}" mit der Interpretation, dass b =
(b1,...,b,) € § das Ergebnis in den Wiirfen 1 bis n via b; = 1 fiir Kopf im i-ten Wurf, b; = 0
fiir Zahl im i-ten Wurf kodiert. Wir betrachten die Ereignisse

A ={(1,...,1)} (n-mal Kopf),
Ay={beQ|by+---+b,=n—1} ((n — 1)-mal Kopf / einmal Zahl),
As={beQ|by+---+b, <n—1} (mindestens einmal Zahl).

Sind alle Versuchsausgdnge gleich wahrscheinlich, so erhalten wir P(A;) = 27", P(A4y) = n27",
P(A3) = 1 — 27™. Beachte, dass A3 = A := Q \ A; und somit P(A;) + P(A3) = 1 gilt.
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Satz 1.1.12. Sei (2,.o/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien Aj, A, ... € </ abzdhlbar viele
Ereignisse.

1. Stetigkeit von unten: Gilt A} C Ay C ... und ist A* := |, oy An, S0 gilt

lim P(A,) = P(A%).

n—0o0

2. Stetigkeit von oben: Gilt A; D A; O ... und ist A, := [,y An, S0 gilt

lim P(A,) = P(A,).

n—oo

Bemerkung 1.1.13 (Notation).

 Gilt Ay C Ay C .., so schreibt man auch A,, T A* := J,.cy Ak

* Gilt Ay 2 Ay D .., so schreibt man auch A, | A, = ey As-
Beweis.

1. Um die o-Additivitdt von P ausnutzen zu konnen, miissen wir A* als disjunkte Vereinigung
schreiben. Mit der Festlegung Ay := @ und B, := A, \ A,,_1, n € N, gilt

A= J A, =B

neN neN

Unter Verwendung der bereits bekannten Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmal3es gilt
damit

Pmﬂzp<tﬂﬁ>:E]NBQZ§$§:wazygp<Lﬁ%)ZE&PMQ.

k=1

2. Aus A, | A, folgt AS 1 (A,)° und mit dem 1. Teil folgt

lim P(A,) = lim (1 — P(A%)) = 1 — P((A,)°) = P(A.).

n—o0 n—oo

]

Satz 1.1.14. Sei </ eine o-Algebra auf 2 und sei (): &/ — [0, 1] eine normierte, additive Mengenfunk-
tion, d.h. Q(Q2) = 1und Q(AU B) = Q(A) + Q(B) fiir alle disjunkten A, B € /. Erfiillt ) zudem die
Stetigkeit von unten, so ist () o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmays.

Beweis. Ubung! O



1.2 Zufallsvariablen

Definition 1.2.1. Es sei (2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (M, .%#) ein messbarer Raum.
Dann heifst eine Funktion X : Q0 — M (<7, .%)-messbar, falls

VBeZ: X Y(B)ed

gilt. Jede solche messbare Funktion heifst (M, .F)-wertige Zufallsvariable. Fiir M = R? wird kano-
nisch F = Bpa (Borel-o-Algebra, siehe Definition [1.4.5) gewdhlt, und man spricht blof$ von einer
Zufallsvariablen (d = 1) bzw. einem Zufallsvektor (d > 2).

Die Verteilung einer (M, .7 )-wertigen Zufallsvariablen X ist das Wahrscheinlichkeitsmaf3 (Ubung!)

PY(B):=P(X € B)=P(X '(B)), Bec%Z.

Die Verteilung P~ von X ist also das BildmafS von P unter X.
Wir schreiben kurz {X € A} == {w e Q| X(w) e AL {X =2} ={weQ|X(w) =z}, (X € 4) :=
P{X € A}), P(X =) :=P({X = z}) etc.

Beispiel 1.2.2.

i) Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln interessiert uns die Augensumme X als abgeleiteter Parameter. For-
mal betrachten wir Q = {1,2,3,4,5,6}%, X : Q@ — R mit X((ny,n2)) = ny + ny. Das Ereignis
{X = 7} ist dann die Kurzschreibweise fiir

{w S Q| X(w) = 7} = X_l({7}> = {(1’6)7 (275)7 (3’4)’ (47 3)7 (572)a (6a 1)} cQ

und {X ist gerade} = {w € Q| X(w) € {2,4,6,8,10,12}}.
X transportiert das Wahrscheinlichkeitsmafs P von €2 nach R:

PX(A) = P(X(A)) = P(X € A) = P({w € Q| X(w) € A}), ACR.

Beachte, dass hier jede Funktion X : Q2 — R messbar und damit Zufallsvariable ist, da 2 mit der
Potenzmenge P(2) als o-Algebra versehen ist, so dass P~ sogar auf P(R) wohldefiniert ist.

ii) Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, IP) ist die Indikatorfunktion X (w) = L4(w) = L{ueay,
w € (), genau dann eine reellwertige Zufallsvariable, wenn A € < gilt. Fiir ihre Verteilung gilt
PX = P(A°)6y + P(A)d;.

1.3 Diskrete Verteilungen und Kombinatorik

Definition 1.3.1. Ist ) eine (hochstens) abzdhlbare (d.h. endliche oder abzdhlbar unendliche) Menge
und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf o/ = P(RQ2), so heifst ({2, «7,P) diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Man nennt eine M-wertige Zufallsvariable X diskret verteilt, falls sie beziiglich P(M)
messbar ist und einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (M, P(M),PX) generiert. Ist X eine dis-
krete M-wertige Zufallsvariable und M C R? (M abzdhlbar und somit P(M) Unter-o-Algebra der
Borel-o-Algebra), so bezeichnet man X auch als diskrete R%-wertige Zufallsvariable.

Beispiel 1.3.2. Das Modell des Wiirfel- und des n-fachen Miinzwurfs bildet einen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum. Die Augensumme beim Miinzwurf ist eine diskret verteilte Zufallsvariable.
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Lemma 1.3.3.
1. Ist (Q, o/, IP) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist IP eindeutig durch seine Zéhldichte
p: Q= [0,1] mit p(w) := P({w}) festgelegt.

Ebenso legt bei einer diskret verteilten M-wertigen Zufallsvariablen X die zugehérige Zdhldichte
pX(x) =P(X = z), x € M, die Verteilung PX eindeutig fest.

2. Ist andererseits €2 eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge und besitzt p : 2 — [0, 1] die
Eigenschaft ) ., p(w) = 1, so wird durch

P(A) =Y plw). AcCQ

w€eA
ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf o/ = P(S2) definiert, dessen Zdhldichte p ist.
Beweis.

1. Wegen o7 = P(2) und 2 abzéhlbar gilt fiir alle A € &/

P(4) = P( (J{w}) = S PUwh) = Y plw).

w€EA wEA w€eA

Dies gilt entsprechend auch fiir die Verteilung P* einer diskreten Zufallsvariablen.

2. Offensichtlich gilt P(2) = >, p(w) = 1. Fiir paarweise disjunkte A, C 2 gilt zudem

P(UA) = > )= > plw) =D P4,

n>1 weU,>1 An n>1 weA, n>1

also o-Additivitat. Beachte dazu, dass Reihen mit nicht-negativen Gliedern beliebig umsor-
tiert werden diirfen.

U]
Satz 1.3.4 (Kombinatorik). Im Folgenden seien n, k € N mit k < n.

Variation mit Zuriicklegen: Es gibt n* Moglichkeiten, k Objekte aus einer Menge von n verschiede-
nen Objekten auszuwdhlen, wenn jedes Objekt beliebig oft in der Auswahl vorkommen darf und
die Reihenfolge der gezogenen Objekte beachtet wird.

Variation ohne Zuriicklegen: Es gibt (n%'k), Moglichkeiten, k Objekte aus einer Menge von n ver-
schiedenen Objekten auszuwdhlen, wenn jedes Objekt hochstens einmal in der Auswahl vorkom-
men darf und die Reihenfolge der gezogenen Objekte beachtet wird.

Kombination mit Zuriicklegen: Es gibt ("*7~") Moglichkeiten, k Objekte aus einer Menge von n

verschiedenen Objekten auszuwdhlen, wenn jedes Objekt beliebig oft in der Auswahl vorkommen
darf und die Reihenfolge der gezogenen Objekte nicht beachtet wird.

Kombination ohne Zuriicklegen: Es gibt (Z) Moglichkeiten, k Objekte aus einer Menge von n ver-
schiedenen Objekten auszuwdhlen, wenn jedes Objekt hochstens einmal in der Auswahl vorkom-
men darf und die Reihenfolge der gezogenen Objekte nicht beachtet wird.

Beweis.



Variation mit Zuriicklegen: Fiir jedes der k Experimente, in dem ein Objekt aus n Objekten gezo-
gen wird, gibt es n Moglichkeiten. Nach dem (verallgemeinerten) Zahlprinzip ergeben sich
insgesamt also

nnn:nk
—_——
k Versuche

Moglichkeiten.

Variation ohne Zuriicklegen: In jedem Versuch reduziert sich die Anzahl der Moglichkeiten fiir
den folgenden Versuch um 1, so dass es insgesamt

n!

n.(n_1)-...-(n—k+1)=m

Moglichkeiten gibt.
Kombination ohne Zuriicklegen: Wir konnen zunichst die Variation ohne Zuriicklegen betrach-
ten, d.h. es gibt #'k), Moglichkeiten, wenn die Reihenfolge beachtet wird. Da die Reihenfolge

jedoch nicht beachtet werden soll, miissen wir durch die Anzahl moglicher Permutationen der
ausgewahlten & Elemente, also k!, teilen. Somit ergeben sich

o= (1)

Kombination mit Zuriicklegen: Da die Elemente der Grundgesamtheit unterscheidbar sind, num-
merieren wir diese und identifizieren sie mit ihrer Nummer, d.h. wir wollen k& Elemente aus
{1,2,...,n} auswéhlen ohne Beachtung der Reihenfolge und mit Zuriicklegen der bereits
gezogenen Zahlen. Die Menge solcher Kombinationen ist

Moglichkeiten.

K} (mZ) = {(al,...,ak) ENk| 1<a; < ... gakgn}.
Im Gegensatz dazu sei die Menge der Kombinationen ohne Zuriicklegen
Kj(oZ) = {(a1,...,a) ENk’ 1<a;<...<a<n}.

Wir wollen zeigen, dass es eine Bijektion f: K'(mZ) — K™ '(0Z) gibt.! Wenn uns das

gelingt, so folgt daraus?, dass beide Mengen gleich viele Elemente haben, also gerade ("+Z_1).

Die bijektive Abbildung lautet wie folgt:

Setzen wir

b12:a1+1—1:a1
b2::a2+2—1:a2—|—1

bk::ak—i—k—l,

1Ein alternativer Beweis iiber eine Aquivalenzrelation und ihre Aquivalenzklassen findet sich in [Kre05] auf S. 8.
2Bekanntes Resultat aus Analysis: Gibt es eine Bijektion zwischen zwei endlichen Mengen, so enthalten diese gleich
viele Elemente.



so ist (by, by, ..., b,) € K™ 1(0Z). Zum Nachweis der Bijektivitit geben wir die Umkehrab-
bildung von f an:

O]

Beispiel 1.3.5. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Raum mit n Personen keine zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben? Geht man von 365 Tagen im Jahr aus, so ist die Menge
aller Geburtstagskombinationen gerade 2 = {1,..., N}" mit N = 365. Das Ereignis, das keine zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben, entspricht dann gerade A = {(ki,...,kn)|k1,..., ky €
{1,..., N} paarweise verschieden}. Unter der Annahme einer Gleichverteilung ergibt sich daher fiir
die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) = % Approximativ ergibt sich (mit Hilfe der Taylor-
Approximation des Logarithmus) P(A) ~ exp(—n(n — 1)/(2N)) und konkret 0,432 fiir n = 25;
4,4-107* fiir n = 50; 2,2 - 10~° fiir n = 80; 2,7 - 10~ fiir n = 100.

Definition 1.3.6. Die Laplace-/Gleich-Verteilung (uniform distribution) ist gegeben durch die Zdhl-
dichte pyo)(w) = \ﬁll’ w € Q, auf einer endlichen Grundmenge Q. Gilt p* = pu() fiir eine diskrete
Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X Laplace- oder gleichverteilt auf € ist, Notation X ~ U({2).

Beispiel 1.3.7. Der Wurf zweier fairer Wiirfel kann mit Q0 = {1,2,3,4,5,6}> und der Zdhldichte
p(w) = %, w € Q, also der Gleichverteilung auf €2, modelliert werden.

Definition 1.3.8. Die hypergeometrische Verteilung mit Parametern 0 <n < N, 0 < K < N ist auf
Q2 ={0,..., K} gegeben durch die Zdhldichte

N-K\ (K
pHyp(N,K,n)(k) == w7 ke {O, C ,K}

()

Gilt p* = pryp(n K n) fllr eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X hypergeometrisch verteilt
ist, Notation X ~ Hyp(N, K,n).

Beispiel 1.3.9. Lotto, siehe Ubung.

Definition 1.3.10. Das Bernoulli-Schema (die Bernoulli-Kette) der Ldnge n € N mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] auf Q = {0, 1}" ist gegeben durch die Zdhldichte

pBe’rn(n,p) (W) - pZ?:1 wz<1 - p)n_zyzlwia W= (wh .. awn) S {07 1}71

Beispiel 1.3.11. n-facher Miinzwurf mit einer Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p ’Kopf’ (also ’1’)
zeigt.

Definition 1.3.12. Die Binomialverteilung mit Anzahl n € N und Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
auf Q = {0, ...,n} ist gegeben durch die Zdhldichte

n -
pBin(n,p)(k> = (k)pk(l - p)n k, ke {0, ]., R 77’L}.

Gilt p* = PBin(n,p) flir eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X Binomial-verteilt ist,
Notation X ~ Bin(n, p).
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Beispiel 1.3.13. Die Binomialverteilung zdhlt die Anzahl der ’Erfolge’ in einem Bernoulli-Schema.
Betrachte dazu auf Q) = {0,1}" die {0, ..., n}-wertige Zufallsvariable X (w1, ...,w,) = wi + -+ + wp.
Dann gilt fiir k € {0,...,n}

P(X=k)= > Perntnp)(@)

w:X (w)=k

= Y pa-pt

wiwi+Fwn=Fk

= (Z)p’“(l —p)"

Also ist die Verteilung P* von X gerade die Binomialverteilung mit Parametern n und p, kurz X ~
Bin(n, p).

Definition 1.3.14. Die Multinomialverteilung mit Anzahl n € N, Klassenzahl r € N und Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten py,...,p, € [0, mit >, _ p; = listaufQ ={k € {0,....,n}" | k1+---+k, =n}
gegeben durch die Zdhldichte

n! &
pMult(n,r,pl,...,pr)(k) = mpll .. .pfr’ ke,

Giltp* =p Mult(n,r,p1,....p,) JUT eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X Multinomial-verteilt
ist, Notation X ~ Mult(n,r, p1,...,pr).

Beispiel 1.3.15. Die Multinomialverteilung Mult(n,r,p1,...,p,) zdhlt die Anzahl der Versuchsaus-

gdnge in r Klassen bei n Versuchen und Klassenwahrscheinlichkeiten p1, ..., p,. Werden die Ziffern
‘0’ bis "9’ rein zufdllig n-mal ergeugt, so kann man die erhaltenen Hdufigkeiten der Ziffern mit der
Mult(n, 10, 15, . . . , 75)-Verteilung beschreiben. Im Fall r = 2 erhalten wir ky = n—ky fiir k = (ky, ks) €

Q und somit paruit(n,2.p,1—p) (k) = PBin(np) (k1) Mehr zur Multinomialverteilung findet man in Abschnitt
2.2.2 von [|Geol5].

Definition 1.3.16. Die geometrische Verteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1] ist auf Q) =
N gegeben durch die Zdhldichte

Peeopy(k) = (1 —p)"'p, keN.

Gilt p* = PGeo(p) fUir eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X geometrisch verteilt ist,
Notation X ~ Geo(p).

Beispiel 1.3.17. Die geometrische Verteilung beschreibt bei einem beliebig langen Bernoulli-Schema
(intuitiv, da noch nicht formal konstruiert) die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg. Betrachte
dazu X : {0, 1} — N mit

1, falls Vi : w; =0,
min{i € N|w; = 1}, sonst.

X((wi)iz1) = {
Dann gilt (weiter intuitiv)
P(X =k)=PVi<k:w =0,wp=1) = ppern(p(0,...,0,1) = (1 —p)*p,
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und X ist geometrisch verteilt. Beachte dazu, dass das Ereignis {Vi € N : w; = 0} wegen p > 0
Wahrscheinlichkeit lim,, (1 —p)™ = 0 besitzt und der Wert 1 fiir X auf diesem Ereignis vollig beliebig
war. Fiir eine rigorose Herleitung muss der Wahrscheinlichkeitsraum des beliebig langen Bernoulli-
Schemas konstruiert und die Messbarkeit von X nachgewiesen werden, was erst spdter geschehen
wird. Natiirlich ist die geometrische Verteilung auch ohne diese Interpretation stets wohldefiniert.

Bemerkung 1.3.18. Besitzt eine Zufallsvariable die Zdhldichte pX (k) = (1 — p)*p fiir k € Ny, so
wird X in der Literatur auch als geometrisch verteilt bezeichnet. Die Interpretation ist hier nicht die
Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg, sondern die Anzahl Misserfolge bis zum ersten Erfolg. Um
Verwirrungen zu vermeiden, werden wir in dieser Vorlesung unter der geometrischen Verteilung nur
Verteilung aus der obigen Definition verstehen.

Definition 1.3.19. Die Poissonverteilung mit Parameter A > 0 ist auf 2 = Ny gegeben durch die
Zdhldichte

PPois()) (k) =€ - k € Np.

Gilt pX =p Pois() fUr eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir;, dass X Poisson-verteilt ist, Notation
X ~ Poisson(\).

Satz 1.3.20 (Poissonscher Grenzwertsatz). Fiir n € N seien Parameter p, € [0,1] gegeben mit
lim,, o, np, = A > 0. Dann gilt fiir alle k € Ny

lim szn(n,pn)(k> = PPois()\) (k)

n—0o0

Beweis. Sei k € Ny fest gewdahlt. Fiir n € N sei zudem A, := n - p,,. Dann gilt

PBin(npn) (k) = (Z)pﬁ(l ) = n(n—1)(n — 2}2!. (n—k+1) (ﬁ)k (1 B ﬁ)u—k

n n

MNeopon—1 n—k+1 ( )\n)n < )\n)_k

no D00 7 12" 12"

k' n n n n n

- — ~ -
() (I1) (II1) (Iv)
— _6_)\
k!
Um die Konvergenz zu sehen, benotigt man zunéchst, dass aus lim a, = ¢ und lim b, = b sofort
n—oo n—o0

lim (a,b,) = ab folgt, d.h. wir kénnen alle Faktoren getrennt untersuchen.
n—o0

. Mz
® Jim 3 =5

(I) Jeder der Faktoren konvergiert gegen 1, so dass auch das Produkt der %k Faktoren gegen 1
konvergiert.

(III) Da A\, =3 X\ und (1+% "X ¢* gehen, konvergiert dieser Ausdruck insgesamt gegen e .
Die Details findet man im Fundamentallemma in Abschnitt 8.1 in [K699].

(IV) Wegen lim,, ,, % = 0 konvergiert der gesamte Term gegen 1.
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Bemerkung 1.3.21. Es gilt folgende nicht-asymptotische Fehlerabschdtzung:

Z ‘szn(n,p)Uf) - pPois(np)(k>‘ < 2np27
£>0

wobel pgin(np) (k) = 0 fiir k > n gesetzt wird. Dies kann man rein probabilistisch mit einem sogenann-
ten Kopplungsargument beweisen, vergleiche Satz 5.34 in [Geol5]] oder Satz 5.9 in [Kre05].

Beispiel 1.3.22. Die Poissonverteilung heifst auch ,Verteilung seltener Ereignisse” wegen p, — 0 im
Poissonschen Grengzwertsatz. Typische Beispiele sind die Anzahl von Geburten an einem Tag in einer
Kleinstadt oder die Anzahl an Blitzeinschldgen in einem festen Gebiet und einem festgelegten Zeitraum.

1.4 Maf3theorie und stetige Verteilungen

Satz 1.4.1 (Vitali, 1903). Sei Q = {0,1}". Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaf8 P auf der
Potenzmenge P(S), das folgender Invarianzeigenschaft geniigt:

VACQ, neN: P(T,(A)) =P(A),
wobei T, (w) = T, (wy,wa,...) = (Wi, ... ,Wn_1, l =Wy, Wny1, . ..) das Ergebnis des n-ten Wurfs umkehrt.
Beweis. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf Q:
w~w = AN>1Vn>N: w, =uw,.

Also sind zwei Versuchsausginge dquivalent, wenn sie sich nur an endlich vielen Stellen unter-
scheiden. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Menge A C €, die aus jeder Aquivalenzklasse
genau einen Reprasentanten enthélt. Es sei . := {S C N|S endlich}. Wegen . = |J,,-,{5 C
N| max S = m} ist . abzéhlbar unendlich. Fiir eine Menge S = {ny,...,n;} € .% setze Ts =
T,, oT,,o---oT,, (Cflip’beiden Stellen in 5).

Dann gilt Q = (Jgc, T5(A), weil zu jedem w € 2 ein w’ € A existiert mit w’ ~ w, also auch ein
S € ¥ mit w = Ts(w'). Aullerdem sind die Mengen Ts(A), S € ., paarweise disjunkt, denn
Ts(w) = Te(w') impliziert w ~ Ts(w) = T/ (w') ~ w’ und somit folgt fiir w,w’ € A, dass w = W’ gilt
(A enthilt genau einen Reprisentanten jeder Aquivalenzklasse) und folglich auch S = S’ (nach
Definition von T, Ts/). Wir schliefen aus den Voraussetzungen an P

1=P(Q) = P( |J Ts(4)) = D PB(Ts(4) = 3 P(A).

Ses Ses Ses

Weil die Reihe rechts entweder null oder unendlich ist, ist dies ein Widerspruch, und ein solches P
kann es nicht geben. O

Bemerkung 1.4.2. Der Satz zeigt, dass wir das beliebig lange Miinzwurfexperiment oder Bernoulli-
Schema mit p = 1/2 nicht auf der Potenzmenge definieren kénnen. Der Beweis beruht auf dem Aus-
wahlaxiom. Ein anderer Satz von Vitali besagt, dass auch das Lebesguema/3 nicht auf der Potenzmenge
von R oder von [0, 1] definiert werden kann. Dieser kann aus dem hier angegebenen Satz per Wider-
spruch hergeleitet werden. Idee: Betrachte Xj, : [0,1] — {0,1}, k > 1, mit Xj(u) = L2 (28 u
mod 1), wobei x = y mod 1 ist, falls x — y € Z ist. Damit ist u = Y _,-, Xx2~* (Bindrdarstellung).
Dann ist X (u) := (Xj(u))r>1 eine Abbildung von [0,1] nach {0,1}N. Wdre X das (eingeschrdinkte)
Lebesguemafs auf P([0, 1]), so wiirde die Verteilung P = \X von X die hier geforderten Eigenschaften
erfiillen. Widerspruch!
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Im Folgenden tragen wir ohne Beweis Grundlagen der Mal3theorie zusammen, wie sie in Analysis
III gelehrt werden. Eine ausfiihrliche Referenz ist [Els11].

Lemma 1.4.3. Sei & C P(Q2) ein System von Teilmengen von €). Dann gibt es eine kleinste o-Algebra
F CP(Q), die & enthdlt.

Definition 1.4.4. In der Situation des vorigen Lemmas sagt man, dass die o-Algebra .% von & erzeugt
wird. & heifst Erzeuger von .# und man schreibt . = o(&).

Definition 1.4.5. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heifst B, := o({O C M | O offen}) Borel-
o-Algebra tiber M.

Satz 1.4.6.

1. Die Borel-c-Algebra By iiber R wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:

(a) & :={(a,b)|a,beR};
(b) & :={[a,b]|a,be R}

{
(0 & :={(a,b]|a,beR};
(d) & :={(—00,0][beR]};
(e) & :={(—o00,b)|be R}

2. Die Borel-o-Algebra By tiber R? wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:

(@ &F:={(a1,b)) X -+ X (agq,bq) |ar,bp € Rk =1,...,d};
(b) &= {lay,bi] x -+ X [ag,ba] | ax,bp € Rk =1,...,d};
(©) &= {(ay,bi] x -+ x (ag,bq) | ag, by € R,k =1,...,d};
(d) & = {(—o00,by] x -+ x (—00,by] | by ER k=1,...,d};
(e) &4 :={(—00,by) x -+ x (—00,bg) |br e R, k=1,...,d}.

Lemma 1.4.7. Eine Funktion g : (Q,.o/) — (M, .7) ist bereits (< , % )-messbar, falls fiir einen Erzeu-
ger & von F gilt

VBe&: g '(B)e .

Korollar 1.4.8.

1.

2.

Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Rdumen (S,dg) und (T,dr) ist Borel-
messbar, d.h. (Bg, Br)-messbar.

Jede Funktion g : Q — R mit {g < y} €  fiir alle y € R ist (<7, Bg)-messbar.

Falls g, : Q — R (&7,Bg)-messbar sind fiir alle n > 1, so auch inf,, g,, sup,, g,, limsup,, gn,
lim inf,, g,,, sofern diese Funktionen endlich sind. Falls der punktweise Grenzwert lim,, g, tiberall
existiert, so ist auch dieser (<7 ,Br)-messbar.

Sind g1,...,94 : Q — R (o, Bg)-messbar und ist h : R — R* Borel-messbar, so ist w +
h(g1(w), ..., ga(w)) (&, Bgk)-messbar; insbesondere sind also messbar: (g1, ..., 94), 91+ g2, g1 —
92, 91 g2, g1/ 92 (falls iiberall wohldefiniert), max (g1, g2), min(gs, g2)-

Istg:Q — S (o, )messbar und h : S — T (¥,.7)-messbar, so ist die Komposition h o g
(o7, T )-messbar.
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Definition 1.4.9. Sei () eine nichtleere Menge. Dann heifst <7 C P(£2) Algebra tiber <), falls gilt:

1. Qe d;
2. Ae o = A€ ;
3. ABeo = AUBe «.

Eine Abbildung . : o/ — |0, co| heifst Pramal? iiber <7, falls gilt:

1. p(@) =0;
2. fir A, € o/, n € N, paarweise disjunkt mit | J,, A, € o7, ist

(U An) = D (A (o-additivitan).

neN neN

w heifst Mal3, falls </ bereits eine o-Algebra ist. Ein Mafs 1 heifst o-endlich, falls es (A,)nen € &7
gibt mit p(A,) < oo, n € N, und Q = |J, A,. Konsistent mit Definition heifst ein Mafs
Wabhrscheinlichkeitsmal3, falls () = 1 gilt.

Satz 1.4.10 (MaRerweiterungssatz von Carathéodory, 1917). Jedes Prdma/s p auf einer Algebra <f
kann zu einem Mafs i auf der von < erzeugten c-Algebra F = o(<f) fortgesetzt werden, d.h. 1 ist
ein Maf$ auf F mit i(A) = u(A) fiir alle A € o

Satz 1.4.11 (Eindeutigkeitssatz). Es seien p und v o-endliche Mafse auf (2, %) und es gebe A,, € %,
n € N, mit (A,) = v(A,) < oo und |J,, A, = §L Stimmen p und v auf einem Ergeuger & von .F
iiberein, der in dem Sinne N-stabil ist, dass A,B € & = AN B € & gilt, so stimmen p und v auf
der ganzen o-Algebra .% iiberein. Insbesondere ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs durch seine Werte auf
einem N-stabilen Erzeuger eindeutig festgelegt.

Wir wollen jetzt Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf R beschreiben, wozu folgender Begriff grundlegend
ist.

Definition 1.4.12. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, Bg) ist die zugehorige Verteilungsfunk-
tion gegeben durch F(x) := P((—o0,z]), x € R; fiir (R, Bg)-wertige Zufallsvariablen X wird durch
FX(z) :==PX((—o0,2]) = P(X < ), z € R, die zugehdrige Verteilungsfunktion definiert.

Lemma 1.4.13. Jede Verteilungsfunktion F' ist monoton wachsend, rechtsstetig und erfiillt

lim F(z)=0 und lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

Beweis. Aus der Monotonie von PP folgt die Monotonie von F, denn fiir z < y gilt
F(x) = P((—o00,2]) < P((—o00,y]) = F(y).

Aus der Stetigkeit von oben von P folgt die Rechtsstetigkeit von ' wegen (—oo, z] =[),,~,(—00, ]
fir jede Folge z,, | = und somit P((—oo,z]) = lim, . P((—00,,]). Ebenso folgt F(z,) — 0 fiir
x, L —oo aus (), (—o0, z,| = @. Letztlich folgt F(x,) — 1 fiir x,, T 0o aus J,,~,(—00, z,] = R und
der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmales von unten. - O

Beispiel 1.4.14. Ist P = §,, eine Einpunktverteilung, so ist F'(x) = Lz 00) (7). Fir P =3 ., pnos,

mit p, >0, Y0 Pn = Lund x < 3 < -+ gilt F(x) = Y0 p, filr @ € [zy, 2x11) sSowie F(z) =0
fiir v < xy und F(x) =1 fiir x > lim,,_, z,, (falls dieser Grenzwert endlich ist).
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Satz 1.4.15. Sei F' : R — R eine monoton wachsende, rechtsstetige Funktion. Dann existiert ein Ma/s
w auf (R, Bg) mit
p((a, b)) = F(b) — F(a), a<beR.

 ist eindeutig durch F definiert und heifst Lebesgue-Stieltjes-MalR zu F.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt mit dem Eindeutigkeitssatz, weil {(a,b]|a,b € R,a < b} U{@} ein
N-stabiler Erzeuger von By ist. Betrachte

K
:{U(ak,bk]’Kz1,—OO§G1<b1<"'<&K<bK§OO}U{®},
k=1

wobei wir (ak, 00| := (ax,o0) setzen. Dann ist R € &7 (setze K = 1, a3 = —o0, by = o0), &/ ist
U-stabil (links-offene, rechts-abgeschlossene Intervalle sind U-stabil) und es gilt A € & = A° € &
(wegen (a, b]° = (—o00, a] U (b, o0]). Damit ist 7 eine Algebra. Auf v definiere

(U ak,bk> =S (F(by) — Flay)) mit F(oc) := lim F(x).

r—+o0
k=1

Da die Intervalle disjunkt sind, ist i offensichtlich wohldefiniert und additiv auf <, d.h. u(AUB) =
u(A) 4+ u(B) fiir disjunkte A, B € <.

Der Nachweis, dass ; ein Pramaf, also o-additiv ist, ist nicht-trivial. Seien dazu A, = |, (a7, 0] €
/,n > 1, paarweise disjunkt und A, := J,-; A» € &/. Schreibe A, = U,ﬁi(ai", b°] (mit K <
o0, da A, € &/ angenommen wird). Dann ist zu zeigen:

KOO

Ax) =D pl(ag, b)) ZZM (ap, bp]) =Y (A

k=1 n>1 k=1 n>1

Es reicht, dies fiir ein Intervall links nachzuweisen und dann endliche Additivitit zu benutzen. Wir
miissen also zeigen:

(@™, 6] = Un>1(a 0" = p(( Z,u a, b")

n>1

Wegen Additivitdt von x gilt die Monotonie u(Ule(a", b)) < ,u(Uoo (a™,b")) fiir alle N und daher
p((@>®, b)) > 37, -, p((a",b"]). Es reicht also, zu zeigen:

(aoo,boo]:Un> (a™,b"] = p((a™,b>)) <Zu a, ")

n>1

Hierzu benotigen wir ein Kompaktheitsargument. Dazu seien zunéchst a™ > —oo und 6™ < .
Betrachte offene Intervalle (a”, 0" + ™) D (a™, b"] mit 6™ > 0, so dass u((b", 0" 4 §"]) < 27" fiir ein
e > 0. Die Wahl von 0" ist moglich, weil F' rechtsstetig ist. Wahle noch > > 0 mit u((a™,a™ +
6*]) < e. Dann erhalten wir die offene Uberdeckung

[a% +6%,6°] C (a*,b*] C [ (@™ 0"+ 6").

n>1
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Nun ist [a+6°, b>°] kompakt®, und es gilt bereits [a> 45>, 5] ¢ |JY_, (a”, b"+6") fiir ein endliches
N € N. Wir kénnen also Additivitat (und Monotonie) von u verwenden und erhalten

p((a>,0%]) = p((a™ + 0%, b)) + p((a>, a™ + 6%])

NE

wu((a™, 0" 4 0"]) + ¢

S
Il
—

] =

(u((a™ ")) +e27") +¢

S
Il
—

IA

w((a™, b"]) + 2e.

n>

—_

Mit ¢ | 0 folgt die gewiinschte Ungleichung. Erlauben wir auch die Werte 4> = —oc und 5> = oo,
so haben wir jedenfalls u(((—R)Va™, RAV>®]) <> o, p((a™,b"]) (mit AVB := max(A, B), AANB :=
min(A, B)) fiir alle R > 0 gezeigt. Wegen der Monotonie von F' (und der Definition von F(4-00))
gilt limp oo F(RAD>®) = F(b*) € RU {oo} auch fiir b*° = oo und analog limg_, F'((—R) V a™) =
F(a™). So konnen wir p((a™, b)) = limp_oo p(((—R) V a®, RAD®]) < > pu((a™, b"]) schlielien.
1 ist also ein PramaR auf </ und lésst sich mit dem Satz[1.4.10] von Caratheodory auf o (/) = Bg
fortsetzen. O

Mit F(z) = x folgt sofort:
Korollar 1.4.16. Es gibt genau ein Maf$ X auf (R, Bg) mit A\((a,b]) = b — a, das Lebesguemalf3.

Korollar 1.4.17. Ist ' : R — [0, 1] monoton wachsend und rechtsstetig mit lim,_, ., F'(x) = 0,
lim, . F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, Br) mit P((a,b]) = F(b) —
F(a) fiir alle a < b. Insbesondere ist F' die Verteilungsfunktion von P.

Bemerkung 1.4.18. Es gibt also eine 1:1-Beziehung zwischen Verteilungsfunktionen und Wahrschein-
lichkeitsmafSen auf R. Dies ldsst sich geeignet auch auf den R? verallgemeinern. Auf allgemeinen
messbaren Rdumen lassen sich Mafse allerdings nicht mehr einfach durch Funktionen beschreiben.

Beweis. Nach Satz|1.4.15|ist P zunédchst ein Mald mit diesen Eigenschaften. Wegen

P(R) = lim P([-R,R]) = lim (F(R) — F(—~R)) =1—0=1

R—o0 R—o00

folgt, dass IP ein Wahrscheinlichkeitsmal? ist. Analog folgt P((—oo, z]) = limg_,o (F(z) — F(—R)) =
F(z) und F ist Verteilungsfunktion von P. O

Definition 1.4.19. Fiir eine Borelmenge A C R mit Lebesguemafs \(A) € (0, co) ist die Gleichvertei-
lung auf A gegeben durch das Wahrscheinlichkeitsma/3

AMANB)

B € Bp.

Ist P die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen X, so schreiben wir X ~ U(A).

3Eine Teilmenge M C X eines topologischen Raumes X heilt kompakt, wenn jede Uberdeckung M C Uier Us
durch offene Mengen U; C X bereits eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es existiert J C I endlich, so dass
McCy jeq Uj- Im R™ ist jede abgeschlossene und beschridnkte Menge kompakt.
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Bemerkung 1.4.20. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'X betrachte
U := FX(X). F¥ ist Borel-messbar und somit U eine Zufallsvariable mit Werten in [0, 1]. Ist F'~ stetig,
so gilt mit der Rechtsinversen (F*)~!(p) = inf{z € R|F¥(x) > p}, dass U die Verteilungsfunktion
FU(u) = P(FX(X) <u) = FX((F*) Y (u)) = u fiir u € (0,1) besitzt und somit U((0, 1))-verteilt ist.
Ist andererseits U eine U((0, 1))-verteilte Zufallsvariable (oder eine Pseudozufallszahl in Anwendun-
gen), so gilt fiir jede Verteilungsfunktion F, dass die Zufallsvariable X = F~'(U) die Verteilungsfunk-
tion FX = F besitzt. Die Rechtsinverse F'~! heifst auch Quantilsfunktion und die Simulationsmethode
Quantil-Transformation. Eine einfache Anwendung ist die Erzeugung einer Bin(1, p)-verteilten Zufalls-
variablen X: Es gilt F*(z) = (1 — p)1z>0y + plips1y und (FX)"H(y) = 1g=1-p), v € (0,1), so dass
L{us1-p} ~ Bin(1,p) ist fiir eine U((0, 1))-verteilte Zufallsvariable U.

Definition 1.4.21. Ist f : R? — [0, 00) eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit [,, f(z) dz = 1, so
heifit f Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz Dichte auf R%.

Satz 1.4.22. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte [ auf R erzeugt mittels

b
P, ((a, b]) :/ f@)de, abeR, a<b,

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf$ P; auf Bg. Es gilt dann

:/f(a:)dx, B € By.
B

Aus \(B) = 0 fiir ein B € By (B ist Lebesgue-Nullmenge) folgt P;(B) = 0.
Bemerkung 1.4.23.

i) Es gilt Py = P, genau dann, wenn f = g Lebesgue-fast iiberall ist. Wir kénnen also eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte auf einer Lebesgue-Nullmenge abdndern ohne das indugzierte Wahrscheinlich-
keitsmafs zu verdndern.

ii) Der Satz spiegelt wider, was wir in Anwendungen oft wollen: wir geben eine Wahrscheinlichkeit fiir
Intervalle durch ein Integral (oft als Riemann-Integral iiber eine stetige Dichte f) vor und erhalten
so ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsma/fs auf allen Borelmengen (mittels Lebesgueintegral). So
konnen wir also auch komplizierteren Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnen und auf alle
Werkzeuge der Wahrscheinlichkeitstheorie zuriickgreifen.

Beweis. Durch Q(B f 5 f(x)dr, B € B, wird ein Wahrscheinlichkeitsmal beschrieben (c-

Additivitat folgt aus monotoner Konvergenz) mit Q((a,b]) = f f(z)dz. Da die Intervalle (a,b]
mit ¢ < b einen N-stabilen Erzeuger von By bilden, 11efert der Emdeutigkeitssatz P; = @ und
somit Existenz und Eindeutigkeit von P; sowie die Formel fiir P;(B). Fiir das Lebesgueintegral
gilt [, f(x)dz = 0, wann immer \(B) = 0 und f integrierbar ist. Also erhalten wir A(B) = 0 =
P;(B) = 0. u

Beispiel 1.4.24. Es sei f(x) = min(z, (2 —2)4), © € R (mit a; = max(a,0)). Dann ist f stetig, also
Borel-messbar, und es gilt f > 0 sowie [, f(x)dx = 1 (Fldche des Dreiecks mit Grundseite [0,2] und
Héhe 1). f ist also eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die zugehorige Verteilung Py heifst Dreiecksvertei-
lung.
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Bemerkung 1.4.25. Sind alle y-Nullmengen (Ereignisse A mit u(A) = 0) auch v-Nullmengen (v(A) =
0) fiir Mafse 1, v, so heifst v absolutstetig beziiglich 1, Notation v < p. Py ist also absolutstetig be-
zliglich dem Lebesguemays. Der Satz von Radon-Nikodym (Stochastik II, Funktionalanalysis) besagt in
diesem Fall gerade, dass alle beziiglich dem Lebesguemay$ absolutstetigen Majfse von der Form P; sind.
Oft wird einfach nur von stetigen Verteilungen gesprochen, was nicht ganz korrekt ist, denn nicht jede
stetige Verteilungsfunktion definiert eine absolutstetige Verteilung. Vergleiche das sogenannte Cantor-
mayfs, das weder eine diskrete Verteilung ist noch absolutstetig beziiglich dem Lebesguemayfs, aber eine
stetige Verteilungsfunktion (die Cantorfunktion) besitzt.

Lemma 1.4.26.

1. Ist f die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafses P auf Br mit Verteilungsfunktion F, so gilt
= [*_ fly) dy fir alle x € R.

2. Ist die Verteilungsfunktion F' eines Wahrscheinlichkeitsma/fses P auf Bg schwach differengierbar,
so ist f := F' die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte.

Bemerkung 1.4.27. Eine Funktion g : R — R heijit schwach differenzierbar falls es eine Lebesgue-
integrierbare Funktion h : R — R gibt mit g(x) ) + Jo h(y)dy fir alle x € R. Man nennt
h schwache Ableitung von g und setzt ¢ = h. Nach dem Hauptsatz ist jede differenzierbare Funk-
tion schwach differenzierbar. Beispielsweise ist die Verteilungsfunktion F(z) = (1 — e *), schwach
differenzierbar mit Dichte f(x) = F'(z) = e”*1{,0) (Exponentialverteilung, siehe Definition [1.4.28).
Genauso wie eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist die schwache Ableitung nur Lebesgue-fast iiberall ein-
deutig bestimmt (vergleiche Bemerkung i). Teil 2 des Lemmas ist daher so zu verstehen, dass
fiir jede schwache Ableitungsfunktion I durch f(x) = F'(x)1{p/(z)>0} eine Wahrscheinlichkeitsdichte
von P definiert wird.

Beweis von Lemma- Teil 1 folgt sofort aus dem Satz: F(z) = P((— = [*_ fly)dy. Fir
Teil 2 schreibe F'(b) f F'(x) dz. Dann gilt mit monotoner Konvergenz

R
/ F'(x)dz = lim F'(z)dx = lim (F(R) — F(—R)) =1,
R R—o0 _R R—o0

wobei wir zur Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz noch F’ > 0 Lebesgue-fast
tiberall {iberpriifen miissen.

Ist F” stetig, so folgt sofort F’ > 0: sonst ware [V < 0 auf einem Intervall (a,b] und daher F'(b) <
F(a). Allgemein zerlegt man F’ = F’ F’ in Positiv- und Negativteil (F}, := max(F’,0), F' :=
max(—F",0)), erhalt die Ma8e ., (B) = [, F(x)dz, p_ = [ F'(z)dr mit P = pu, — p— und
folgert fiir die Borelmenge B = {x € R | F'(z ) < O}

0 <P(B) = pu(B) — p-(B)
R R
= O+/F’($)1{F/(x)<o} dx.
R

Das letzte Integral ist nicht-positiv, so dass es null sein und damit F”(z) > 0 Lebesgue-fast iiberall
gelten muss.

Wir haben gezeigt, dass F’ eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Wegen P((a,b]) = F(b) — F(a)
f; F'(z)dz ist P = Pp.

LIl
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Definition 1.4.28. Die Exponentialverteilung mit Parameter \ > 0 ist gegeben durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

frpoy (@) = Ae Mg ) (7), 7 €R.
Gilt f* = frxp( filr eine reellwertige Zufallsvariable X, so schreiben wir X ~ Exp(\).

Bemerkung 1.4.29. Die Familie der Exponentialverteilungen wird kanonisch benutzt um Wartezei-
ten zu modellieren. Ein Beispiel ist die Zeit zum ndchsten Atomzerfall bei einer radioaktiven Probe.
Der Grund dafiir ist der, dass die Exponentialverteilung geddchtnislos ist in dem Sinne, dass die ab
einem festen Zeitpunkt iibrige Wartezeit unabhdngig davon ist, ob der Warteprozess bereits in der
Vergangenheit begonnen hat. Fiir X ~ Exp(\) gilt genauer gesagt

Vs,t>0: P(X >s+t| X >t)=P(X >s),

wobei wir die bedingte Wahrscheinlichkeit in Kapitel [2] kennen lernen werden. Fiir die Zeit bis zum
ndchsten Atomzerfall bei einer radioaktiven Probe bedeutet Geddchtnislosigkeit, die Zeit bis zum Zerfall
ist unabhdngig davon, wie lange die Probe schon beobachtet wurde.

Definition 1.4.30. Die (eindimensionale) Normalverteilung mit Parametern ;1 € R und o > 0 ist
gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 . 2
¢#,02 (I) = fN(,“»UQ)(x) = \/W eXp ( - %)7 r € R.

Gilt f* = ¢, .2 fiir eine reellwertige Zufallsvariable X, so schreiben wir X ~ N (u,0?) und sagen, dass
X eine Gaul¥’sche oder normalverteilte Zufallsvariable ist.

Lemma 1.4.31. Die Funktion ¢, . ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Beweis. Da ¢, .2 offensichtlich positiv und stetig, also Borel-messbar ist, bleibt [, ¢, ,2(z)dz = 1
nachzuweisen. Mit der Substitution y = (x — u) /o gilt

[ i [ () [

Das letzte Integral berechnen wir mit einem Trick. Nach dem Satz von Fubini und mit Transforma-
tion auf Polarkoordinaten (r, ¢) gilt

(/Zexp(—% dy / / . 2>dydz
[ e _;Tm
[0
2n
:/0 1dyp = 2r.

Teilen wir alles durch 2, so erhalten wir [7 —-e™¥ Ry = 1. O

de
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Bemerkung 1.4.32. Die Bedeutung der Normalverteilung riithrt vom gzentralen Grengwertsatz her,
welchen wir spdter noch behandeln. Sie findet iiberall dort Verwendung, wo viele kleinere Fehlerquellen
gusammenkommen, zum Beispiel bei Messfehlern physikalischer Gerdte. Die Verteilungsfunktion von
N(u, 02) ldsst sich nicht explizit angeben (e~*" hat keine ’einfache’ Stammfunktion), umso wichtiger
sind jedoch explizite Abschdtzungen. Diese zeigen, dass die Uberlebensfunktion (survival function)
1 — Fyuo2) () sogar etwas schneller fiir x — oo abfillt als die Normalverteilungsdichte selbst.

Lemma 1.4.33. Fiir die Verteilungsfunktion ®, ;> = F(,»2) gilt:

1. &, .2(x) = Po1((x — p)/0), v € R;

Beweis. Die Substitutionsregel mit y = (z — ) /o zeigt

. (z—p)/o
| itz = [ anatwas,

also Teil 1.
Fiir die untere Schranke in 2. benutze (z~'e=*"/2)’ = —(1 4+ z~2)e~**/2 und schlieRe damit
/OO e V2 qy > /OO Ly eV 2y = 2 72 — 1 e T2
- ). 14272 1+a2 r+a! '

Wegen 1 — &g (z) = \/%7 [2° e7¥*/2dy liefert dies die Behauptung. Fiir die obere Schranke berechne
analog
/ e_yQ/Qdy < / ge_yz/Qdy =g e /2,

Xz

]

Fiir die Formulierung des folgenden Satzes setzen wir A - 0 := 0 auch fiir Ausdriicke A, die nicht
wohldefiniert sind.

Satz 1.4.34 (Eindimensionaler Dichtetransformationssatz). Es sei X eine I-wertige Zufallsvariable
fiir ein offenes (endliches oder unendliches) Intervall I C R mit Dichte f*. Setze Y := g(X) mit einer
stetig differengierbaren Funktion g : I — R (Notation g € CY(I;R)), die ¢'(x) # 0 fiir alle z € I
erfiillt. Dann besitzt die Zufallsvariable Y die Dichte

)=o) W ay), yeR,

mit der Inversen g~' von g und deren Ableitung (g~ ') (y) =

g'(g71(w)"

Beweis. Sei zunéchst ¢'(z) > 0 fiir alle = € I. Dann ist g streng monoton wachsend und besitzt eine
Inverse g~ ! : g(I) — I. Damit gilt fiir y € g(I)

F'(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y) =PX <g7'(y) =F (g '(y))

und die Kettenregel (gilt auch bei schwacher Ableitung; argumentiere via Integration) zeigt
fy) = (F")(y) = EX) (g W)g™) () = F g7 w)g™) (w), y € g(I).
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Fir y > sup,.; g(x) gilt F¥(y) = 1 konstant, also Y (y) = 0. Fir y < inf,c; g(x) gilt F¥ (y) = 0
und ebenso f¥(y) = 0. Da g(I) ein Intervall ist und nach Analysis I (¢7*)(y) = g,(g_ll(y)) > 0 fiir
y € g(I), erhalten wir obige Formel fiir f¥.

Da ¢ stetig ist und nicht verschwindet, ist der einzige andere Fall ¢ < 0 auf I, wo wir analog

argumentieren, aber sich Ungleichheitszeichen umkehren:
FY(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =P(X 2 g7'(y)) =1 = F* (37" (y))-

Ableiten zeigt also

) == W)™ () =g W) (g™ W]
Fir y ¢ g(I) ist F¥ (y) wiederum konstant, und die Formel folgt. O
Korollar 1.4.35. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fX, so besitzt Y = o X + p fiir
o € R\ {0}, u € R die Dichte f¥(y) = |o| ' fX(*=£). Insbesondere ist Y = 0 X + pi ~ N(u,0?) fiir
X ~ N(0,1).

Beweis. Setze ] = R und g(z) = ox + p im Satz und beachte g~'(y) = £ sowie (¢7')'(y) = o~ .
Im Fall X ~ N(0,1) tiberpriift man sofort ¥ = fy(,02). o

Bemerkung 1.4.36.

i) Insbesondere ist also Y = —X fiir X ~ N(0,1) wiederum N (0, 1)-verteilt. Das heifst, dass die
Verteilungen von X und — X gleich sind (, X und — X sind identisch verteilt“), aber natiirlich gilt
sogar P(X = —X) = P(X = 0) = 0 (die Zufallsvariablen sind verschieden).

ii) Falls g : I — R nur lokal ein Diffeomorphismus® ist, also z.B. g € C*(I) gilt mit ¢'(z) = 0
an endlich vielen Stellen x4, ...,x,, € I, so betrachte die Intervalle I; = (x;_q,z;) (mit zo :=
inf I, x,,41 := supl), die lokalen Inversen g;l : g(I;) — I; von g; = g|;, auf I; und erhalte
({z1,...,2m} ist PX-Nullmenge!)

m+41 m+1

FY(y) = ZP(QJ(X) <y Xel)= Z/__l((

Unterscheidet man die Fdlle gj_l((—oo, y]) = (—o0, gj_l(y)] NI, und gj_l((—oo, yl) = [gj_l(y), o) N
I;, so erhdlt man wieder durch Ableiten

fX(z) dz.
)

—00,y]

m+1

fry) = (F) () = Z P55 @) [(957) )] Loy ()

Bemerkung 1.4.37. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fX. Die Dichte von Y = X?
ist nach Bemerkung (1.4.36|ii) mit g(x) = x? und I, = (—o0,0), I, = (0, 00) gegeben durch

) = (F v+ VD) 2v) o (), yeER.

Im Fall X ~ N(0,1) heift die Verteilung von Y = X? y*-Verteilung (mit einem Freiheitsgrad). Sie
besitzt die Dichte

Fem @) = () = 27=¢722v) Lysoy = A=e Lo
Beachte, dass die x*(1)-Dichte bei Null unbeschrdnkt ist, aber integrierbar bleibt.

“Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, deren Inverse ebenfalls stetig differen-
zierbar ist.
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Satz 1.4.38. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R? erzeugt mittels

b1 bd
Pr((a1,b1] x - -+ x (aq, b)) / f (z1,...,7q) dxg- - dzy

fiir ai, by, € R mit ay, < by, ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafs Py auf Bga, und es gilt Pr(B) =

fB f(z)dx

Beweis. Dies folgt analog zu Satz Das Wahrscheinlichkeitsma® Q(B) = [, f(z)dz, B €
Bra, stimmt auf den Quadern (ay,b1] X - - - x (aq, bg] mit P, tiberein und diese Quader bllden einen
N-stabilen Erzeuger von Ba, was P = Q impliziert. O

Bemerkung 1.4.39. Ganz allgemein und vollkommen analog kann man auf einem beliebigen Mafs-
raum (Q, &7, ju) durch eine messbare Funktion f : Q@ — [0, 00) mit [, f(w) pu(dw) = 1 ein Wahrschein-
lichkeitsmayfs Py definieren iiber

/f pldw), A€ ..

f heifst dann auch p-Dichte von Py.
Definition 1.4.40. Sind f, ..., f; Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heifst

d
flxy, ..., xq) = ka(xk), Ti,...,Tq € R,
k=1

Produktdichte der (f;.)x=1.. 4 im R% Insbesondere ist die d-dimensionale Standard-Normalverteilung
N(0, E;) im R? definiert iiber die Produktdichte von d N (0, 1)-Dichten:

d
Inoey(®) = (27?)_d/2€_|x|2/2, zeRY  mit |z = sz

Bemerkung 1.4.41. Nach dem Satz von Fubini ist jede Produktdichte eine Wahrscheinlichkeitsdichte
auf RY. E; € R4 begeichnet stets die d x d-Einheitsmatrix.

Satz 1.4.42 (Allgemeiner Dichtetransformationssatz). Seien X ein d-dimensionaler Zufallsvektor
mit Dichte X sowie Y = g(X)1{xey; fiir einen C*-Diffeomorphismus g : U — V mit offenen Mengen
U,V CRYund P(X € U) = 1. Dann ist Y ein Zufallsvektor mit Dichte

) = (g7 () |det(D(g™ ") ()| Lyevy, v € R

Ist allgemeiner g : U — V und U = UL U, eine Zerlegung in paarweise disjunkte, offene Men-
gen U; derart, dass P(X € U) = 1und g; = gly, : U; = g(Uj), j = 1,...,m, jeweils einen C'-
Diffeomorphismus definiert, so besitzt Y = g(X) die Dichte

= Z g W) [det(D(g; ) ()] Liyegw,y» ¥ € RY

Bemerkung 1.4.43. Dh(y) bezeichnet die Ableitungs- oder Jacobimatrix einer C'-Funktion h : U —
R% U C R? offen, und det(Dh(y)) die Funktional- oder Jacobi-Determinante von h in y.
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Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall ohne Zerlegung und greifen auf die Transformationsfor-
mel fiir mehrdimensionale Lebesgue-Integrale aus Analysis III zuriick, nach der

/ X (@) dz = / X (W) |det(D(g ) (w))]| dy
g~ 1(0) 0

fiir alle offenen Mengen O C V gilt. Setzt man O = V' und beachtet fg,l W) [A=P(XelU)=1,so0
ist die im Satz angegebene Funktion f¥ also eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit

|- | oy [ =BX €47 ONV) =B €0)

fiir alle offenen Mengen O C R<. Da die offenen Mengen einen N-stabilen Erzeuger von By. bilden,
muss also P;y = P¥ gelten. Mit anderen Worten ist f* die Dichte von Y.
Die Erweiterung auf stiickweise Diffeomorphismen ergibt sich wie im Eindimensionalen, vergleiche

Bemerkung|(1.4.36|ii). O]

Korollar 1.4.44. Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fX, so besitzt Y = AX + b fiir
A € R¥™4 invertierbar und b € R? die Dichte f¥ (y) = fX(A~(y — b)) |det(4)| ", y € R%

Beweis. Setze im Satz g(z) = Az+bmitU =V = R?und g7 '(y) = A~ (y—b) mit det(D(g ' (y))) =
det(A™1) = det(A)~. O

Beispiel 1.4.45. Sind X ein d-dimensionaler standard-normalverteilter Zufallsvektor sowie ;i € RY,
A € R™ invertierbar, so ist Y = u + AX ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

dux(r) = (2m)" Y2 det ()2 exp ( — % (S Nz —p),x — p) >, r € R,

wobei ¥ = AA" eine symmetrische positiv-definite Matrix ist. P¥ ist die Normalverteilung mit Mit-
telwertvektor 1 und Kovarianzmatrix ¥, kurz Y ~ N(u,X). Insbesondere ist Y = OX fiir eine ortho-
gonale Matrix O (d.h. OTO = 00" = E,) wieder N (0, E,)-verteilt: die Standardnormalverteilung ist
invariant unter orthogonalen Transformationen wie Drehungen und Spiegelungen.
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Kapitel 2

Stochastische Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel 2.1.1. Ein einfacher Test auf eine Krankheit liefert bei 1000 Versuchspersonen, davon 900
gesunden und 100 kranken, folgendes Resultat (dargestellt in Form einer Kontingengztafel):

Person || Test positiv | Test negativ | Summe
gesund || 15 885 900
krank | 92 8 100
Summe || 107 893 1000

Was kann eine Arztin einer Person sagen, deren Test positiv ausfdllt? Mogliche Antwort: ,Bei einem
positiven Testergebnis liegt im Schnitt bei -%100% ~ 86% der Fille wirklich eine Krankheit vor, in
immerhin ca. 14% der Fille ist das Testergebnis falsch.“ Andererseits konnte sie einem Patienten mit
negativem Testergebnis sagen: ,Nur in $5=100% ~ 0,9% der Fdlle liegt bei negativem Test eine Krank-
heit vor; es ist also sehr unwahrscheinlich, dass eine Krankheit nicht erkannt wurde.“

Fiir diese Aussagen beschrdnken wir uns auf eine Teilmenge aller Ergebnisse, z.B. nur auf die positiven
Testergebnisse, und betrachten die relativen Hdufigkeiten der gesunden bzw. kranken Patienten nur in

dieser Teilmenge. Dies ldsst sich analog auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmayfse iibertragen.

Definition 2.1.2. Sei (2, o7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien seien A, B € </ Ereignisse mit
P(B) > 0. Dann bezeichnet
P(AN B)

P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder: unter) B.

P(A|B) :=

Beispiel 2.1.3. Beim Wurfvon zwei fairen Wiirfeln (Vgl. Beispiel|1.1.11)) mit den Ereignissen A =, Pasch“

und B =, beide Augenzahlen ungerade“gilt P(A| B) = g’;% = . Intuitives Argument: wenn wir bereits

wissen, dass beide Augenzahlen ungerade sind, gibt es fiir den zweiten Wiirfel nur drei Moglichkeiten,
ndmlich ’1’, ’3’, ’5°, und eine davon fiihrt zum Pasch. Beachte, dass hier P(A| B) > P(A) gilt und das
Eintreten des Ereignisses B die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A beeinflusst. (Wir werden spdter
sagen: A und B sind nicht stochastisch unabhdngig.)

Satz 2.1.4. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7 ,IP) sei B € < ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann
gilt:

1. Durch Pg(A) := P(A| B) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafs Py auf <7 definiert.
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2. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei B = |J;_, By die Vereinigung paarweise dis-

junkter Ereignisse By, € o/ mit P(By) > 0, k = 1,...,n. Dann folgt fiir jedes Ereignis A € </

P(AN B) ZP (By)P(A| By).

3. (Bayesformel) Sind A, B € .« Ereignisse mit P(A),P(B) > 0, so gilt

P(A[ B)P(B)

P(B|4) = =5

In 2. kann auch n = oo gesetzt werden.

Beweis. Fiir 1. beachte Pp(2) = P(Q2 N B)/P(B) = 1 und es gilt in der Tat Pg(A) € [0, 1] fiir alle
A € /. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse (Ay)ren gilt zudem

Py (UkeNAk> - P(B)lp(UkENAk N B> — P(B)"'P (Uk (Ax N B) ) 'S P(AN B)

keN

Aussage 2 folgt sofort durch Einsetzen der Definition und Ausnutzen der (¢-)Additivitat von P:

ZIP By)P(A| By) En:IP(AmBk):IP<O(AﬂBk)> :P(Am (OBk>> —P(ANB).

k=1 k=1

Die Bayesformel (3.) folgt direkt aus der Definition:

P(BNA) P(A|B)P(B)

PEIA =Ty T P

Nirgendwo wurde n < oo in der Herleitung benutzt. O

Bemerkung 2.1.5.

)

ii)

Bei Anwendern werden oft P(A| B) und P(A N B) vermischt. Mathematisch sind beide Wahr-
scheinlichkeiten nur gleich, wenn P(B) = 1 gilt. Wdhrend P(A | B) die Wahrscheinlichkeit von
A (oder dquivalent A N B!) angibt, wenn ich weifs, dass B eintritt, so gibt P(A N B) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, dass A und B gemeinsam eintreten, die Versuchsausgdnge aber nicht
eingeschrc'inkt werden. Man mache sich den Unterschied bei den relativen Hduﬁgkeiten in Beispiel
.1|fiir A="Person krank’ und B="Test positiv’ klar, wo AN B die relative Hdufigkeit —2- besitzt!

1000

Die Bayesformel fiihrt manchmal zu philosophischen Betrachtungen zur Umkehr von Kausali-
tdaten, weil die Reihenfolge der Ereignisse in den bedingten Wahrscheinlichkeiten ausgetauscht
wird. Wie das Beispiel eines Tests auf eine Krankheit zeigt, geben bedingte Wahrscheinlichkeiten
keine Kausalitdten an, sondern konnen entweder frequentistisch mit relativen Hdufigkeiten wie in
Beispiel oder subjektiv bzw. Bayesianisch als Anderung ('Updating’) gegebener Wahrschein-
lichkeiten durch Eintreten oder Beobachtung gewisser Ereignisse (vgl. Beispiel gedeutet
werden.
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Beispiel 2.1.6 (Scheinkorrelationen). An einer Universitdt werden von 825/560/325 mdnnlichen Be-
werbern fiir Fach 1/2/3 jeweils 62%/63%/34% zugelassen, von 108/25/593 weiblichen Bewerberinnen
hingegen 82% /68%/37%. Obwohl die Zulassungsquote in jedem Fach fiir Frauen hoher war, ergibt sich
nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Zulassungsquote von ca. 57% fiir
Madnner und von ca. 45% fiir Frauen, weil Letztere sich stdrker fiir Fach 3 mit schwierigerer Zulassung
beworben haben.

Beispiel 2.1.7 (Test auf eine seltene Krankheit). Ein Test auf Antikérper besitze eine Spezifitdt von
93% und eine Sensitivitdt von 97%, d.h. dass er bei 93% der Patienten mit Antikorpern, aber auch
bei 3% der Patienten ohne Antikorper ein positives Testergebnis zeigt. Alternativ sagt man auch, dass
der Test 3% falsch-positive und 7% falsch-negative Resultate aufweist. Es sei angenommen, dass 0, 5%
der Bevolkerung Antikorper entwickelt haben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig
ausgewdbhlte Person mit positivem Testergebnis in der Tat Antikorper besitzt?

Setzen wir A =’Test positiv’,, B; =’Antikérper vorhanden’, B, = B =’keine Antikorper’, so liefert die
Bayes-Formel in Kombination mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A|B))P(B,) B 0,93-0,005
(A| B))P(B,) + P(A| By)P(By) 0,930,005+ 0,03 - 0,995

P<BI|A> = P

also P(By| A) ~ 13%. Somit wird ein positives Ergebnis bei ca. 87% der Getesteten falsch sein, al-
so womoglich eine Immunitdt nur vorgaukeln. Grund dafiir ist der relativ kleine Anteil von 0, 5%,
bei dem a priori Antikérper in der Bevilkerung vorliegen. Durch das positive Testergebnis wird die a
priori-Wahrscheinlichkeit 0, 5% zur a posteriori-Wahrscheinlichkeit 13% erhoht (Bayesian updating).
Um dies signifikant zu verbessern, sollte die falsch-positiv-Rate des Tests verringert werden. Eine Hal-
bierung der Falsch-Positiven ergdbe fast eine Verdopplung von P(B; | A) auf rund 24%, wdhrend eine
Halbierung der Falsch-Negativen nur zu einer leichten Erhéhung P(B; | A) = 14% fiihren wiirde.

Lemma 2.1.8 (Multiplikationsformel/Pfadregel). Fiir Ereignisse A, ..., A, n > 2, mit P(A;N---N
An—l) >0 gllt

P(A, NN A,) = P(A)P(As | AP(As | Ar N Ag) - P(A, | A 0= -0 Any).

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Fiir n = 2 gilt P(4; N Ay) = P(A;)P(As | A;) nach
Definition. Nehmen wir an, dass die Aussage fiir n — 1 Ereignisse mit n > 3 gilt, so schlief3en wir
(beachte dazu P(A;N---NA, 1) >0=PA N---NA, ) >0)

P(AIN---NA,)=PA N NA,1)P(A, | A N---NA,)
- ]P)(Al)P(AQ | Al) ct 'P(An,1 ‘ Al N---N An,2>]P>(An | A1 N---N An71>7

was fiir n > 3 zu zeigen war. O

Beispiel 2.1.9 (Polya-Urnen-Modell). Beim Ziehen aus einer Urne mit W weifsen und S schwarzen
Kugeln, W > 1, S > 2, ohne Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N =
S + W fiir das Ergebnis 'SSW’ (d.h. 1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel weifs) nach der Pfadregel die

Wahrscheinlichkeit £ - 2=L . SV die Wahrscheinlichkeit fiir 1. Kugel schwarz ist <, fiir 2. Kugel

schwarz bei S — 1 schwarzen unter N — 1 Kugeln (also gegeben die 1. Kugel war schwarz) ist 2=% und

fiir 3. Kugel weifs bei W weifsen unter N — 2 Kugeln (also gegeben die 1. und 2. Kugel waren schwarz)
ist 7. Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausgdnge 'SWS” und "WSS..
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2.2 Unabhangigkeit von Ereignissen

Bemerkung 2.2.1. In Beispiel hatten wir gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Paschs
steigt, wenn man weif3, dass beide Augenzahlen ungerade sind. Man sagt, dass die beiden Ereignisse
(stochastisch) abhdngig sind. Falls hingegen P(A | B) = P(A) gilt, heifst das Ereignis A (stochastisch)
unabhdngig von Ereignis B. Allerdings setzt dies P(B) > 0 voraus. Mathematisch definiert man daher
Unabhdngigkeit etwas allgemeiner (multipliziere mit P(B)).

Definition 2.2.2.

1. Zwei Ereignisse A und B heifSen (stochastisch) unabhéngig (unter P), falls P(ANB) = P(A)P(B)
gilt.

2. Eine Familie (A;);c; von Ereignissen, I # () beliebige Indexmenge, heifst (stochastisch) unab-
hangig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

P((4;) = [TP(4y).

jed jed

Bemerkung 2.2.3. Die Definition der Unabhdngigkeit von Familien von Ereignissen ist analog zur
linearen Unabhdngigkeit einer Familie von Vektoren.

Beispiel 2.2.4. Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln haben die Ereignisse ,,Augensumme ist 7
und ,erste Augenzahl ist 6“ jeweils Wahrscheinlichkeit % Der Schnitt der beiden Ereignisse ist ,erste
Augenzahl ist 6, zweite Augenzahl ist 1 und hat Wahrscheinlichkeit 5, so dass die beiden Ereignisse
stochastisch unabhdngig sind.

Definition 2.2.5. Fiir eine Folge (A,),>1 von Ereignissen sind Limes superior und Limes inferior
definiert als

limsup 4, := ﬂ U A, ={w € Q|w € A, fiir unendlich viele n} und

n—roo m>1n>m

liminf A,, := U m A, ={w e Q|w € A, fiir alle, bis auf endlich viele n}.

n—00
m>1n>m

Bemerkung 2.2.6. Wir lernen jetzt eines der wichtigsten Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie
kennen, das P(limsup,,_,., A,) beschreibt. Eine wichtige Anwendung sind zufdllige Folgen (X, )n>1,
das heifst, jedes X, ist eine Zufallsvariable. Dann ist das Ereignis

{w € Q| (X,(w))n>1 ist keine Nullfolge} = U lim sup{| X, | > €}.
c€Qs0 n—o0

Gilt also P(limsup,,_,..{|Xx»| > €}) = 0 fiir alle rationalen Zahlen ¢ > 0, so ist (X,,) P-fast sicher (das
heifst mit Wahrscheinlichkeit 1) eine Nullfolge. Dies wird beim Beweis des starken Gesetzes der grofsen
Zahlen essentiell werden.

Satz 2.2.7 (Lemma von Borel-Cantelli). Fiir eine Folge (A,)n>1 von Ereignissen gilt:
1. Aus ), -, P(A,) < oo folgt P(limsup,, ., An) = 0.
2. Gilt ), ., P(A,) = oo und ist die Folge (A,),>1 unabhdngig, so folgt P(limsup,,_,., A,) = 1.

28



Beweis.

1. Esgilt limsup,,_, ., An C U, 5., An flir alle m > 1 und somit folgt

P(limsup An> < ggfl;[?(/ln) =0,

n—oo

denn ) °  P(A,) < oo bedeutet gerade lim,, o » ... P(A,) = 0.

2. Betrachte (limsup,_,,, 4,)° = U,,51 Npsm A5 Dann folgt mit o-Stetigkeit, Unabhéngigkeit
und der Abschitzung P(AS) =1 —P(A,) < e P(An)

P((maw ) < Xr( ) 45) = X g #( ) 40)

n—oo

m>1 n>m n=m
M M
pu— 1 ¢ < ] -

Da fiir die Exponentialfunktion lim, ,..e™ = 0 gilt, impliziert ) ° P(A4,) = oo, dass
lim /00 €XP (— ZM IP’(An)) = 0 ist. Damit ist auch die Summe Null und das Gegenereignis,

n=m

limsup,,_, ., An, hat Wahrscheinlichkeit Eins.
U

Beispiel 2.2.8. Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), so gilt > ., P(A,) = oo fiir A, := A, n €N,
jedoch ist P(limsup,,_, . A,) = P(A) < 1. Auf die Unabhdngigkeit in Teil 2 des Lemmas von Borel-
Cantelli kann also nicht verzichtet werden.

Bevor wir in den Ubungen ein beriihmtes Beispiel zum Lemma von Borel-Cantelli ansehen kén-
nen, das Infinite-Monkey-Theorem, miissen wir ein stochastisches Modell fiir den unendlich langen
Miinzwurf aufstellen. Dies liefert das Produktmal$ von unendlich vielen MalRen, welches im néch-
sten Abschnitt eingefiihrt wird.

2.3 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition 2.3.1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine beliebige Indexmenge I seien
M; C o, i € I, Mengen von Ereignissen. Dann heifst (.#;);c; (stochastisch) unabhéngig, falls fiir
jede beliebige Auswahl von Ereignissen A; € .#; die Familie (A;);c; unabhdngig ist.

Definition 2.3.2. Eine Familie (X;);c; von (S;, .;)-wertigen Zufallsvariablen heifst unabhéngig, falls
fiir jede beliebige Wahl von A; € ., die Familie von Ereignissen ({X; € A;})ic; unabhéngig ist. Aquiva-
lent ist die Familie (X;);c; unabhdngig, falls die von X; erzeugten o-Algebren .7 = {X;1(A)| A €
}, i € I, unabhdngig sind.

Lemma 2.3.3. Ist (X;);c; eine Familie unabhdngiger (S;,.7;)-wertiger Zufallsvariablen und sind g; :
S; — T; (&, 7;)-messbare Funktionen, so besteht auch die Familie (g;(X;))ie; aus unabhdngigen
Zufallsvariablen.
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Beweis. Da die Komposition messbarer Funktionen wieder messbar ist, sind die ¢;(X;) wieder Zu-
fallsvariablen. Nun gilt

FHX) — (X7 (g7 (A) ]| A€ T} C{X7\(B)|Be S} = 7N

Aus der Definition folgt also direkt, dass die Unabhéngigkeit von (.#*),.; die Unabhingigkeit von
(F9:(X0)),; impliziert. O

Satz 2.3.4. Sei (X;);cs eine Familie von Zufallsvariablen auf (2, .#,P) mit Werten in (S;,.#;) und
seien &; N-stabile Erzeuger von ., i € I. Dann ist (X;);c; bereits unabhdngig, falls ({X; € A;})ier
unabhdngig ist fiir beliebige A; € &;.

Beweis. Es reicht, dies fiir beliebige endliche Indexmengen J C I zu beweisen. Mit vollstandiger
Induktion {iber n zeigen wir die Behauptung, dass ({X; € A;}),c;, unabhéngig ist fiir alle A; € .7,
die |{i € J| A; ¢ &;}| = n erfiillen. Fiir n = 0 ist die Induktionsbehauptung gerade die Annahme im
Satz. Fiir den Induktionsschluss von n auf n + 1 betrachte 0.B.d.A. eine Indexmenge J mit |.J| > 2.
(Sonst ist nichts zu zeigen.) Betrachte nun A; € ., mit |[{i € J | A; ¢ &;}| = n+ 1. (Wenn solche A;
nicht existieren, so gilt die Behauptung bereits fiir alle A; € .;.) Setze J' = J \ {j} firein j € J
mit A; ¢ &;. Nach Induktionsannahme gilt

IP’( Mix e Ai}> = [T B, € 4.

Falls dies Null ist, so gilt direkt P((,. ,{X; € 4;}) =0 =[]
A;}) > 0. Dann sind

P(X; € A;). Gelte also P((,c,{X; €

icJ

Q1(A) = P({Xj e A} ] Mixie Ai}>, Qa(A) = P(X; € A) fiir A € .7,

icJ’

zwei Wahrscheinlichkeitsmal3e auf .. Fiir E; € &; gilt nach Induktionsannahme

- PX; € B} (NiesdXi € Ai}))
QulBs) = P (Nies{Xi € A}

Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt )1 = @), auf .#; und somit die Induktionsbehauptung fiir n + 1.
[

=P(X; € Bj) = Qa(E).

Beispiel 2.3.5. Ist (A;);c; eine Familie unabhdngiger Ereignisse, so sind X; = 14, i € I, unabhdngi-
ge {0, 1}-wertige Zufallsvariablen. Zum Nachweis reicht es, jeweils den N-stabilen Erzeuger & = {1}
der Potenzmenge P({0,1}) zu betrachten. Die Ereignisse {X; = 1} = A;, i € I, sind nach Vorausset-
gung unabhdngig, folglich sind die erzeugten o-Algebren FXi = {0, Q, A;, A¢}, i € I, unabhdngig.
Insbesondere sind mit (A;);cr auch (AS);c; unabhdngig.

Korollar 2.3.6. Seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen auf (2, </, P).

1. Sind X, diskret-verteilte Sy-wertige Zufallsvariablen, so sind Xi,..., X, genau dann unab-
hdngig, wenn gilt

n

pXreXn) (g gy = prk(sk)ﬁir alle s;, € Sy.
k=1
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2. Hat jedes Xy Werte in (R, Bg), so sind X1, ..., X, genau dann unabhdngig, wenn gilt

n

P(Xy <bi,..., Xn < by) = [[P(Xy < b) fiir alle by, € R.

k=1

Beweis. In beiden Féllen folgt die Gleichung direkt aus der Unabhangigkeit. Es muss also nur die
Unabhéngigkeit jeweils aus der Gleichung gefolgert werden.

Fiir 1. betrachte die Menge der maximal einelementigen Mengen &, = {{s;}|sx € Sx} U {@D}.
Da S abzahlbar ist, gilt 0(&;) = P(Sk). Aullerdem ist &, N-stabil. Nach Annahme gilt P(X; =
Sy, Xn = Sn) = [[1 P(Xx = si). Wegen {X; € @} = @ und P(@) = 0 gilt also P(X; €
Ey,....X, € E,) = [[i_,P(Xx € Ey) fir alle E}, € &,. Nach Satz sind X1, ..., X, unab-
hangig.

Fiir 2. folgt auf dem N-stabilen Erzeuger & = {(—o00,b]|b € R} von By aus der Annahme direkt
P(X, € Ey,..., X, € E,) =[[;_,P(Xy € Ey) fir alle £y, ..., E, € & Satz[2.3.4 zeigt daher die
Unabhéangigkeit von X1, ..., X,,. O

Beispiel 2.3.7. Beim Wiirfelwurf mit zwei fairen Wiirfeln sind X; : Q — {1,...,6} mit X;(wy,ws) =
w; fiir i € {1,2} unabhdngige Zufallsvariablen (unter Gleichverteilung). Dazu reicht es, fiir ki, ko €
{1,...,6} fiir die entsprechenden Zdhldichten p*' (k) = p*2(ky) = 1/6 sowie pX1X2)(k;, ky) = 1/36
zu berechnen und Teil 1 des Korollars anzuwenden.

Satz 2.3.8. Es sei X = (Xi,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor auf (2, .</,IP) mit Dichte
f*:R™ — [0,00). Dann gilt:

1. Jedes Xy, k € {1,...,n}, besitzt eine Dichte, die sogenannte Randdichte
R (xy) = / e / S (21,...,2p)dxy ... dog_1dopy, ... ds,, 21 € R.
2. Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, sind genau dann unabhdngig, wenn gilt

Xy, 2 = Hka(xk)f&r Lebesgue-fast alle z1, . . ., z, € R.
k=1

Die Unabhdngigkeit ist also dquivalent damit, dass f* Produkt der Randdichten ist.

Beweis. Fiir die Verteilungsfunktion von X, gilt mit dem Satz von Fubini

F¥(2) = P(Xg < ) =/ / Liye<anr SN Wy Y)Y - . dyn.

Also ist FX* schwach differenzierbar mit Ableitung (F**) = f** und die Aussage 1 folgt aus
Lemma [1.4.26]

Aus f*(x1,...,2,) = [, f**(z) in 2. folgt durch Integration (Satz von Fubini!) fir alle 24, ..., z, €
R

n Tk n
POG <o Xy <o) = [ [ P ) doe = [ POG < ).
k=1Y7%° k=1
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Mit Teil 2 aus Korollar folgt die Unabhéngigkeit von X, ..., X,. Umgekehrt folgt aus der
Unabhéangigkeit von X ..., X,,, dass firallea, < b, (k=1,...,n

)
b1 bn
/ :L’l, ey @)Xy, - dry = H/ F(xy)dxy.

Damit stimmen die durch die entsprechenden Dichten bestimmten WahrscheinlichkeitsmalSe IPyx
und P; mit f gleich der Produktdichte f(xz) := [[_, f**(zx) auf dem N-stabilen Erzeuger

{[al,bﬂ X oo X [an,bn] ]ak < bk}

von By~ iiberein. Nach dem Eindeutigkeitssatz gilt P;x(B) = P;(B) fiir alle Borelmengen B <
B Daher muss B.. := {v € R"| f*(z) > f(x)} eine Lebesgue-Nullmenge sein ([, (f* — f)d\ =
0 = A\(B-) = 0) ebenso wie das Analogon B_, so dass f* = f Lebesgue-fast iiberall. ]

Beispiel 2.3.9.

0 Sind fi,..., f, Dichten auf R, so definiert die Produktdichte f(x) = [];_, fi(x;) ein Wahrschein-
lichkeitsmafs P auf (R™, Bg~). Die Koordinatenprojektionen X : R™ — R mit Xy(z1,...,x,) =
xg, k =1,...,n, sind Borel-messbar, also Zufallsvariablen. Gemdfs Teil 1 von Satz 2.3.8|und mit
dem Satz von Fubini ist die Verteilung P** fiir k = 1,...,n gegeben durch die Dichte

P () = filon) [ / fiay)d; = filar),

JFk T

die gemeinsame Verteilung P1»X») durch die Dichte f. Wir haben damit einen Wahrscheinlich-
keitsraum konstruiert mit unabhdngigen Zufallsvariablen (X},)1<p<n, deren Verteilung PX* jeweils
durch f; bestimmt ist.

i) Ist X = (X1,...,X,) ~ N(0,E,), also fX(z) = (2r) ™27 1#°/2 fiir z € R", so gilt gemdf
i) fX(zp) = (2m)"Y2e *k/2 Damit ist jede Koordinate X, N(0,1)-verteilt und X ein Vektor
von n unabhdngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen. Analog ist fiir X ~ N(u,>) mit
p € R™ und der Diagonalmatrix ¥ = diag(c?, ..., 02) jede Koordinate X; N (uy,o:)-verteilt, und
alle Koordinaten Xy, ..., X, sind unabhdngig.

iii) Es sei X ~ U(B) mit B := {z € R?| |z| < 1} ein gleichmdfSig auf der Kreisscheibe B verteilter
Zufallsvektor. Betrachte seine Polarkoordinaten

R:=(X?+X)Y2>0, & :=arctan(Xy/X;) € [0,2n),

WObel ® (d.h. der ,,Zweig“ von arctan) so definiert sei, dass X; = Rcos ®, X, = Rsin ® gilt (z.B.
= 0 fiir X; = X5 = 0). Da R und ® (gemd/s Konstruktion) Borel-messbare Funktionen von X
sind, sind R und ® Zufallsvariablen. Fiir r € [0, 1], ¢ € [0, 2] gilt nach Gleichverteilung

or? /2 (Flc'iche des Kreissegments mit Radius r)

PIR<r &< —
( " #) Fléiche von B

™

Insbesondere gilt P(R < r) = Z’TTTQ/Z = r? und P(® < ¢) = £. Damit folgt R* ~ U([0,1])
(beachte P(R* < z) = z fiir x € [0,1]), ® ~ U([0,27]), und wegen P(R < r,® < ¢) = P(R <
r)P(® < o) fiir alle r, ¢ (betrachter < 0, r > 1, ¢ < 0, ¢ > 27 gesondert) sind R, ® unabhdngige
Zufallsvariablen. Nach Lemma [2.3.3]sind iibrigens auch R?, ® unabhdngige Zufallsvariablen.
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iv) Besitzen die Zufallsvariablen X, ..., X, Dichten, so hat der Zufallsvektor (Xi,...,X,) nicht
immer eine Dichte. Einfachstes Beispiel ist der Fall X, = X, die Zufallsvariablen (nicht nur ihre
Verteilungen) sind gleich. Dann gilt P*X1-X2)(D) = 1 fiir die Diagonale D := {(z,z)|x € R}, aber
A(D) = 0, d.-h. D besitzt das zweidimensionale Lebesguemaf$ Null. Damit kann PX1:-X2) keine
Dichte (beziiglich \) besitzen (vgl. Bemerkung [1.4.25)).

Bemerkung 2.3.10. Gemd/s Beispiel i) konnen wir fiir n gegebene Dichten auf R einen Wahr-
scheinlichkeitsraum und darauf unabhdngige Zufallsvariablen X1, ..., X, konstruieren, die gemd/s
der Dichten verteilt sind. Derselbe Ansatz zeigt auch die Existenz von endlich vielen unabhdngigen
Zufallsvariablen, die gemd/s gegebener Zdhldichten diskret verteilt sind.

Allgemeiner konnen wir zu zwei Wahrscheinlichkeitsrdumen (€);, <7, P;), i = 1,2, den Produktraum
(Q) X Qo, A ® oy, P; @Py) definieren, wobei die Produkt-o-Algebra </ ® <% als die kleinste o-Algebra
definiert ist, beziiglich der die Koordinatenprojektionen m;(w;,ws) = w; fiir i = 1,2 messbar sind und
das Produktmal® P; @ P, durch (P; @ Po)(A; x Ag) = P1(A1)Py(As), A; € o, auf Rechteckmengen’
und damit auf </ ® <> eindeutig festgelegt ist, vgl. MafStheorie/Analysis III. Dann ist X;(w) := m(w)
eine Zufallsvariable mit Verteilung

(P1 @ Py) ¥ (Ay) = (Py @ Py)(my ' (A1) = Pu(A1)Pa() = Pi(A1), Ay € w1,
Analog gilt (P; @ Py)%2 = P,. AufSerdem sind X, und X, (unter P; ® IP,) unabhdngig, da

(Pl X PQ)(Xl € Al, Xy € Ag) = (Pl & IPQ)(Al X Ag) = Pl(Al)PQ(AQ)
= (P; @ Py) 1 (Ay)(Py @ P) 2 (Ay)

gilt. Diese Konstruktion erlaubt dann die Konstruktion von Produktrdumen und entsprechend verteil-
ten unabhdngigen Zufallsvariablen aus endlich vielen vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsraumen. Wie
das unendlich lange Miinzwurfexperiment lehrt, fiihren einfache Modelle bereits auf unendlich viele
unabhdngige Zufallsvariablen, deren Existenz a priori weniger klar ist.

Definition 2.3.11. Seien (£2;, <, P;);c; Wahrscheinlichkeitsrdume fiir eine beliebige Indexmenge I #
@. Setze () := Hie ; i (kartesisches Produkt, Notation auch X, r ;) und definiere mittels der Koor-
dinatenprojektionen m; : 0 — ;, m;((w;);er) = w;, tiber ) die Produkt-o-Algebra

®£f —0<U{7T O A E%})

el i€l

Die Produkt-o-Algebra @), ; <7 ist also die kleinste o-Algebra, so dass alle 7; messbar sind. Gilt fiir ein
Wahrscheinlichkeitsmafs @) auf &

zG]

V.J C I endlich, A; € 7 : Q(ﬂw’l ) HIP’

JjeJ jeJ

so heifst ) Produktmal’ der P;, Schreibweise () = X)

ze[
Bemerkung 2.3.12. Das Produktma/s iiber einer unendlichen Indexmenge kann nicht fiir beliebige
Maf3rdume definiert werden. Insbesondere gibt es kein Lebesguemafs auf RY.

Lemma 2.3.13. Ist (X;),c; eine Familie unabhdngiger (£);, <7 )-wertiger Zufallsvariablen, definiert auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, IP), so ist X = (X;)c; eine (], €)-wertige
Zufallsvariable mit Verteilung P* = @, , P* auf ®,.; .
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Beweis. X ist (#/,),.; <)-messbar, weil nach Voraussetzung die Komposition 7; o X = X, fiir
jedes i € I (<7, <7;)-messbar ist, was nach Konstruktion der Produkt-o-Algebra hinreichend ist. Das
System der Zylindermengen

Z = { (7' (4))

jeJ

J C I endlich, 4; € o |

ist ein N-stabiler Erzeuger von ),
und wegen Unabhéngigkeit der X

() =2y = ) - TTres .40 - TTF 0t

<. Fiir jedes Ereignis (., 7;'(4;) in 2 gilt nach Definition

jeJ jeJ
T1(@) () - (©) (1))
jes el icl jeJ
Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt P¥ = &),_, P*:. O

Bemerkung 2.3.14. Wdhrend der vorige Satz die Existenz unabhdngiger Zufallsvariablen voraus-
setzt und zeigt, dass ihre gemeinsame Verteilung durch das Produktma/fs gegeben ist, zeigt das folgende
nicht-triviale Resultat, dass ein Produktmafs stets existiert. Sein Korollar, dass Familien unabhdngi-
ger Zufallsvariablen mit gegebenen Randverteilungen existieren, ist die formale Grundlage fiir viele
Aussagen der Stochastik, die oft mit ,,Sei (X,,),>1 eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen...“ starten.

Satz 2.3.15. Das Produktmaf ), ; P; existiert fiir alle Wahrscheinlichkeitsraume (€2, 7;, P;), i € 1,
fiir beliebige Indexmengen I. Es ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall einer abzidhlbaren Indexmenge, setzen also / = N
(fiir endliche Indexmengen siehe Bemerkung [2.3.10). Betrachte die Projektionen II,, : [ [,y 4 —
I, i, I, ((wi)is1) = (w1, ..., w,) auf die ersten n Koordinaten und definiere

n

Dann ist P wohldefiniert, normiert und additiv auf der Algebra

o = {H—l(An)

n

neN,Ane&‘l@---@ﬁn}.

Beachte beispielsweise fiir disjunkte 1T '(A,), I }(B,,) € & mit A, € .%,, B,, € .%,, und 0.B.d.A.

n < m,dassIT ' (A,) =1 1(A, x Q1 X -+ x Q) und auch A, x Q2,11 x -+ x Q,, und B,, disjunkt
sind, so dass
P(Hgl(An)UH;}(Bm)) —(P® - ® IPm)((An X Qa1 X - X Qm)UBm>

=P1® - @P) (A X Q1 X - X Q)+ (P ® - @P)(Bn)
=P1®@-- @) (An) + (P1 @+ @Pp)(B)

- P(H;l(An)) + P(H;}(Bm)).

Es bleibt zu zeigen, dass P sogar ein Pramal auf </ ist. Dafiir reicht es, o-Stetigkeit bei @ zu zeigen
(Ubung!), also: A, € &7, A, | @ = P(A,) | 0. Wir nehmen an P(A,) — ¢ > 0 fiir eine fallende
Folge A, .1 C A,, n € N, und zeigen ﬂn21 A, # @.
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O.B.d.A. schreibe A, = IT,;!(A!) mit A/, € F @ --- ® %, (fiille ggf. die Folge auf, betrachte also
Ai,. o AL Ay Ag, ) Aus A,y C A, folgtdann A) | C Al X Q4. Flir m > n setze

P (Wi, - wp) i= / . / Lar (Wi, wWim) Py (dwr,) - - - Prgr (dwpgr ).
Qn+l Q'm

Dann gilt 0 < A1 < b < -0 < hppin < 1o, wegen A7 C A) x Q1. Mit monotoner
Konvergenz folgt fiir h,, := lim,, 00 At

/Q hy(wy) Py (dwy) :/ lim Ay, 1 (wr) Pi(dwy) = lim hon,1(w1) Py (dwy)

Ql m—r0o0 m—0o0 Ql

= lim (B, ®- @P,)(A) = lim P(A,) =6 > 0.
m—0o0

m—r0o0
Es existiert also ein w; € €y mit Ay (@w;) > 6. Wir nehmen jetzt induktiv an, dass esw; € Q4,...,@, €
), gibt mit h, (@, ...,w,) > 0. Dann folgt wiederum mit monotoner Konvergenz

/ hn+1 ((Dl» ey W, Wn-l-l)Pn-i-l (dwTH-l)
Qn-o—l

= lim hm,n+1 (C:)l, Ce ,(Dn, wn+1)Pn+1 (dwn+1)
m—»00 Qi1
= lim Ay (@1, ..., 0n) = hp(@r, ..., 0,) >0 > 0.
m—0o0
Also existiert ein w,, 1 € Q1 mit h, (w1, ...,0n1) > 0. Mit vollstdndiger Induktion haben wir
gezeigt, dass 14/ (w1, ...,wy) > hy(@1, ..., w,) > 0 flir alle n € N gilt. Dies impliziert (wy,...,w,) €

Al , also (wy)ken € A, fiir alle n € N und somit gilt insgesamt (wy)gen € [),,>; An. Der Schnitt ist
also nicht leer, was die Pramaf3-Eigenschaft von P nachweist. -

Nach dem Satz von Caratheodory lésst sich P auf J),_, .%; fortsetzen. Da jede Algebra N-stabil ist
und P auf .« eindeutig festgelegt ist, ist IP als Produktmal} eindeutig bestimmt. O

Bemerkung 2.3.16. Der Beweis hier ist ein Spezialfall des Satzes von Ionescu-Tulcea fiir die Konstruk-
tion von Markovketten, vgl. Satz 14.32 in Klenke [Kle13]. Der Fall beliebiger Indexmengen ist im Buch
Wahrscheinlichkeitstheorie von P. Gdnssler und W. Stute [[GS77|] behandelt. Fiir Wahrscheinlichkeits-
rdume mit gewissen Borel-o-Algebren (auf sogenannten polnischen metrischen Raumen, z.B. R?) wird
dies in Stochastik II bei der Konstruktion stochastischer Prozesse mitgezeigt.

Korollar 2.3.17. Zu vorgegebenen WahrscheinlichkeitsmafSen P; auf (%, <), i € I, existiert ein
Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Familie unabhdngiger ($2;, o;)-wertiger Zufallsvariablen (X;);cr,
deren Verteilung P; ist.

Beweis. Betrachte auf dem Produktraum Q = [[.., i, & = Q,c; %, P = @, P: die Koordina-
tenprojektionen X, : Q — Q;, X;((w;),er) = w;, die nach Definition der Produkt-c-Algebra messbar
sind und die fiir endliche J C I

PN € A}) =B(7' (@) = [1B(4) = [TB(X; € 4)

jeJ jeJ jeJ jeJ

fiir alle A; € o7 erfiillen. Damit ist (X;);c; eine Familie unabhéingiger Zufallsvariablen und es gilt
PXi = P; fiir jedes i € 1. O
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2.4 Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Bemerkung 2.4.1. Sind die Ereignisse (A,),>1 unabhdngig, so gilt nach dem Lemma von Borel-
Cantelli stets
P(limsupAn> € {0,1}.

n—o0

Es kann also nie eine Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 vorkommen! Eine solche Aussage nennt
man 0-1-Gesetz (das Ereignis tritt entweder fast sicher ein oder nicht ein). Wie wir sehen werden,
geniigen viele ,,Grenzwerte“ einem solchen 0-1-Gesetz. Grundlage des Beweises und der Intuition ist,
dass ein Ereignis A von sich selbst unabhdngig ist genau dann, wenn

P(ANA)=PA)P(A) < P(A) € {0,1}.
Definition 2.4.2.
1. Ist (< )ren eine Folge von Teil-o-Algebren von <7, so heifst
T 1= ﬂ o (U %)
n>1 k>n
die asymptotische oder terminale o-Algebra der Folge (%) ken:-
2. Ist (X})ren eine Folge von Zufallsvariablen auf (£, <7, P), so heifst
TX = m o (U ka)
n>1 k>n

die asymptotische oder terminale o-Algebra der Folge (X} )ien. Ein Ereignis A € <f heifst damit
asymptotisch beziiglich (X}), falls es fiir alle n > 1 nur von (X, k > n) abhdngt in dem Sinne,
dass A € TF gilt.

Beispiel 2.4.3.

i) Sind (Xj)k>1 reellwertige Zufallsvariablen und ist B € Bg, so ist

limsup{X,, € B} = ﬂ U{Xk € B} = {unendlich viele X,, liegen in B}

n—oo n>1k>n

ein asymptotisches Ereignis: {X; € B} € F* implizgiert |J,.,{ Xy € B} € o(U,,; F**) fiir alle
n > jund j > 1 und somit gilt das auch fiir deren Schnitte, d.h.

Vji>1: ﬂU{XkeB}EU(UﬁXk)

n>j k>n k>j

Es ist zudem (1,51 Ups, {1 Xk € B} = (Nn; Upsn{ Xk € B} firalle j > 1 (Ubung!) und daher
Nzt Upsn{Xe € B} € N5y 0(Uys; F*+), was gerade limsup,_, . { X}, € B} € J bedeutet.
Insbesondere ist X nicht leer.
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ii) Seien Xy, k € N, reellwertige Zufallsvariablen und sei

A= {nlggo;Xk exwtlert} .

Dann gilt nach dem Cauchy-Kriterium

A= ﬂ U By mit By = ﬂ {ZXk € (—6,6)}.
e>0,ecQ N>1 m>n>N  k=n

Nun ist By C By 1 sowie By € 0(Ujsy #**). Daher gilt UNm* By = By,,.. € 0 (Uizn )

fiir alle N4, > n. Dies impliziert | J3_, By € 0(Uys, #**) fiir alle n € N und somit, dass A ein

asymptotisches Ereignis ist.

Satz 2.4.4 (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Seien (X;);cn unabhdngige Zufallsvariablen auf (), o7, IP)
mit Werten in (S;,.;) . Dann gilt fiir jedes beztiglich (X;);cny asymptotische Ereignis A € TX: P(A) =
0 oder P(A) = 1.

Bemerkung 2.4.5. Fiir den Beweis des 0-1-Gesetzes benotigen wir zundchst ein Lemma, das sehr
intuitiv, aber etwas technisch zu beweisen ist.

Lemma 2.4.6. Seien (X;);c; eine Familie unabhdngiger Zufallsvariablen mit Werten in (S;,.7;) und
I = LUI, eine disjunkte Zerlegung von I. Dann sind die o-Algebren %, := o(|,.; Z~') und %, :=
0(U;er, -7 ) stochastisch unabhdngig.

Beweis. Nach Lemma [2.3.13|sind Y; = (X;);c;, mit j = 1,2 jeweils (][, I S;)-wertige Zufallsvaria-
blen. Zuerst werden wir .Z; = .Z i fiir j = 1,2 zeigen. Damit geniigt es dann, die Unabhangigkeit
von Y; und Y, zu zeigen. ‘ ,

Fiir j € {1,2} und jedes i € I; gilt X; = m o Y; mit der Koordinatenprojektion =} : [[,c; Sv — Si,
so dass .#X: C .ZYi fur alle i € I;, also .#; C .ZYi gilt. Andererseits wird Q)
Zylindermengen (), (7rf )7H(A;) mit T  C I; endlich, A; € ., und es gilt

v (NED 7 A)) = Y7 ()71 A) = ) X7 A) € 2
il iel’ il
Mit Lernma folgt also .#Y7 C .#; und damit .#; = .# 7. Somit geniigt es, die Unabhangigkeit
von Y; und Y5 nachzuweisen.
Nach Satz[2.3.4] gentigt es, die Unabhingigkeit auf N-stabilen Erzeugern zu zeigen. Wir betrachten
dazu wieder endliche Schnitte (), I (77)~1(4;) und erhalten wegen Unabhingigkeit der X;

)

i€l

i1, i erzeugt von den

P ({vieNEh @A)} n{veNE @)

iel] icly

=P | ({Xied}|n|[{Xi €A}

=11 IP’(ZX:G A) [ Px; EZA;)
=p(vie N )p({rz e N (40).
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Also sind Y7 und Y; und damit .%#; und .%, unabhingig. O

Beweis des 0-1-Gesetzes. Betrachte+ die o-Algebren .7, := o(U._; F), Z=, = o(U2, 1 F ),
die von den ersten n bzw. allen auf3er den ersten n X; erzeugt werden. Nach dem Lemma sind .%,,
und .%-,, unabhingig. Die asymptotische o-Algebra erfiillt 77X C .#., und ist daher unabhingig
von | J,,»; #<, (das ist eine Algebra, aber keine o-Algebra).

X = (X;);»1 ist eine ([],», S;)-wertige Zufallsvariable mit #~ = o(|J ., F<,). Da, ., F<, ein N-
stabiler Erzeuger von .# ¥ und unabhingig von .7¥ ist, sind .72 und .Z* unabhingige o-Algebren.
(Ubung: Analog zu Satz folgt aus der Unabhéngigkeit zweier N-stabiler Mengensysteme die
Unabhéngigkeit der von ihnen erzeugten o-Algebren.)

Nun gilt 7X C .7~ wegen Z* C ZX,i € N, sodass .7} insbesondere von sich selbst unabhéngig
ist. Fiir jedes A € 7 gilt also P(AN A) = P(A)? und daher P(A) € {0,1}. O

Beispiel 2.4.7 (Harmonische Reihe mit zufélligen Vorzeichen). Sind (e )x>; unabhdngige {—1,1}-
wertige Zufallsvariablen, so konvergiert nach Beispiel ii) mit X = e,/k und dem 0-1-Gesetz
die Reihe >, | e+ entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1.
Diese Aussage gilt fiir jede beliebige Randverteilung P+ der Zufallsvariablen ¢. Aus der Analysis sind
> peit = oo (harmonische Reihe) und %7, (—1)*"'1 = 1 — 3 4 § F--- = In(2) (alternierende
harmonische Reihe) bekannt. Insbesondere fiir den symmetrischen Fall P(s;, = +1) = P(g, = —1) =
1/2 scheint es auf Anhieb vollkommen unklar, mit welcher Wahrscheinlichkeit Konvergenz vorliegt.
Das 0-1-Gesetz liefert immerhin eine klare Dichotomie; welcher der beiden Falle vorliegt, werden wir
bei den Gesetzen der grofsen Zahlen lernen.

2.5 Faltung

Bemerkung 2.5.1. Seien X und Y unabhdngige Z-wertige Zufallsvariablen mit Zdhldichten p* und
pY. Dann ist X +Y wiederum eine Z-wertige Zufallsvariable (Messbarkeit ist trivial wegen Potenzmen-
ge als o-Algebra). Die Zihldichte der Summe ergibt sich aus der Uberlegung, dass man bei Kenntnis
des Wertes einer Zufallsvariablen und der Summe beider immer sofort den Wert der anderen Zufalls-
variablen als Differenz ermitteln kann. Konkret heifst das

) (U1 =k =49) = SR =y =

=S p¥m -k (), meZ

keZ

wobei wir im letzten Schritt die Unabhdngigkeit von X und Y verwendet haben.
Fiir Folgen (a.,)mez, (bm)mez ist ihre Faltung a x b definiert als die Folge ((a * b)) mez mit

(axb)y, = Z Crrp—1:Dge.

keZ

Diese ist wohldefiniert fiir (*-Folgen, das heif3t falls Y, |a,| < oo, Y. |bm| < oo, und somit insbe-
sondere fiir Zdhldichten. Durch Indexsubstitution kann man sich leicht klarmachen, dass a *b = b x a
sowie (axb) xc = ax* (bxc) gilt, die Faltung also kommutativ und assogziativ ist. Das neutrale Element
beziiglich der Faltung ist die Folge mit Folgengliedern e,, = 1{;,—0}.

Fiir unabhdngige Z-wertige Zufallsvariablen X,Y berechnet sich die Zihldichte der Summe p*+Y =
p* *x p¥ also gerade als Faltung der Zdhldichten. Die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Faltung

38



ergibt sich ganz natiirlich aus X +Y =Y + X sowie X + (Y + Z) = (X +Y) + Z fiir Zufallsvariablen
XY, Z. Wegen X +0 = X ist p°(m) = ly,—0 als Zdhldichte von der Einpunktverteilung &, das
neutrale Element.

Beispiel 2.5.2. Sind X ~ Poisson(Ax) und Y ~ Poisson(\y ) unabhdngige Zufallsvariablen, so ergibt
sich fiir beliebige m € N

m—k

I e A
P = 3 e g e g Lo
€7

i 1
— —(Ax-f—)\y) Am—k)\k m o
S e (1)

— o~ (Ax+Ay) (Ax + )"
N m! '

Fiir m < 0 zeigt die erste Zeile p* ™Y (m) = 0. Wir haben bewiesen, dass die Summe zweier unabhdngi-
ger Poisson-verteilter Zufallsvariablen wieder Poisson-verteilt ist. Der Parameter der Summe ist gerade
die Summe der Parameter.

Definition 2.5.3. Sind P, P Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, BR), so ist ihre Faltung P P definiert
als das Wahrscheinlichkeitsma/s

(P+B)(B) = /RIP’(B {2} B(dz), B e Ba, mit B— {2} = {b—z|bec BY}.

Bemerkung 2.5.4. Die Abbildung = — P(B — {x}) ist Borel-messbar wegen P(B — {z}) = [, 1p(z+
y) P(dy) und der Messbarkeitsaussage im Satz von Fubini. Insbesondere gilt

(P+B)(B) = /R /R 1p(x + ) P(dy) B(dz). 2.5.1)

In dieser Darstellung folgt die o-Additivitdt einfach mit monotoner Konvergenz.

Satz 2.5.5. Sind X und Y unabhdngige reellwertige Zufallsvariablen, so besitzt X + Y die Verteilung
PXHY — PX 4 P,

Beweis. Unter Beachtung von PY) = PX @ PY gemil Lemma [2.3.13] dem Satz von Fubini und
(2.5.1)) erhalten wir fiir die Verteilungsfunktion

FXPY () =P(X +Y < 2) =PEY{(z,9) e R? |z 4y < 2})

_ /R L (@ +y) (B © P)(dw, dy)
= [ [ 1t ) P P () = (B P (o0,2])

fir alle 2 € R. Nach Korollar [1.4.17|folgt PX+Y = PX « PY, O
Korollar 2.5.6. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

Beweis. Dies folgt aus dem Satz wegen X +Y =Y + X und X + (Y +2) = (X +Y) + Z fir
unabhéangige Zufallsvariablen X, Y, Z. Alternativ sieht man die Kommutativitit auch direkt mit der
Darstellung (2.5.1) und dem Satz von Fubini. O
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Korollar 2.5.7. Sind X und Y unabhdngige reellwertige Zufallsvariablen und besitzt X eine Dichte
1, so besitzt X + Y die Dichte

(=) /fX y)PY(dy), z€R.

Falls auch Y eine Dichte besitzt, so gilt

XY () =~ /f z—y)f  (y)dy, zé€R.

Beweis. Wir iiberpriifen die Verteilungsfunktion. Mit dem Satz von Fubini und der Definition von
PX % PY gilt fiir € R

/ /f y) PY (dy) dz—// Xz —y) dzP¥ (dy)

= [ B¥(oea =) P @y
= (P* *P")((~00,2]),
da (—oo, z] — {y} = (—oo,z — y] ist. Dies zeigt, dass f*(- —y) P* (dy) die Dichte von P +P" ist. Im
Fall einer Dichte f¥ folgt die zweite Formel mit maGtheoretischer Induktion (Ubung). O
Beispiel 2.5.8. Fiir \,p > 0 definiere die Gamma-Verteilung I'(\, p) iiber die Dichte
)\p
L(p)

mit der Gamma-Funktion T'(p) = [~ t*~'e~"dt, so dass I'(n + 1) = n! fiir n € Ny und T'(3) = /7.
Spezialfdlle sind I'(\,1) = Exp(A ) (beachte fy1(0) # frup(0), was jedoch keinen Einfluss auf das
Maf3 hat, vgl. Def. [1.4.28) und T'(}, %) = x*(1) (vgl. Bem. . Wir erhalten fiir z > 0 und mit
einer Konstanten C' > 0 fiir die Faltung

fup(z) =

e M o) (T), T ER,

(Fapr * fape)(2) = 0/(2’ — Y e A ETy e oy dy
R

= Ce“/ (z =y Y™ dy
0
1
= C’e_hz/ (z — zw)P 1 (zw)P2 2 dw
0

1
— CS—AZZP1+p2—1/ (1 _ w)m—lwm—l dw
0

= faprip(2)-

Beachte, dass eine Wahrscheinlichkeitsdichte sich zu Eins integriert und selbst dann festgelegt ist, wenn
ein konstanter Faktor unbekannt ist. Wir haben I'(\, py) x ['(\, p2) = ['(\, p1 + p2) bewiesen.

Setzt man zusdtzlich I'(\,0) = &y, so bildet (I'(\,p)),>o fiir festes A > 0 eine Faltungshalbgruppe,
d.h. es gilt T(A\, p1) * D(\, p2) = T(X\, p1 + po). Insbesondere ist die Summe von m unabhdngigen x*(1)-
verteilten Zufallsvariablen (dquivalent: die quadrierte Norm || Z|” eines standard-normalverteilten
Zufallsvektors Z ~ N(0, E,,) im R™) gemdf3 x*(m) := F(Q, o)-verteilt (x*-Verteilung mit m Frei-
heitsgraden). Im Spezialfall m = 2 ergibt sich x*(2) = Exp(3).
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Kapitel 3

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

3.1 Erwartungswert und Momente

Die stochastischen Eigenschaften einer Zufallsvariablen werden {iiber ihre Verteilung festgelegt.
Weil WahrscheinlichkeitsmaRe sehr komplex sind, wollen wir R?-wertige Zufallsvariablen durch
einfache Kenngrof3en beschreiben. Die wichtigste ist ihr Erwartungswert, so er existiert, der einen
Mittel- oder Schwerpunkt der Verteilung angibt. Wir gehen schrittweise vor und wiederholen dabei
die Konstruktion des Mal3integrals aus stochastischer Sicht.

Definition 3.1.1. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (2, </, P) heifst einfach, falls sie nur endlich
viele Werte annimmt, d.h. falls es folgende Darstellung gibt:

X:ZaiﬂAi mitmeN, q; R, A; € .
=1

Fiir eine solche Zufallsvariable definieren wir ihren Erwartungswert als
E[X] =) aP(A)).
=1

Beispiel 3.1.2. Beim Werfen eines fairen Wiirfels sei X die angezeigte Augenzahl. Dann gilt

k=1 k=1

Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln ergibt sich fiir die Augensumme S
E[S]=2P(S=2)+3P(S=3)+---+12P(S=12) =T.
Lemma 3.1.3. Fiir eine einfache Zufallsvariable X auf (2, o7, P) gilt:

a) E[X] = > ,cx *P(X = x); insbesondere hdngt der Erwartungswert nur von der Verteilung P*
von X ab.

b) Der Erwartungswert ist linear und monoton: ist Y eine weitere einfache Zufallsvariable und sind
a, B € R, so gilt
ElaX + BY] = oE[X] + BE[Y];

aus X <Y (dh. Yw e Q: X(w) < Y(w)) folgt E[X] < E[Y].
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¢) Falls X und Y unabhdngige einfache Zufallsvariablen sind, so gilt E[X - Y] = E[X] - E[Y].
d) Fiir jedes A € o7 gilt E[1 4] = P(A).

Beweis. a) Ist X = > " «a;14, und sind 0.B.d.A. alle «; paarweise verschieden, so gilt

= ZozZ-IP)(AZ-) = Z%P(X =) = Z rP(X = 1),

zeX(Q)

wobei X(Q) = {a;|i = 1,...,m} oder X(Q) = {«;|i = 1,...,m} U {0} gilt, was im Erwar-
tungswert keinen Unterschied macht. Wegen P(X = z) = P*({z}) hangt der Erwartungswert
nur von P¥ ab, so dass (a) bewiesen ist.

b) Gilt X =31, a;l4, Y = Z?Zl B;1p,, so konnen wir mit Mengen C}, der Form A; N B; (mog-

licherweise @) auch eine gemeinsame Darstellung X = Y1 o/ l¢,, Y = S0, Bil, finden.
Dann folgt die Linearitit des Erwartungswerts aus

K K K
ElaX + Y] =Y (aaj, + B8, )B(Ci) = a3 alP(Cy) + B BP(Cy) = aE[X] + SE[Y].
k=1 k=1 k=1

Aus X < Y schlielfen wir o) < p, fiir alle k& (sofern Cy # @) und jeder Summand in der
Erwartungswertdarstellung von X ist nicht grofer als der entsprechende Summand von Y, was
E[X] < E[Y] impliziert.

c) Sind X und Y unabhingig, so gilt gemal} (a) fiir ihr Produkt X - Y
EX-Y]= ) zIP’(X-Y:z): Z Z XY =2, X =)

z€(XY)(Q) Y)(Q) zeX(Q
= > > zIP’(X = 2)P(Y = g)

2e(X-Y)(\{0} zeX()\{0}

= > ) wyP(X =2)P(Y =y) =E[X]-E[Y].

yeY (Q) z€X(Q)

d) Teil (d) folgt direkt aus der Definition des Erwartungswerts.
O

Beispiel 3.1.4. Eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable X ist einfach. Es gilt Mit elementaren Umfor-
mungen und einer Indexverschiebung (j = k — 1) erhalten wir

n n n—1
_ N\ ke o \n—k _ n—1\ 4 o N(=1)—(k—1) _ n—1\ ; o \n—1—j
—Zk<k)p (1-p) —Zn<k_1)p (1-p) =np PO
k=0 k=1 =0
Zudem haben wir fiir m € Ny stets
n m ) .
3 (") o1
Jj=0 J

Die Bin(n, p)-Verteilung besitzt also den Erwartungswert np. Beachte, dass man wegen Lemma 3.1.3(a)
auch vom Erwartungswert einer Verteilung spricht.
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Definition 3.1.5. Sei X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable. Sind dann X,, einfache nichtnegative
Zufallsvariablen mit X,,(w) 1 X (w) fiir n — oo und alle w € €, so definiere den Erwartungswert

E[X] := lim E[X,] € [0, 4]

n—o0

(man kann zeigen, dass eine solche Folge (X,,) stets existiert und E[X] nicht von der Auswahl der X,
abhdngt). Betrachte nun auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, </, IP) die Menge der Zufallsvariablen

L= LYP) = LY, A, P) = {X : Q = R messbar |E[|X|] < oo}.
Dann definiere fiir X € ¢! mit X, := max(X,0), X_ := max(—X,0) den Erwartungswert als
E[X]:=E[X,] - E[X_] eR.
Der Erwartungswert E[X] ist also das Lebesgueintegral von X beziiglich P, und man schreibt E[X] =
[ X dP = [, X (w)P(dw) sowie [, X dP = [, X(w)1a(w)P(dw) fiir A € o.

Satz 3.1.6. Sei X ein Zufallsvariable auf (2, o/ ,IP) mit Werten in (S,.7) und sei h : S — R messbar
(bzgl. Br). Dann gilt:

a) WMX)e L' = [y|h(z)| PX(dr) < oo. In dem Fall gilt
E[h(X)] = /S h(z) PX (da).

b) Ist X ein Zufallsvektor im R? mit Dichte f*, so gilt h(X) € Z' <= [o.|h(z)| [ (2z)dz < co.
In dem Fall ist

E[L(X)] = / W) f¥ () d.

R4

¢) Ist X diskret verteilt auf Z mit Zdhldichte p*, so gilt h(X) € L' — >, |h(k)|p* (k) < .

In dem Fall ist
E[R(X)] =Y h(k)p™* (k).

keZ
Beweis. Wir beweisen alle Teile mittels ma/fstheoretischer Induktion.

a) Fir Indikatorfunktionen h = 14, A € ., sind h(X) und h einfache Zufallsvariablen auf
(Q, o/, P) bzw. (S,.,PX), so dass stets h(X) € £' und Eh(X)] = P(X € A) = [hdP¥
gilt. Ist h einfach, also eine Linearkombination von Indikatorfunktionen, so folgt die Identitét
in (a) durch Linearitédt des Integrals (iiber einfache Funktionen). Ist 4 > 0 messbar, so existie-
ren einfache h, 1 h (so dass auch h, o X 1 h o X), und es folgt nach Definition der Integrale
beziiglich P, PX und mit der Identitét fiir einfache Funktionen h,,

E[h(X)] = lim E[h,(X)] = lim [ h,(z)P*(dr) = / h(x) PX(dx).

Schlieflich sehen wir wegen |h| > 0 fiir beliebige h, dass h(X) € £' <= [|h|dP* =
E[|h| (X)] < oo, und dann mit h = hy — h_ und hy, h_ > 0, dass

_ /s hy (2 YPX (d) — /S h(2) PX (de) = / h(z) PX (da).

S
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b) Fiir (b) miissen wir wegen (a) nur zeigen, dass [ hdP* = [ hf¥ fiir alle messbaren i > 0 gilt
(zerlege allgemein h = h, — h_). Die Dichteeigenschaft zeigt gerade

/RdﬂB(x)PX(dx)_PX(B)_/fo(m)dx_/RdﬂBfX(ﬂf)dx, B e B

Also gilt die Identitét fiir Indikatorfunktionen h = 1. Mit Linearitat gilt sie auch fiir einfache
Funktionen h und mit Approximation damit fiir alle messbaren 4 > 0.

c) Teil (c) folgt vollkommen analog zu (b).

Beispiel 3.1.7. Fiir X ~ N(0,1) gilt mit (—e *"/2) = ze=*"/?

1 2 -1 2
E[X]= | 2PX(dx :/—a:e_x Py = —— e /2
X) = [ 2PN = [ = =

sowie mittels partieller Integration

—1 2 1 2
EXQZ/QZZPXdLE:—/Qf —xe_I/Qda::—/l-e_x/dezl.
[X7] s (dx) 5z /. ( ) 5 ),
Satz 3.1.8. Fiir X € Z'(Q, «,P) gilt:

=0

T=—00

a) Der Erwartungswert ist linear: Ist Y eine weitere Zufallsvariable in " und sind o, 3 € R, so gilt

ElaX + pY]| = aE[X] + BE[Y].

b) Der Erwartungswert ist monoton: ist Y eine weitere Zufallsvariable in £' mit X < Y, so gilt
E[X] <E[Y]. Aus X <Y und E[X] =E[Y] folgt P(X =Y) = 1.

¢) Falls X, Y € %' unabhdngig sind, so gilt X - Y € £ und E[X - Y] = E[X] - E[Y].
Beweis. a) Die Linearitat folgt aus der Linearitét fiir einfache Zufallsvariablen und Approximation.

b) Fiir die Monotonie geniigt es, E[Z] > 0 fiir Z > 0 zu zeigen (setze Z = Y — X und nutze
Linearitét). Das folgt wiederum mittels Approximation durch einfache Zufallsvariablen. Ist Z >
0, so gibt es einfache Zufallsvariablen Z,, > 0 mit Z,, 1 Z und E[Z,| 1 E[Z]. Da nach Lemma
(b) E[Z,] > 0 ist, folgt E[Z] > 0.
Aus E[Z] = 0 folgt daher sofort E[Z,] = 0 und somit nach Definition P(Z,, > 0) = 0. Also gilt
auch P(Z > 0) =P(U,>,{Z, > 0}) =0. Mit Z =Y — X beweistdas P(X =Y) = 1.

c) Als Alternative zur Argumentation iiber die Approximation mit einfachen Zufallsvariablen kann

man diese Aussage mit Hilfe des Satzes von Fubini zeigen. Bei Unabhangigkeit von X und Y
gilt PXY) = PX @ PY und somit

BX-YI) = [ ogl 2V dndy) = [ oy B & PY)(d )
- / 12| PX (d) / 1y Y (dy) = E[X|[E[Y]] < oo.

Also ist X - Y € . Wenn wir in der Rechnung nun die Betrage weglassen, so ergibt sich die
behauptete Identitdt (wieder mit dem Satz von Fubini).
O
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Definition 3.1.9. Wir sagen, dass eine Zufallsvariable X in 7 = £P(P) liegt fiir p > 0, falls
| X" e £, also E[| X |P] < oo gilt. Fiir X € £? und p € N heifst E[X?] das p-te Moment von X.

Satz 3.1.10. Fiir X € ZPundY € £ mit  + _ = list stets XY € £ und es gilt die Holder-
Ungleichung
[E[XY]| < E[|X|"]"/PE[]Y|")"/9.

Insbesondere gilt fiir X,Y € £? stets XY € " und es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
E[XY]| < E[X?Y*E[Y?]Y2,

Beweis. Siehe Analysis 3 / Mal3theorie. O
Korollar 3.1.11. Fiir 0 < p < q gilt 7 C #P und ist X € £, so gilt E[| X |] < E[|X|]¥/a.
Beweis. Fiir X € £ gilt (im Falle p < ¢) nach der Holder-Ungleichung mit Exponenten L und P
(da ?+F =1ist)

E[|X]’) = E[(|X|")7] < E[|X|"PE[2/@P]6-P/s = E|X|7P/ < oo,
woraus auch sofort 7 C £? folgt. O

Bemerkung 3.1.12. Die Inklusion allgemeiner £*(u)-Rdume ist nur bei endlichen Mafsen ;. wie im
Korollar. Beim Lebesgumaf3 im R? oder bei Folgenrdumen gilt sie beispielsweise nicht.!

Satz 3.1.13. Fiir eine Zufallsvariable X € £ gilt die Bias-Varianz-Zerlegung

Vo e R: E[(X - 2)*] = (E[X] - )’ + E[(X - E[X])?].

(. J/

vV vV
Bias? Varianz

Die Funktion h(x) := E[(X — z)?] nimmt ihr Minimum auf R genau bei x = E[X] an.

Beweis. Beachte zunéchst, dass auch X € #* gilt und somit E[X| wohldefiniert ist. Der Nachweis
erfolgt durch Einfiigen einer nahrhaften Null:

E[(X —2)’] = E[(X — E[X] + E[X] — 2)’]
= E[(X — E[X])"] + 2E[X — E[X]J(E[X] — @) + (E[X] — )"

und die behauptete Identitét folgt aus E[X — E[X]] = 0. Wegen der Bias-Varianz-Zerlegung ist h
die Summe aus dem quadrierten Bias, der genau fiir + = E[X]| offensichtlich minimal ist, und der
Varianz, die nicht von x abhingt. O

Bemerkung 3.1.14. Die Bias-Varianz-Zerlegung ist in der Statistik von entscheidender Bedeutung, um
den quadratischen Fehler eines Schdtzers X (in der Statistik 0) eines Parameters z (in der Statistik 6)
zu optimieren. Die Eigenschaft E[X| = argmin, h(z) kann auch als Motivation fiir den Erwartungswert
herangezogen werden: E[X] ist diejenige deterministische Zahl, die die Zufallsvariable X am besten
beschreibt, d.h. die den quadratischen Fehler minimiert.

Wir kommen jetzt noch zu einer weiteren wichtigen Ungleichung, die in der Form nur fiir Integrale
beziiglich Wahrscheinlichkeitsmal3en, also Erwartungswerte gilt.

st 1 < p < q < o0, so gilt fiir die Folgenrdume (7 C (7 — beispielsweise ist (1),en € ¢2, aber ¢ ¢'. Analog gilt fiir
f(@) =2 zwar f € Z?([1,00),B1,00), A\l1,00))> aber f & Z1([1,00), B1,00)5 A[1,00))-
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Definition 3.1.15. Es sei I C R ein (ggf. auch unendliches) Intervall. Eine Funktion h : I — R heifst
konvex, falls
Ve,y e I, a €]0,1] 1 h(az+ (1 — a)y) < ah(z) + (1 — a)h(y).

Beispiel 3.1.16. Ist h : I — R stetig differenzierbar mit monoton wachsender Ableitung h' (z.B. wenn
h" > 0 auf I), so ist h konvex. Insbesondere sind h(z) = e** fiir o € R beliebig und h(z) = |z|" fiir
p > 1 konvex auf I = R. Auch h(x) = |z| ist konvex auf R.

Lemma 3.1.17. Ist h : I — R konvex, so existieren fiir alle x € int(I) (Inneres von I) die links-
und rechtsseitigen Ableitungen h'(z—) = limy », W und b/ (z+) = lim,, W und es gilt
h'(x—) < h'(z+). Zudem gilt

Ve eint(I),y € 1: h(y) > h(x)+ h'(z+)(y — x). (3.1.1)

Beweis. Fiir die rechtsseitige Ableitung betrachte y > x und den Differenzenquotienten D(y, x) :=
h(y;:;(z)- Firt = ar + (1 - a)y € (z,9), a € (0,1), gilt dann

hlaz + (1 — a)y) — h(z) < (1 —a)h(y)+ (o — 1)h(x)
(1 —a)(y —x) B (1 —a)(y —2)

Fir z, | = ist D(z,,z) also monoton fallend mit einem Grenzwert h'(z+) € [—o0,o0). Dieselbe

Ungleichung zeigt D(z,,z) > D(z),, ) fir 2}, < x < x,. Fir z), T « ist also insbesondere D(z/,, )

monoton wachsend mit Grenzwert 2'(z—) < h/(z+).

Fiir y > x impliziert D(y, x) > h/(z+) gerade h(y) > h(z) + I/ (z+)(y — x). Fir y < z folgt dieselbe

Ungleichung aus D(y,x) < h/(z—) < W (z+). O

D(t,z) = = D(y, z).

Bemerkung 3.1.18. Das Lemma zeigt auch, dass jede konvexe Funktion stetig und damit Borel-
messbar ist. Zudem folgt aus (3.1.1))

h(y) = sup (h(z)+ W (z+)(y —x)), y € int(]). (3.1.2)

x€int (1)
An jeder Stelle y ist h das Supremum iiber lineare Funktionen.

Satz 3.1.19. Sei X € .Z! mit Werten in einem offenen Intervall I. Dann gilt E[X] € I. Ist h: [ — R
konvex und h(X) € £, so gilt die Jensen’sche Ungleichung

E[r(X)] = h(E[X]).

Beweis. Sei I = (a,b) mita € RU{—o0} und b € RU {oo}. Fiir a € R gilt nach Voraussetzung
X —a > 0 und wegen der Monotonie des Erwartungswerts E[X —a] > 0. Wére E[X| = q, so hitten
wir nach Satz [3.1.8(b) X = a P-fast sicher, was der Voraussetzung widerspricht, dass X Werte in
I annimmt. Also folgt E[X] > a. Aus X < b mit b € R folgt E[X| < b analog (oder betrachte —X).
Daher gilt stets E[X] € 1.

Die Darstellung und die Monotonie und Linearitdt des Erwartungswerts zeigen gerade

Ve el: Eh(X)] > E[h(zx) + b (z+)(X — x)] = h(z) + W (z+)(E[X] — z).
Weil I offen ist, erhalten wir unter erneuter Anwendung von (3.1.2)

E[r(X)] = sup (h(z) + I (z+)(E[X] — z)) = h(E[X]),

also unmittelbar die Jensen’sche Ungleichung. O

Beispiel 3.1.20. Fiir 0 < p < qist h(z) = |z|*” konvex und die Jensen’sche Ungleichung liefert ebenso
wie Korollar E[| X 7] < E[| X |1/ fiir X € £
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3.2 Varianz, Kovarianz und Korrelation

Definition 3.2.1. Fiir eine Zufallsvariable X € .£* begeichnet
Var(X) := E[(X — E[X])?]
die Varianz von X. o(X) := /Var(X) heifst Standardabweichung von X.

Bemerkung 3.2.2. Die Varianz von X gibt gemdfs Satz den kleinsten mittleren quadratischen
Fehler um einen deterministischen Wert an. Sie ist ein Mafs fiir die Streuung der Verteilung. Wir werden
dies insbesondere bei der Chebyshev-Ungleichung spdter noch klarer sehen.

Satz 3.2.3 (Eigenschaften der Varianz). Fiir X,Y € 2 gilt:

a) Var(X) =0 <= P(X =E[X]) =1,

b) Va,b € R: Var(aX + b) = a® Var(X);

¢) Var(X) = E[X?] — E[X]%

d) Var(X +Y) <2Var(X)+2Var(Y);

e) falls X,Y unabhdngig sind, so gilt Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y).

Beweis. a) Nach Satz[3.1.8|(b) folgt aus 0 = Var(X) = E[(X —E[X])?], dass P((X —E[X])? = 0) = 1
und somit (a) gilt.

b) Berechne mittels Linearitdt des Erwartungswerts

Var(aX +b) = E[(aX + b — E[aX + b])?] = E[e*(X — E[X])?] = a® Var(X).

c) Die Aussage folgt aus der Bias-Varianz-Zerlegung mit = = 0.
d) Mit der Ungleichung (A + B)? < 2A4% + 2B? fiir A, B € R und der Monotonie des Erwartungs-
werts erhalten wir (d):
Var(X +Y) =E[(X —E[X] +Y —E[Y])}
<E[2(X —E[X])?+2(Y — E[Y])?] = 2Var(X) + 2 Var(Y).
Beachte dazu: X,Y € £? = X+Y € £* folgt mit demselben Argument, ndmlich E[(X +Y)?] <
2E[X?] + 2E[Y?] < oc.
e) Bei Unabhédngigkeit von X und Y gilt E[XY] = E[X]|E[Y], also ist

Var(X +Y) =E[(X — E[X])* + 2(X — E[X])(Y — E[Y]) + (Y — E[Y])’]
= Var(X) + 2(E[XY] — E[X]E[Y]) + Var(Y)
= Var(X) + Var(Y).

]

Bemerkung 3.2.4. Eine der wichtigsten Aufgaben der Statistik ist es, auf Grund der Beobachtung
gewisser Einflussgréfsen eine damit zusammenhdngende ZielgrofSe vorherzusagen. Ein Anwendungs-
beispiel ist die Vorhersage des Ozongehalts in der Luft (Sommersmog) auf Grund meteorologischer
Messwerte und weiterer EinflussgrofSen wie Verkehrsfluss und Industrieproduktion. In erster Ndherung
wird hdufig ein linearer Zusammenhang angenommen, und das folgende Resultat ist Grundlage der
gesamten linearen Regressionsanalyse. Die Aussage ldsst sich am einfachsten mit den Begriffen von
Kovarianz und Korrelation formulieren.
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Definition 3.2.5. Fiir Zufallsvariablen X,Y € £? definiert
Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
die Kovarianz zwischen X und Y. Falls o(X) > 0 und o(Y') > 0 gilt, heifst

Cov(X,Y)
XY)=————
die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y’) = 0 gilt, heifsen X und Y unkorreliert.
Satz 3.2.6 (Beste lineare Vorhersage). Es seien X, Y Zufallsvariablen in £? sowie

Lx :={aX +bla,bcR} C.£*

die Menge der auf affin-linearen Funktionen von X basierenden Zufallsvariablen. Dann nimmt der
mittlere quadratische Fehler

h:Lx—1[0,00), h(Z):=E[(Y — Z)z]
sein Minimum bei Z = a* X + b* an mit

~ Cov(X,Y)
~ Var(X)

*

b* = E[Y] — a*E[X]

(mit a* beliebig falls Var(X) = 0). Fiir Var(X), Var(Y') > 0 gilt
h(a*X +b*) = Var(Y)(1 — p*(X,Y)).
Beweis. Minimiert man das quadratische Funktional (gemal} Bias-Varianz-Zerlegung)
E[(Y —aX — )% = Var(Y — aX) + (E[Y — aX] —b)*
zundchst in b, so ergibt sich direkt b* = E[Y] — «*E[X]. Andererseits ist
Var(Y — aX) = E[(Y — E[Y])’] - 2aE[(Y — E[Y])(X — E[X])] + ¢’E[(X — E[X])7],
was durch

_ E[(Y —E[Y])(X —E[X])] _ Cov(X,Y)
E[(X — E[X))] Var(X)

minimiert wird, wenn der Nenner nicht null ist. Ist hingegen Var(X) = 0, so ist X = E[X] P-fast
sicher und somit Var(Y — aX) = Var(Y), so dass a* beliebig gewéhlt werden kann. Wegen

*

h(a*X +b*) = Var(Y — a*X) + (E[Y] — ¢*E[X] — b*)*
= Var(Y) + (a*)* Var(X) — 2a* Cov(X,Y) + 0

B Cov(X,Y)* 9
folgt auch die Darstellung des Minimalwerts durch die Korrelation p(X,Y). O
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Bemerkung 3.2.7. Sind X und Y unkorreliert im Satz, so kann Y nicht besser als durch seinen Er-
wartungswert b* = E[Y'| vorhergesagt werden. Je stdrker X und Y korrelieren, also je grofser |p(X,Y)|
ist, desto besser ist die Vorhersage. Im Extremfall p(X,Y) = +1 gilt Y = a*X + b* P-fast sicher. Aus
dem Satz kann man viele Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation direkt folgern.

Satz 3.2.8 (Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation). Fiir X,Y,Z ¢ #? und a,b € R gilt:

a) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) =E[XY] - E[X]E[Y], Cov(X,X) = Var(X);
b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y);

c) Cov(aX +b,Y)=aCov(X,Y);

d) Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z);

e) X,Y unabhdngig = X,Y unkorreliert;

A |Cov(X,Y)| < a(X)o(Y)und p(X,Y) € [—1, +1].

Beweis. Ubung! O

Beispiel 3.2.9.

)

i)

iii)

Eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable X ergibt sich als X = > | X; mit einem Bernoullischema
und E[X] = Y7 | E[X;] = np, Var(X) = >, Var(X;) = np(1 — p). Da Erwartungswert und
Varianz nur von der Verteilung abhdngen, sagt man, dass die Bin(n, p)-Verteilung Erwartungswert
np und Varianz np(1 — p) besitzt. Im Fall p € {0, 1} gilt also Var(X) = 0 sowie stets Var(X) <
n/4. Die relative Hdufigkeit von Erfolgen A = X/n erfiillt E[A] = p (erwartungstreu fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit) und Var(A) = @. Die Streuung von A nimmt also mit wachsendem
n ab.

Fiir eine N(p,o?)-verteilte Zufallsvariable X mit u € R, o > 0 gilt nach dem Dichtetrans-
formationssatz, dass Z = (X — p)/o ~ N(0,1) ist. Nun sind X,Z € %? und wir schliefsen
Var(X) = Var(oZ + p) = 0* Var(Z) = o2

Bezeichnen X; und X, die Augenzahlen beim Wurf zweier Wiirfel, so ist S = X; + X, die Augen-
summe und D = X, — X, die Augendifferenz. Es gilt

COV(S, D) = Var(Xl) + COV(XQ, X1> — COV(Xl, XQ) — Var(Xg) = 07

und S und D sind unkorreliert (gilt allgemein fiir X;, X, € £? mit Var(X;) = Var(Xy)). Al-
lerdings sind S und D nicht unabhdngig; denn es gilt beispielsweise P(S = 2, D = 5) = 0, aber
P(S = 2)P(D = 5) > 0. Die beste (nicht nur lineare) Vorhersage von D gegeben S ist gera-
de konstant gleich null, da D unter jeder Bedingung {S = k} symmetrisch um 0 verteilt ist:
P(D=m|S=k)=P(D=—-m|S=k).

3.3 Mehrdimensionale Normalverteilung

Definition 3.3.1. Seien ;1 € RY ein Vektor, ¥ € R4 eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
und Z ein standard-normalverteilter Vektor im R%, d.h. Z ~ N(0, E;). Die Verteilung des Zufalls-
vektors X = y1 + X'/2Z heifst dann d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwert(vektor) ;. und
Kovarianzmatrix ¥, Notation X ~ N(u, ).
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Im Fall einer positiv definiten Matrix 3 besitzt N(u,Y) (gemdfs Beispiel |1.4.45) die Dichte

Gux(r) = (2m)" Y2 det ()2 exp ( - % (S HNz —p),x— p) ), r € R

Bemerkung 3.3.2. ¥ ist positiv-semidefinit, falls (Xv,v) > 0 fiir alle v € R? gilt. Da jede sym-
metrische Matrix diagonalisierbar ist, ist diese Eigenschaft dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte
\; nicht-negativ sind. Es gilt also ¥ = T~'DT mit einer invertierbaren (sogar orthogonalen) Ma-
trix T und einer Diagonalmatrix D = diag(\y,...,\q). Man setzt dann $'/? = T-'DV2T mit
D'V/? = diag()&/ S Ai/ ?). Man tiberpriift leicht, dass $*/2 ebenfalls symmetrisch, positiv semidefinit
ist mit £1/2%Y/2 = 3. Wenn sogar \; > 0 fiir i = 1, ..., d gilt, so heifst ¥ positiv definit.

Beispiel 3.3.3. Ist ¥ nicht invertierbar, so nimmt X = u + X'/2Z Werte in einem echten (affinen)
Unterraum des R? an, dessen Lebesguemafs Null ist. In diesem Fall besitzt N(u,Y) also keine Dichte.

Fir ¥ = beispielsweise gilt ¥'/? = ¥ und P(X, = py) = 1, der Trdger von PX = N(u, ) ist

10
00
die Gerade {(x, us) | x € R} C R
Satz 3.3.4. Fiir einen N(u, X)-verteilten Zufallsvektor X = (X1,..., X )und 1 < k,¢ < d gilt
E[Xk] = Uk, COV(Xk,Xg) = Ekyg.
Bemerkung 3.3.5. In diesem Sinne ist . Erwartungswert und ¥ Kovarianzmatrix von N (u, X3).
Beweis. Aus der Linearitdt des Erwartungswerts und Z, ~ N(0,1), ¢/ =1,...,d, folgt
d
E[X)] = Elpu + (Z/22)i] = ju+ Y SUE(Z] =
=1
sowie wegen E[Z;Z;] = 1, (fiir i # jist E[Z,Z;] = E[Z;]E[Z;] = 0, da Z;, Z; unabhéngig)
Cov (X, X¢) = E[(Xy, — ) (Xe — pe)] = E[(5Y22)(2122),]
d d
1/21/2 1/21/2
= Z Ek,/z‘ Eé,/j E[Zizj] = Z Ek,/i Ee,/z‘
i,j=1 i=1
= (X250 = Bie.
Beachte bei den Rechnungen die Notation E,lg/ 2= (BY2)0 O

Korollar 3.3.6. Sind X;, ..., X, gemeinsam normalverteilt (d.h. X = (X, ..., X,,) ist n-dimensional
normalverteilt) und sind X, ..., X, (paarweise) unkorreliert, so sind X, ..., X, sogar unabhdngig.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt Cov(Xy, X,) = 0 fiir alle £ # ¢ und X ~ N(u,X). Nach Satz
folgt 3, = 0 fiir k£ # (, so dass ¥ eine Diagonalmatrix ist. Also gilt Xy = ux + k1 Zk,
1 <k <d.Nunsind 7y,..., Z, unabhingige Zufallsvariablen und daher nach Lemma [2.3.3|auch
X1,..., X, 0

Satz 3.3.7. Ist X ein N(0,X)-verteilter Zufallsvektor im R? und ist A € R™*? (m < d) eine determi-
nistische Matrix, so ist Y = AX ein N (0, AXA")-verteilter Zufallsvektor im R™.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass sich Y darstellen ldsst als Y = (AXAT)'/2Z mit einer geeigneten
Zufallsvariablen Z ~ N(0, E,,). Aus der Darstellung X = SY2W mit W ~ N(0, E,) ergibt sich die
zu erfiillende Bedingung als AXY2W = (ASAT)Y/2Z.

Der Satz zur orthogonalen Normalform (z.B. in M. Koecher [Koe97]] Seite 199) zeigt, dass es
orthogonale Matrizen T} € R™ ™ T, ¢ R%? und eine Diagonalmatrix D € R"™*", r < m, mit
strikt positiven Diagonaleintragen gibt, so dass in Blockmatrixnotation (beachte die Dimensionen!)

ANV2 =Ty (10) 8) T, gilt. Dies impliziert (beachte T, T, = E, da T, orthogonale Matrix)
D 0\ (D 0\ 1\
(ADAT)V2 = (AXV2(ADV2) T2 = (T1 TlT)
0 0 0 0
D 0\ ..t
-1 (g o)
Wir miissen also Z ~ N(0, E,,), W ~ N(0, E;) auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
finden mit
D 0\ 7 D 0
<0 0) 1, Z = (0 0) TW. (3.3.1)

Sei also W ~ N(0, E,) gegeben und setze Z = T (E,, 0)T>W. Dann gilt (3:373). Nach Beispiel
ist die Standard-Normalverteilung invariant unter orthogonalen Transformationen, so dass
ToW ~ N(0,Ey). (E,, 0) T2W ist dann ein Vektor von m unabhangigen N (0, 1)-verteilten Zufalls-
variablen, also N (0, E,,)-verteilt, so dass auch Z ~ N(0, E,,) gilt wie gefordert. O

Korollar 3.3.8. Ist X ein N(u,Y)-verteilter Zufallsvektor im R¢ und sind A € R™*¢ b € R™ determi-
nistisch, so ist Y = AX + bein N(Au + b, ALAT)-verteilter Zufallsvektor im R™.

Beweis. Nach Definition ist X — i ~ N (0, %) (schreibe X =y + $'/27) und nach dem Satz A(X —
p) ~ N(0,AXA"). Alsoist Y = A(X —p) + Au+b~ N(Au+ b, AXAT). O

Korollar 3.3.9. Sind X; und X, unabhdngige N(p1,%1)- baw. N(us, ¥)-verteilte d-dimensionale
Zufallsvektoren, so gilt X| + Xy ~ N (1 + pa, X1 + 23). Insbesondere bildet (N (ut, 0%t))i>o fir u € R,
o > 0 eine Faltungshalbgruppe.

Beweis. Essei Y ~ N(u,Y) ein 2d-dimensionaler Zufallsvektor mit

H1 21 0
= Y = .
8 (uz) | ( 0 22>
Nach dem vorigen Korollar gilt dann fiir die Projektionen X; := (Ea 0)Y ~ N(p,%) und X, =

1/2
(0 E))Y ~ N(pz,%2). Aus Y = p + £Y2Z mit Z ~ N(0, E»g) und $Y2 = 2(1) 2?/2> folgt,
2

dass (Y;)1<i<q eine messbare Funktion von (Z;)i<;<q ist und ebenso (Y;)s11<i<24 €ine messbare
Funktion von (Z; )d+1<l<2d Nun sind (Z;)1<i<q und (Z;)a41<i<2q unabhéngig, vergleiche Lemma
, und somit auch X; und X,. Wiederum nach dem Korollar mit A = (E; E,;) € R gilt
X1 + Xy = AY ~ N(p1 + po, 21 + X2). Da (Xl, XQ) wie (X3, X;) verteilt sind, ist die erste Aussage
bewiesen.

Die zweite Aussage, also N (ut,c?t) * N(us,02s) = N(u(t + s),0%(t + s)) fir t,s > 0, folgt aus der
ersten mit d = 1, y; = ut, pg = ps, ¥y = o°t, ¥y = o2s unter Beachtung von Satz [2.5.5] O
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Kapitel 4

Charakteristische Funktionen

4.1 Charakteristische Funktionen — Definition, Eigenschaften
und Beispiele

Definition 4.1.1. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X bezeichnet

©* (u) := E[e™*] = E[cos(uX)] + iE[sin(uX)], u € R,

die charakteristische Funktion von X. Entsprechend ist fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, *Bg)
o (u) == / " P(dx) = / cos(uz) P(dx) + i / sin(ux) P(dz), u € R,
R R R

die charakteristische Funktion von P. Fiir u € R? und einen Zufallsvektor X im Rd ist X (u) =
Ele™X)] und fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, Bga) ist ¢F(u) := [, €'l dr) die ent-
sprechende charakteristische Funktion.

Beispiel 4.1.2.

D ¢ (u) = [, e (dr) = ™0 = 1.

i) Bmomlalvertellung zu den Parametern n und p:

) = 3 (1)t =yt = 30 (3 et = et 1

k=0 k=0

iii) Poissonverteilung zum Parameter \:

u\k
P01sson E /‘ —)\ zuk —)\ Z ()\6 ) _ 6—)\—&-/\6“‘ _ 6)\(6“‘—1)
k' k! '

k>0 k>0

iv) Eindimensionale Standardnormalverteilung:

N(Ol) zum —x /2dl’— e —u?/2

=l .
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folgt, weil f(z) := —= [ e~(@=2*/24y eine holomorphe (d.h. komplex differenzierbare) Funkti-
NoTe oo

on auf ganz C ist mit f(z) = 1 fiir alle z € R, so dass nach dem Identitdtssatz' f(z) = 1 fiir alle
z € C, insbesondere z = iu, gilt.

v) Mehrdimensionale Standardnormalverteilung: ¢~ ©Ed) () = e~1"/2 fiir u € RY denn fiir X ~
N(0, E;) folgt wegen Unabhdngigkeit der Koordinaten X; (der Satz von Fubini gilt auch fiir
komplexwertige Integranden, betrachte Real- und Imagindrteil getrennt)

d d

d
X (u) = ]E[ei(u,X>] _ E[Heiujxj} _ HE[eiqu] _ Hefu;./z _ P2
j=1

j=1 Jj=1

Lemma 4.1.3. Fiir einen Zufallsvektor X im R? sowie A € R¥>? b € R? gilt
PN () = X (ATu)eid)

Insbesondere gilt fiir alle ;1 € R? und jede Kovarianzmatrix ¥ € R4*4
SNV (1) = () 2t

2,2

und fiir d = 1und X ~ N(p,0?) ist p(u) = =3,

Beweis. Dies folgt sofort aus E [¢/“AXH)] = | [e"<AT“’X>} e und LV2X 4+ ~ N(u,X) fir
X ~ N(0, E,) in Verbindung mit Beispiel 4.1.2(v) und |21/2u‘2 = (Su, u). O

Lemma 4.1.4. Jede charakteristische Funktion o erfiillt ©(0) = 1, |p(u)] < 1, u € R und sie ist
gleichmdif3ig stetig auf R<.

Beweis. Ist ©F die charakteristische Funktion beziiglich eines WahrscheinlichkeitsmaRes P, so ist
e (0) = [ " P(dz) =1, [¢F(u)| < [, || P(dz) = 1 sowie

|QDP(U> . (pP(U)| < /R |€i<u,x) . €i<v,:p>| IP’(d:c) _ /R ‘éi(ufv,x) . 1‘ |€ivz‘ ]P(dﬂ?)

- / ‘e““_”’x) — 1’ P(dz), wu,veR.
R

Wegen lim,,_, ¢”* = 1 und |e* — 1| < 2 folgt mit dominierter Konvergenz

w—0

lim / ) — 1| P(dz) = 0.

R
Zu e > 0 existiert also ein § > 0 mit [, |¢') — 1| P(dz) < € fiir |w| < §. Damit gilt fiir alle u, v € R?
mit |u — v| < § die Ungleichung |¢F (u) — ¢ (v)| < ¢, also gilt die gleichmaRige Stetigkeit. O
Lemma 4.1.5. Es gilt oX1t%2 = X1 . X2 fiir unabhdngige Zufallsvektoren X, X, im R<.
Beweis. Dies folgt direkt aus

E[ei<u,X1+X2)] _ E[ei<u,X1>ei<u,X2>] _ ]E[ei(u,Xl)]]E[ei(u,Xg)]

fiir unabhéngige Zufallsvektoren X, X.,. O

Ist D C C offen und zusammenhéngend und sind f,g: D C C — C zwei holomorphe Funktionen, die auf einer
Menge A C D iibereinstimmen, welche einen Haufungspunkt in D besitzt, so gilt bereits f = g.
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Bemerkung 4.1.6. Die Faltung von Wahrscheinlichkeitsmafsen P, P, auf Br wird also zum einfa-
chen Produkt bei charakteristischen Funktionen (wie bei der Fouriertransformation in der Analysis):

(p]P)l*]PQ (U,) — goPl (U)SO]P’Q (u) fiir ueR

Lemma 4.1.7. Fiir eine Zufallsvariable X € ™ (Q, F, P) mit m € N gilt ¢* € C™(R) mit Ableitun-
gen
(@)®(0) = *E[XF), k=0,...,m.

Weiterhin existiert eine Funktion r,, : R — C mit sup,cg |7m(v)| < 2E[|X|"] und lim,_,¢ r;,(u) = 0,
so dass gilt

Beweis. Ubung! ]

Beispiel 4.1.8. Wegen -LoBn(mr)(y) = n(pe™ + 1 — p)"Lipe™ mit Wert inp bei u = 0 besitzt die

Bin(n, p)- Vertellung Erwartungswert np. Wegen L, oBnun) (y) = —n(n — 1)(pe™ + 1 — p)"~2pPe®™ —

n(pe™ + 1 — p)"Lpe™ mit Wert —n(n — 1)p* — np bei u = 0 erhalten wir n(n — 1)p? + np als zweites
Moment von Bin(n, p) und somit n(n — 1)p? + np — n*p* = np(1 — p) als Varianz.

4.2 Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen

Satz 4.2.1. (Eindeutigkeitssatz in R) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, Bg) und a < b gilt
die Inversionsformel

1 U _—iua _ ,—iub

P((a,b)) + iP({a,b}) = — lim " (u) du.

2T U—oo | _ir w

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafse auf R mit derselben charakteristischen Funktion
identisch.

U sin(z
x

U e e—iua o e—iub )
_ / / e P(dr)du, U0,
-U J -0 [

mit stetiger Ergéinzung bei v = 0. Wir erhalten mit dem Satz von Fubini, [” Cosu“y du = 0 wegen
Antisymmetrie und mit der Substitutionsregel der Integration

/ / e e dy P(dx)
:/_J/_UM“—/_ZMMPW
IR
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Fiir x > b > a und U — oo konvergiert der Integrand beziiglich = gegen 7 — 7 =0, flirx < a < b
gegen —7m — (—m) = 0 sowie fiira < z < bgegenm — (—7) = 2r. Inden Féllen x = aund z = b

ergibt sich der Grenzwert 7. Mit dominierter Konvergenz (sup;cg ‘ = v Smf dx’ < oo) folgt daher

lim (U = / 27 P(dx) + / 7 P(dz) = 2P ((a, b)) + 7P({a, b)).
U—oo (a,b) {a,b}
Division durch 27 ergibt die behauptete Identitat.
Die Eindeutigkeit folgt daraus, wenn man beachtet, dass es hochstens abzihlbar viele x, € R
gibt mit P({z,}) > 0. Fur a < bmit P({a}) = P({b}) = 0 erfiillt die Verteﬂungsfunktlon F dann

namlich F(b)—F(a) = o limy e [ S P (u) du, ist dort also durch ¢ eindeutig bestimmt.
Wegen Rechtsstetigkelt ist F auch bei x, eindeutig festgelegt. Mit I ist dann auch P eindeutig
bestimmt. O

Satz 4.2.2. (Eindeutigkeitssatz in R?) Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R?, Bga). Fiir a; < b;,
j=1,...,d, mit P(H?Zl[aj, bi]\ H?Zl(aj, b;)) = 0 gilt die Inversionsformel

P(Mlows) =g [T

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem R? mit derselben charakteristischen Funkti-
on identisch.

—zu] aj _

—iujb;
¢ > ¢ (u) du.

Beweisskizze (analog zum Fall d = 1). Setze

—zujaj _ p—tujb; ]
/ / ¢ )e““’x) P(dz) du, U >0,
U,U)d Rd j

Uy

mit stetiger Ergédnzung fiir u; = 0. Wir erhalten fir U — oo

(zj—a;) U(z;—b;)
/ H / sm(v) dv—/ sin(v )dv> P(dz)
Ré v —U(z;—b;) Y

o d
= / I1 (27r1(aj7bj)(xj) + m{aj,bj}(xj)) P(dz).

Da P keine Masse auf dem Rand des Quaders H 1la;, b;] besitzt, folgt die behauptete Formel. Da
[P iiberhaupt nur hochstens abzihlbar vielen Hyperebenen H(c,j) = {z € RY|z; = ¢}, c € R,
j = 1,...,d, positive Wahrscheinlichkeiten zuordnen kann und die Familie aller Quader ohne
solche mit Randpunkten auf abzdhlbar vielen Hyperebenen weiter einen N-stabilen Erzeuger von
Bra bildet, ist P durch obige Formel eindeutig {iber die charakteristische Funktion festgelegt. [
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Kapitel 5

Grenzwertsatze

5.1 Zwei wichtige Ungleichungen

Wir wollen der Intuition, dass sich relative Haufigkeiten und Mittelwerte bei groen Stichprobe-
numfiangen entsprechenden Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten annihern, eine mathe-
matische Grundlage geben. Wichtig sind zunéchst einfache Ungleichungen fiir Abweichungswahr-
scheinlichkeiten.

Satz 5.1.1 (Allgemeine Markov-Ungleichung). Seien X eine reellwertige Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, o7, P) und h: R — [0, 00) monoton wachsend (und damit insbesondere
messbar). Dann gilt fiir alle a € R

h(@)P(X > a) < E[h(X)].
Beweis. Es gilt dank der Monotonie des Erwartungswertes fiir alle a € R
h(a)P(X > a) = h(a)E [H{XZQ}]
=E [h(a)1(x20)]
(%)
< E [h(X)Lixza)]
< E[p(X)],

wobei wir in (x) verwendet haben, dass 4 monoton wichst und somit aus X(w) > a sofort
h(X(w)) > h(a) folgt fir alle w € . Beachte dabei E[h(X)] € [0,00] wegen A(X) > 0, und
dass die Ungleichung im Fall E[h(X)] = oo trivial ist. O

Bemerkung 5.1.2. Gilt zudem h(a) > 0 in obigem Satz, so folgt durch Division durch h(a) > 0 direkt
die iibliche Darstellung der Ungleichung

]P’(Xza)SE

Beispiel 5.1.3. Fiir X € #? und a > 0 gilt
E[lX]"]

aP

P(|X]| > a) <

Dazu setze Y = |X| und h(y) = (y+)? in der allgemeinen Markov-Ungleichung. Der Fall p = 1 ist
gerade die spezielle Form der Markov-Ungleichung.
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Korollar 5.1.4 (Chebyshev-Ungleichung!). Ist X eine Zufallsvariable in £, so gilt fiir jedes a > 0
Var(X)
< .

P(|X - E[X]| > a)

a2
Beweis. Wende die Markov-Ungleichung auf Y = | X — E[X]| und i(y) = (y.)? an:
_ E[X ~EX]]] _ Var(X)

P(|X —E[X]| > a)

a2
[

Beispiel 5.1.5. Eine faire Miinze werde n-mal geworfen und p bezeichne die relative Hdufigkeit der
Wiirfe mit ’Kopf’. Also ist p = S, /n mit S, ~ Bin(n,1/2). Wir erhalten E[p] = E[S,]/n = 1/2,
Var(p) = Var(S,)/n* = 1/(4n). Die Chebyshev-Ungleichung gibt die Abschdtzung
1
P(lp—1/2 < .
(15 -1/20> ) < 7
Im Fall n = 1000 und ¢ = 0,05 ergibt sich so P(|p — 1/2| > 0,05) < 0, 1. Allgemein gilt: je grofser n
ist, desto kleiner sind die Abweichungswahrscheinlichkeiten.

5.2 Gesetze der grof3en Zahlen

Die Aussage um die es in diesem Abschnitt geht kann man wie folgt zusammenfassen: Das arith-
metische Mittel einer Folge von zentrierten Zufallsvariablen (d.h. ihr Erwartungswert ist Null)
konvergiert gegen Null. Wir miissen dazu jedoch festhalten was wir unter Konvergenz einer Fol-
ge von Zufallsvariablen verstehen und unter welchen Bedingungen an die Zufallsvariablen diese
Konvergenzaussage gesichert ist.

Da wir von Gesetzen der grofsen Zahlen im Plural sprechen, halten wir zunachst fest, welche Kon-
vergenzaussagen wir treffen wollen:

Definition 5.2.1.

1. Die Zufallsvariablen (X})ren geniigen dem schwachen Gesetz der grof3en Zahlen, falls

Jim P ( LS - Bxa)

k=1

>€>:0, Ve > 0.

2. Die Zufallsvariablen (X}),en geniigen dem starken Gesetz der grol3en Zahlen, falls

1 n
P (hm = 0) =1
n—00

- Z (X — E[Xy])
n
k=1
Fiir beide Arten von Gesetzen der grolden Zahlen gibt es verschiedene Fassungen, die sich in den
Voraussetzungen unterscheiden. Wir sehen uns jeweils nur eine Fassung genauer an. In allen Be-
weisen in diesem Abschnitt werden wir der Kiirze halber mit

1 n

das arithmetische Mittel bezeichnen.

! Alternative Schreibweisen: Tschebyschow, Tschebyscheff
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Satz 5.2.2 (schwaches Gesetz der grol3en Zahlen). Sei (X} )ren eine Folge unkorrelierter Zufallsva-
riablen in £* mit demselben Erwartungswert ;i € R und lim,_,o =5 »_,_; Var(X},) = 0. Dann geniigt
die Folge (X})ren dem schwachen Gesetz der grofsen Zahlen.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir jedes £ > 0 Folgendes gilt:
lim P(|A, — u| >¢) =0.
n—oo
Wegen Linearitdt des Erwartungswertes gilt E[A4,] = 1 und wegen der Unkorreliertheit

1
Var(4,) = = Var(X; +--- + X,,)

1 n
= ﬁ Z COV(Xk,Xj)

k,j=1

1 n
= > Var(Xy).
k=1

Mit der Chebyshev-Ungleichung folgt also fiir jedes feste ¢ > 0

n-e

Da die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite immer > 0 ist, folgt hieraus die Behauptung. H

P(|An — > €)

Bemerkung 5.2.3. Das schwache Gesetz wird oft fiir unabhdngige Zufallsvariablen formuliert, aber
der Beweis zeigt, dass es ausreicht, (paarweise) Unkorreliertheit zu fordern. Es gibt auch ein schwaches
Gesetz der grofden Zahlen unter der schwdcheren Annahme X, € ', vergleiche Satz 5.7 in [Geolb5].

Im Folgenden sehen wir uns ein aus der Analysis bekanntes Resultat an, welches wir mit den
Methoden der Stochastik beweisen konnen.

Korollar 5.2.4. (Weierstrafs’scher Approximationssatz) Zu einer stetigen Funktion f : [0,1] — R
definiere das zugehorige Bernstein-Polynom n-ten Grades

Fulz) = kz:; f <§) (Z) 21— )"k, 2 el0,1].

Dann gilt lim,, o || f — full, = 0 mit ||g||, := max,cp) |g(x)|. Insbesondere liegen also die Polynome
dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1] beziiglich der Maximumsnorm.

Beweis. Seien Xi,..., X, unabhéngige Bin(1, p)-verteilte Zufallsvariablen mit p € [0, 1]. Dann gilt
>, Xi ~ Bin(n,p) und somit

(5] -5 (8) (-
i=1 k=0
Da f auf dem Kompaktum [0, 1] gleichma3ig stetig ist, existiert zu jedem ¢ > 0 ein 6§ > 0, so dass
|z —y| <0 =|f(z) — f(y)| < e. Wir erhalten somit

|fu(p) = fF(P) SE[If (An) — f()]]
=E[|f (An) = F(O)] (Tga,—pi<sy + 1ja,—pi>s) ]
<E [elga,—pi<sy + 211 flloo Lgan—pl>s)]
<e+2(fllP(lAn —p| > 9)

2p(1 —p) |/l
no2 ’

E[f(An)] = E

<e+
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wobei wir zuletzt die Chebyshev-Ungleichung verwendet haben. Wegen 2p(1—p) < 1/2 fiirp € [0, 1]
folgt also

limsup sup |fn(p) — f(p)| <e.

n—oo  pel0,1]

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 5.2.5. (starkes Gesetz der grofsen Zahlen) Sei (X}, )ren eine Folge unkorrelierter Zufallsvariablen
in £? mit demselben Erwartungswert ;i € R und sup,cy Var(X}) < oo. Dann geniigt die Folge (X})xen
dem starken Gesetz der grofsen Zahlen.

Bemerkung 5.2.6. Die Anforderung an das starke Gesetz ist stdrker als die an das schwache Gesetz
der grofsen Zahlen, denn Erstere implizieren

Z\/ar (Xg) < —supVar(Xk) 20,

N keN

Beweis. Wir verwenden eine allgemeine Strategie, um fast sichere Konvergenz zu zeigen: zunichst
wird dies entlang einer Teilfolge mittels Lemma von Borel-Cantelli nachgewiesen. Dann wird der
Abstand eines allgemeinen Folgenglieds zur Teilfolge abgeschétzt. O.B.d.A. sei u = 0, sonst be-
trachte X}, = X, — u, so dass A4,, = A,, — ;1 gegen null konvergiert.

Nach der Chebyshev-Ungleichung gilt fiir alle € > 0 (beachte ;. = 0)

STP(Ae >0 <Y Sup"?;il; Xe) o,
n>1 n>1
Das Lemma von Borel-Cantelli zeigt daher
P(|A,2| > ¢ fiir unendlich viele n) = 0.
Betrachtet man die Vereinigung der Ereignisse fiir alle rationalen ¢ > 0, so folgt
P <nh_>r£10 A2 # O) =P ( U {|A;2| > ¢ fiir unendlich viele n}) = 0.
e€Q>o

Es gilt also P(lim,, o, A2 = 0) = 1.
Zu jedem m € N wéhle n(m) € N mit n(m)?> < m < (n(m) + 1)%. Wiederum mit der Chebyshev-
Ungleichung folgt

5 ”ZW Var(Si gm0 X)
=n(m 2 k
P Xk - Xk Z €n(m)2 < k=n(m)®+1
k=1 k=1

- n(m)ie?

(m — n(m)?) sup, Var(Xy) '

- n(m)ie?
Diese Wahrscheinlichkeiten sind nun summierbar:
m n(m)? Var( X (n+1)2-1 9
SRS X - 3 K| = ento < MV S N M
m>1 k=1 n>1  m=n?
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wegen Zf;:if_l(m —n?) =32" 'm=n-(2n+ 1). Dasselbe Borel-Cantelli-Argument zeigt daher

1
B lim s D Xi— D> Xi|=0|=1

k=1 k=1

Mit dem ersten Teilfolgenresultat ergibt sich aufRerhalb einer Nullmenge (Vereinigung der beiden
Nullmengen, wo keine Konvergenz vorliegt) lim,, .. W S, Xi, = 0. Auf Grund von m > n(m)?

impliziert dies P (limy, 00 = 4o X = 0) = 1, also die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.7. Auch fiir das starke Gesetz der grofSen Zahlen reicht es, X; € ' zu fordern,
wenn man paarweise Unabhdngigkeit statt Unkorreliertheit annimmt, siehe Satz 5.16 in Georgii.

5.3 Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen

Definition 5.3.1. Identifiziert man X,Y € £?(Q, o/ ,P) (Zusammenfassung in einer Aquivalenzklas-
se), wenn X =Y P-fast sicher; d.h. P(X =Y') = 1, gilt, so erhdlt man den Vektorraum L?(Q), o7, P).
Fiir p > 1 wird L?(Q, o/, P) mit der Norm | X||,, = E[|X[']'/? zum Banachraum und mit dem Ska-
larprodukt (X,Y) = E[XY]| wird L*(Q, o/ ,P) zum Hilbertraum.

Definition 5.3.2. Seien (X,),>1 und X Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, o, P).

1. Man sagt, dass X, stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen X konvergiert fiir n — oo
(Notation: X, LN X), falls fiir alle € > 0
lim P(|X — X,,| > ¢) = 0.

n—oo

2. Man sagt, dass X,, P-fast sicher gegen X konvergiert (Notation: X,, — X P-fs. oder X, T

X), falls
P{w e Q: lim X,(w) = X(w)}) = 1.

n—o0

3. Sind (X,,)neny und X in £P(Q), o7, P) fiir p > 0, so sagt man, dass X,, gegen X in LP konvergiert
(Notation: X,, — X), falls E[|X,, — X|7] — 0 fiir n — oo gilt.

Beispiel 5.3.3. Im schwachen Gesetz der grofsen Zahlen gilt A, N i, im starken Gesetz der grofsen
Zahlen gilt A, i L.

Bemerkung 5.3.4. Man kann zeigen, dass do(X,Y) := E[|X — Y| A 1] fiir Zufallsvariablen X,Y auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, o7, IP) eine Metrik definiert, wenn man Zufallsvariablen identifi-

ziert, die P-fs. gleich sind. Es gilt dy(X,,X) - 0 < X, . X. Fast sichere Konvergenz kann
hingegen im Allgemeinen nicht metrisiert werden (analog zu punktweiser Konvergenz von Funktio-
nenfolgen).
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Satz 5.3.5. Fiir reellwertige Zufallsvariablen (X,),eny und X auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum gelten folgende Implikationen:

a) Konvergert X,, gegen X in LP fiir ein p > 0, so auch stochastisch.

b) Konvergiert X, gegen X P-fast sicher, so auch stochastisch.

. . .y . . P—fs.
c) Konvergiert X,, gegen X stochastisch, so existiert eine Teilfolge (n;)reny C N, so dass X, X

fiir k — oc.
d) Konvergiert X,, gegen X P-fast sicher und ist E[sup,, | X,,|"'] < oo fiir ein p > 0, so konvergiert X,
gegen X in LP.
e) In (d) reicht es, stochastische Konvergenz X, Ly X statt fast sicherer Konvergenz zu fordern.
Beweis.

a) Nach der Markov-Ungleichung gilt fiir alle ¢ > 0

E[l X, — X?
P(IX, — X| 2 ) < T 2T

und nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen Null.
b) Ubung!

c) Seigy | 0eine Nullfolge. Nach Voraussetzung existieren dann n;, € N fiir £ > 1 mit P(| .X,, — X| >
ep) < 27F fur alle n > ny. Wegen >, P(|X,, — X| > &) < oo gilt nach dem Lemma von
Borel-Cantelli P(|X,, — X| > & fir unendlich viele £ > 1) = 0. Mit Wahrscheinlichkeit 1 exi-
stiert daher ein (zufilliges) ko € N mit V& > ko : | X, — X| < &, was wegen ¢, — 0 gerade
Xy, — X P-fast sicher zeigt.

d) Wegen X,, — X P-fast sicher gilt P(|X| < sup,, |X,,|) = 1. Daher gilt auch

E[sup | X, — X|p} < E[sup(|Xn| + |X|)p} < QPE[sup |Xn\p] < 00.

Mit dominierter Konvergenz (Satz von Lebesgue) folgt daher E[|X,, — X|'] — 0, also X, X

e) Angenommen, X, konvergiert nicht gegen X in L”. Dann existiert eine Teilfolge (n;)x>o mit
liminfy o E[| X, — X[’] > 0. Da auch X, P x gilt, existiert nach (c) eine Teilteilfolge
(1, )e>o mit Xy, Pt X, so dass nach (d) Xy, LN X, also ]E[‘Xnke — X‘p] — 0. Dies zeigt
lim infy o E[| X, — X|’] = 0. Widerspruch!

]

Bemerkung 5.3.6. Wir erhalten insbesondere folgende Implikationsreihe:

P
) P—fs. E[supk|Xnk| |<oo P
=

X, X=X, 5 x W x, Bx X 5 X

Wir sehen, das stochastische Konvergenz die schwdchste der betrachteten Konvergengzarten ist. LP-
Konvergenz und fast sichere Konvergenzen implizieren einander nicht ohne Weiteres, sondern nur
mittels Aussagen (c) und (d). In (d) und (e) kann E[sup, |X,|"'] < oo mit Hilfe der sogenannten
gleichgradigen Integrierbarkeit abgeschwdcht werden.
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Beispiel 5.3.7.

i) Im schwachen Gesetz der grofsen Zahlen gilt sogar A, AN i, denn

1 n—oo
E[(A, — p)? = Var(A Z Cov(Xy, X;) < Esngar(Xk) — 0.

k,j=1

ii) (Harmonische Reihe mit zufdlligen Vorzeichen, Beispiel Betrachte S, = Y ,_, €kt 3 L mit (g,
unabhdngig und P(e, = 1) P(ex = —1) = 1/2. Dann gilt E[S | =0, Var(S,,) = Zk | 72 Wegen
Var(Sy, — Sm) < Do 72 fir n > mund limy, 00 Y-y, 72 = 0 bildet (S,) eine Cauchyfolge in
L?. Es gilt also (wegen der Vollstindigkeit des L?) S, — S in L? und damit auch stochastisch
fiir ein S, € L*.

Es gilt sogar P-fast sichere Konvergenz in (ii) — dafiir zeigen wir jedoch zunéchst eine Charakteri-
sierung und anschlieend ein Cauchy-Kriterium fiir P-fast sichere Konvergenz.
Lemma 5.3.8. Seien (X,,),en und X Zufallsvariablen auf (€2, <7, P). Dann gilt folgende Aquivalenz:

P—fs.

X, — X <<= lim ]P’(sup|Xn—X|>€):O,VE>O.

m—o0 n>m

Beweis. P-fast sichere Konvergenz bedeutet gerade

]P(ﬂ U {an—Xy >%}> =0, VkeN. (5.3.1)

meNn>m

Es ist

U {|Xn—X|>%}¢ Ny {|Xn—X|>%}

n>m

fiir m — oo und somit gilt

P(ﬂ U {|Xn—X|>%}> :%E%OPQQ{W_XD%})

meNn>m

1
= lim IP’(sup|X - X| > )

m—ro0 n>m
woraus in Kombination mit ((5.3.1)) die Behauptung folgt. O
Satz 5.3.9. Seien (X, )nen und X Zufallsvariablen auf (9, <7, P). Dann gilt folgende Aquivalenz:
X, X = lim P(sup | X, — Xou| > ) =0, Ve > 0.

m—r0o0 n>m

Beweis.

=: Seie > (. Dann gilt

]P’(sup|Xn—Xm|>e)§P(sup|X - X| > )—I—]P’<|Xm—X|>%>

n>m n>m

<2]P’<Sup]X - X|> >
n>m

m—0o0
0,

wobei der letzte Schritt gerade auf Lemma basiert.
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<: Firn € Nsei Y, := sup;;>, | Xx — X;|. Dann gilt fir alle ¢ > 0 und m € N

IP’(sup|Yn!>5>:IP’(Ym>5)SQIP’(sup|X — Xp| > )”ﬁ’fol

n>m n>m

Nach Lemma (mit Y, statt X,, und 0 statt X) gilt Y,, — 0 P-fast sicher. Damit existiert
eine Menge N € & mit P(N) = 0 derart, dass fiir alle w € N¢ die Folge (X, (w)),en eine
Cauchy-Folge in R ist und damit in R konvergiert. Somit existiert X (w) := lim,, o X, (w) fiir

alle w € N¢. Setzen wir X (w) := 0 fiir alle w € N, so gilt insgesamt X, =g
O

Bemerkung 5.3.10. Wdhrend wir Wahrscheinlichkeiten der Form P(|X — E[X]| > ¢) mit Hilfe der
Chebyshev-Ungleichung abschdtzen konnen, miissen wir fiir den Nachweis des Cauchy-Kriteriums fiir
fast sichere Konvergenz P(sup,,~,,, | X» — Xm| > €) abschdtzen. Kolmogorov liefert eine dafiir hilfreiche
Verfeinerung der Chebyshev-Ungleichung.

Lemma 5.3.11 (Kolmogorov). Seien (X)ren unabhdngige Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und
Var(X},) = o} fir k € N. Seien weiterhin S; := 22:1 Xy und M,, == max{|9| | 1 <l <n}. Dann
gilt fiir a > 0

Beweis. SeiT =min{1 <1l <n| |S| > a}. Dann ist {M,, > a} = U1gzgn{T = [} und damit

P(M, > a) ZIP’ = 1,15 >a) = ZE

- S E L0y (52 — 250(5 — )~ (5, 5%

=1
I & 1 1 1
<= ;E (1087 = SE [LansaSi) < SE[ST] = ;Ug,

1 n
fragm)] < 5 3o 10

n

wobei wir u.a. verwendet haben, dass (S, — S5;)* > 0, E[S,, — ] =0und S, — S; von Xi,...,X;
und damit von 1;7_;;S; unabhéngig ist. O

Beispiel 5.3.12 (Harmonische Reihe mit zufélligen Vorzeichen, Beispiel (ii)). Betrachte S,, =
> h_i kg mit (e) unabhdngig und P(e), = 1) = P(e;, = —1) = 1/2. Dann gilt fiir k>m und alle § > 0
mit Kolmogorov’s Lemma

k
1 1
(e 5 sl 20) <5 3 4
i=m+1
Mit Grengiibergang k — oo erhdlt man

1 1 moeo
P(sup S, —S\>5) s 2. a 0

7
n>m+1 i>m+1

woraus mit Satz sofort folgt, dass (S, )nen in der Tat P-fast sicher konvergiert.
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5.4 Konvergenz in Verteilung

Bemerkung 5.4.1. Wir bendtigen noch einen weiteren Konvergenzbegriff, der aber grundverschieden
von den bisherigen ist, weil er nur die Verteilungen von Zufallsvariablen betrachtet. Diese miissen nicht
einmal auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein. Die im folgenden definierte schwache
Konvergenz entspricht auf kompakten Mengen in R? der sogenannten schwach*-Konvergenz der Funk-
tionalanalysis.

Definition 5.4.2. WahrscheinlichkeitsmafSe (P,,),>1 auf (R?%, B.) konvergieren schwach gegen ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R?, Bga) (Notation: P,, — P), falls fiir jede stetige beschrdnkte Funk-
tion g € C,(R% R) Folgendes gilt:

lim g(:c)IP’n(dx):/ g(x) P(dx).

n—o0 R4 R4

Die Re-wertigen Zufallsvektoren (X,),>; konvergieren in Verteilung gegen den R¢-wertigen Zufalls-

vektor X (Notation: X, N X), falls fiir jede stetige beschrdnkte Funktion g € C,(R%; R) Folgendes
gilt:
lim E[g(X,.)] = E[g(X)].

n—o0

Damit gilt also insbesondere X,, —5 X <= PX» % PX,

Bemerkung 5.4.3. Gilt X,, -2 X, so gilt auch X,, -% Y fiir jede Zufallsvariable Y mit PX = PY.

Wird in der Literatur beispielsweise X, AN (0,1) geschrieben, so versteht man darunter; dass die
Zufallsvariablen schwach konvergieren und der schwache Grenzwert N (0, 1)-verteilt ist.

Beispiel 5.4.4. Ist X ein Re-wertiger Zufallsvektor und sind a,, € R, b, € R? mit a,, — a, b, — b,
s0 gilt a, X + b, —% aX + b: Die Stetigkeit von g impliziert g(a, X (w) +b,) = g(aX(w) + b) fiir alle
w € Q. Nun ist | g|| . eine integrierbare Majorante und dominierte Konvergenz zeigt E[g(a, X +b,)] —
E[g(aX + b)].

Bemerkung 5.4.5. P, — P impliziert nicht, dass P,(B) — P(B) fiir alle B € Bga gilt. Um das zu
sehen, setze a, = a = 0 in Beispiel Dann gilt einerseits &,, —+ 0, aber andererseits gilt fiir

b, # b gerade 0,,({b}) =0 # 1 = §,({b}).
Satz 5.4.6. Konvergiert X,, gegen X stochastisch, so auch in Verteilung, das heifst

X, X = Xx,4Yx

Beweis. Wir verwenden ein Teilteilfolgenargument wie im Beweis von Satz (e).

Falls X,, %> X nicht gilt, so existieren eine stetige beschrankte Funktion g sowie eine Teilfolge
(ng) mit liminfy o0 [E[g(Xn,)] — E[g(X)]| > 0. Fur eine Teilteilfolge (ny,) gilt aber X, = x
und wegen Stetigkeit auch g(X,, ) =iy g(X). Wegen ||g||, < oo folgt mit dominierter Konvergenz

Elg(Xy,, )] — E[g(X)] im Widerspruch zu lim inf_,« [E[g(X,, )] — E[g(X)]| > 0. Also muss X, N
X gelten. [

Beispiel 5.4.7. Die Umkehrung gilt nicht: fiir X ~ N(0,1)istauchY = —X ~ N(0, 1), so dass fiir die
durch X,, .= X (n € N) gegebene Folge X, Ly gilt, wahrend P(|X,, — Y| >¢) =P(2|X| >¢) >0
von n unabhdngig ist und damit fiir ¢ > 0 nicht gegen Null konvergiert.
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Satz 5.4.8. Fiir reellwertige Zufallsvariablen sind dquivalent:

(@ X, -5 X;

(b) die Verteilungsfunktionen erfiillen F*~(z) — FX(x) fiir alle x € R, an denen F¥X stetig ist (Ste-
tigkeitspunkte von F¥).

Beweis. (a)=(b): Zu z € R,§ > 0 wéhle eine stetige Funktion ¢ mit 1w, < g < 1(_c 49
punktweise (z.B. linear zwischen den Punkten (z, 1) und (z + §,0)). Dann gilt

lim sup £ (z) < limsup E[g(X,,)] = E[g(X)] < F*(x + 6),

n—o0 n—oo

lim inf FXr () > lim inf E[g(X,, + 8)] = Elg(X +0)] > FX(x —9).
Mit ¢ \, 0 und Rechtsstetigkeit von F'*¥ folgt also limsup,, ,., F*"(z) < F¥(x) sowie an Stetigkeits-
stellen z von FX auch liminf, ., F*"(z) > FX(z). Dies zeigt (b).
(b)=-(a): Wir miissen fiir jede stetige beschridnkte Funktion g zeigen E[¢(X,,)] — E[g(X)]. Wahle
dazu fiir § > 0 Stetigkeitsstellen xy < --- < zg von F¥ mit F¥(zy) < 6, F¥(zx) > 1 — ¢ und
Vo € [zp_1, 2] ¢ |9(x) — g(zp)| < 6,k =1,..., K. Dies ist moglich, weil die monotone Funktion F*
nur abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt sowie g auf dem Kompaktum [z, zx] gleichméRig
stetig ist. Daher konnen wir abschéatzen:

K

E[Q(Xn>] = E[9<Xn)(1(foowo] (Xn) + 1(m;<,00) (Xn)ﬂ + ZE[Q(Xnﬂ(:pk,l,xk](Xn)]
< gl (F*(w0) + 1= F¥"(2x0)) + > (glan) + 6) (F*" (wx) — F¥ (2x-1)).

k=1

Wegen (b) und F*(z) + 1 — F¥(xx) < 20 folgt

limsup Elg(X,)] < 28 [lgll + D (g(ar) +0) (F¥ () — F¥ (w1-1)).

Analog erhalten wir

Elg(X)] = =20 |lgll, + Y _(9(wr) = 6) (F¥ () = F¥(w-)),

k=1

so dass limsup, .. Blg(X,)] < Elg(X)] + 46lgll., +20. Mit 5 | 0 folge limsup, . Elg(X,)] <
E[g(X)]. Dasselbe Argument, angewendet auf —g, zeigt liminf, .., E[g(X,)] > E[g(X)]. Also gilt
Elg(Xn)] = Elg(X)]. O

Bemerkung 5.4.9. Die Einschrankung auf die Stetigkeitespunkte von F ist wichtig, wie man sich
an einem Beispiel analog zu [5.4.5|verdeutlichen kann:
Fiir die deterministischen Zufallsvariablen X,, = % und X = 0 gilt zwar PX» 25 PX (51 - 6),

aber F*»({0}) =0 4 FX({0}) = L
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Beispiel 5.4.10.

i) Sind X,,, X diskrete Zufallsvariablen mit Werten in Z, so gilt X, Ay x genau dann, wenn fiir die
Zdahldichten pX» (k) — p* (k) fiir alle k € Z gilt (wdhle Testfunktionen g € C, mit g (k) = 1 und
gx() = 0 fiir ¢ € Z \ {k} oder betrachte die Verteilungsfunktionen an den Stetigkeitsstellen ), =
k +1/2, k € 7). Der Poisson’sche Grenzwertsatz besagt insbesondere Bin(n, p,) — Poisson(\)
fiir np, — X\ > 0.

it) Sind Uy, ..., U, unabhdngige U(|0, 1])-verteilte Zufallsvariablen, so besitzt X,, := n-min{Uy,...,U,}
die Verteilungsfunktion F*(z) =1 — (1 — z/n)" fiir x > 0:

x
< =1- i —
PX,<z)=1-P (mln{Ul, LUt > n>

T T
:1_P<Ul>ﬁa7Un>5)

Es folgt PX» 5 Exp(1).

Es gibt eine Vielzahl moglicher Charakterisierungen der schwachen Konvergenz von Mal3en, wel-
che im Theorem von Portemanteau zusammengefasst sind. Wir geben den Satz hier ohne Beweis
an — man findet den Satz in [Kle13]] (Satz 13.16) oder [Els11] (S. 385 — Kap. VIII § 4 Satz 4.10).

Satz 5.4.11 (Portemanteau?). Seien p, iy, o, ... WahrscheinlichkeitsmafSe auf einem metrischen
Raum (X, d). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(D) pin — pfiir n — oo;

) [ fdu, =3 [ fdu fiir alle beschrdnkten Lipschitz-stetigen Funktionen f;

(3) [ fdun =y [ fdp fiir alle beschrdnkten messbaren Funktionen f mit u(U;) = 0, wobei U, die
Menge der Unstetigkeitsstellen von f sei;

(4) liminf, . p,(X) > p(X) und limsup,,_, . pn(A) < u(A) fiir alle abgeschlossenen Teilmengen
ACX;

(5) limsup,,_,.. pn(X) < p(X) und liminf,, o p,(B) > wu(B) fiir alle offenen Teilmengen B C X;
(6) lim,, o0 ptr (M) = pu(M) fiir alle messbaren Mengen M C X mit u(0OM) = 0.

Bemerkung 5.4.12. Wir werden ein Kompaktheitskriterium beziiglich schwacher Konvergenz benoti-
gen, wofiir der folgende Satz fundamental ist.

Satz 5.4.13. (Auswahlsatz von Helly) Ist (P,,),cn eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafsen auf (R, Bg)
mit Verteilungsfunktionen (F),),cn, so existieren eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen (ny)ren € N und
eine monoton wachsende rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1], so dass limy_,, F},, (x) = F(z) fiir alle
Stetigkeitspunkte von F gilt.

Beweis. Wir verwenden ein Diagonalfolgenargument. Sei dazu (g, ),cn eine Abzidhlung von Q, d.h.
Q = {gn|n € N}. Da (F,,(q1))nen eine beschrankte Folge ist, existieren eine Teilfolge (n;(k))ren C
N und ein Wert H(q;) € [0,1] mit F,, (1) = H(q) fiir & — oo. Ist eine Teilfolge (n/(k))ren

2Alternative Schreibweise: Portmanteau, vgl. [Els11]]
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konstruiert mit F,, 4 (q;) — H(g;), ¢« = 1,..., und Werten H(q;) € [0,1], so konnen wir eine
Teilfolge (n¢41(k)) von (ny(k)) auswédhlen mit F,,, ) (qe41) — H(q) fiir ein H(geq) € [0,1].
Induktiv erhalten wir so limy,_,o F5,, k) (qe) = H(qe) fiir alle ¢ > 1 entlang der Diagonalfolge (14 (k)).
Da alle F;,, monoton wachsend sind, ist es auch H : Q — [0, 1]. Setze nun (fiir ¢ € Q)

F(z):=1limH(q) = inf H(q), z€R.

qlx >z

Dann ist F': R — [0, 1] auch monoton wachsend. Aullerdem ist F' rechtsstetig an jedem Punkt z:

lim F(z,) = lim inf H(q) = inf H(q) = F(z).

lim F(z,) = lim inf H(q) = inf H(q) = F(2)

Es bleibt zu zeigen, dass F,(z) — F(z) in allen Stetigkeitspunkten x von F' gilt. Wahle dazu
r1,7e,$ € Qmitr <ry <z <sund F(z) —e < F(r;) < F(s) < F(x) + ¢ fiir vorgegebenes ¢ > 0,
so dass

k—o0 k—o0 -

limsup F,, x)(z) < limsup F,,, )(s) = H(s) < F(s) < F(z) +¢,
>

liminf F,,, () (z) > lilgn inf F,, (x)(r2) = H(r2) > F(r1) > F(z) —e.
—00

k—o0
Beachte bei der Rechnung, dass H(q) < F(q) fiir ¢ € Q durchaus vorkommen kann.® Da ¢ > (
beliebig war, folgt wie behauptet lim;_, F,,, (1) () = F(z). O

Beispiel 5.4.14.

i) Sind P,, (n € N) Wahrscheinlichkeitsmafse auf (R, Bg) mit Verteilungsfunktionen F,, so folgt aus
P, %+ P, dass F,,(z) — F(x) in den Stetigkeitspunkten x von I gerade fiir die Verteilungsfunk-
tion I’ von P gilt.

ii) Ist P, = U([n,n+1]) mit Verteilungsfunktionen F,, so gilt lim,,_,, F},(x) = 0sowie lim,,_, o, Fy,(z) =
1 fiir alle = € R. Fiir P,, = N(0,n) gilt lim,,_,, F},(z) = 1/2 fiir alle * € R. Die Funktion F im
Satz von Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion. Intuitiv liegt dies daran, dass die Wahr-
scheinlichkeitsmafse IP,, Masse nach +oc verlieren, was in der folgenden Definition *verboten’ wird.

Definition 5.4.15. Eine Folge von WahrscheinlichkeitsmafSen (P,),en auf (R, Bg) heifst (gleichma-
Big) straff, falls fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge K. C R existiert mit sup,,cy Pr(KY) < e.

Bemerkung 5.4.16.

i) Die Definition von Straffheit kann dahingehend vereinfacht werden, dass das abstrakte Kompak-
tum K. durch K. := [—k., k.| fiir ein geeignetes k. > 0 ersetzt wird.

ii) Die Straffheit einer beliebigen Familie von Wahrscheinlichkeitsmajfsen ldsst sich analog definieren
indem das Supremum iiber eine ggf. iiberabzdhlbare Indexmenge gebildet wird.

iii) Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf (R, Bg) existiert stets ein Kompaktum K. € R derart,
dass P(K?) < e ist. Das liegt an der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafses: Aus [—n,n|® | @
folgt P([—n,n|) | 0. Also existiert zu jedem € > 0 ein n. € N mit P([—n.,n.]°) < e. Eine Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmafsen heifst also straff, falls die gleiche Folge von Kompakta fiir
alle Elemente der Folge verwendet werden kann. Insbesondere ist jede endliche Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafSen straff.

3Der punktweise Grenzwert rechtsstetiger Funktionen muss nicht selbst rechtsstetig sein!
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Beispiel 5.4.17. Die Folge P,, = U([n,n + 1]) (n € N) aus Beispiel (ii) ist nicht straff:
Jedes Kompaktum K C R ist beschrdnkt, so dass ein N € N existiert mit K C [—N, N|. Damit gilt fiir

P,(K¢) > P,([-N, N]¢) = P,((—c0, ~N) U (N,00)) =1, Vn > N.

Lemma 5.4.18. Ist (P,),cn eine Folge von WahrscheinlichkeitsmafSen auf (R, Bg) mit P, — P fiir
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, so ist (P,,)nen Straff.

Beweis. F bezeichne die Verteilungsfunktion von P. Dann gibt es fiir ¢ > 0 ein x > 0 mit F'(—z) <
e/4, F(x) > 1—¢/4 und F ist stetig bei  und —z. Dann folgt P, ((—z, z]) — F(x)—F(—x) > 1—¢/2.
Wahle nun N € N derart, dass P,,([—x,z]) > 1 — ¢ fiir alle n > N und wéhle zudem y > x derart,
dassP,([—y,y]) > 1—efirn=1,..., N—1 (moglich wegen o-Stetigkeit). Dann gilt P,,([—y, y]°) < ¢
fiir alle n € N. (P,,),en ist also straff. O

Satz 5.4.19 (Satz von Prokhorov). Ist (IP,),cn eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmafsen, so
gibt es eine Teilfolge (ny)ren € N und ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, Bg), so dass P, P
(fiir k — oo) gilt.

Beweis. Nach dem Auswahlsatz von Helly reicht es, zu zeigen, dass die Grenzfunktion F' eine
Verteilungsfunktion ist. Ist dann ndmlich P das zugehorige Lebesgue-Stieltjes-Mal3, so erhalten wir
gerade die schwache Konvergenz P, — P gemiR Satz Damit F' eine Verteilungsfunktion
ist, fehlen noch die Eigenschaften lim, , ., F'(z) = 0 und lim, ., F'(z) = 1. Wahle zu ¢ > 0 ein
k. > 0 mit P, ([—k., k.]¢) < ¢ fiir alle n € N. Fiir Stetigkeitspunkte =,y von F mit z < —k. und
y > k. folgt dann F'(z) = limy, F),, (z) < ¢ bzw. F(y) = limy F,,, (y) > 1 — . Mit der Monotonie von
F folgen damit die Grenzwertaussagen. O

Bemerkung 5.4.20. Nach Lemma und dem Satz von Prokhorov ist die Straffheit der Folge
(P) dquivalent dazu, dass jede Teilfolge (ny) eine Teilteilfolge (ny,) besitzt mit P, 5 P fiir ein
Wahrscheinlichkeitsmafs P (die Folge (IP,,) ist schwach relativ kompakt). Dieses Kompaktheitskriterium
gilt nicht nur in R, sondern allgemeiner auf vollstdndigen und separablen metrischen Rdumen S mit
Borel-o-Algebra B 5. Dabei heifst (IP,,) auch in diesem Fall straff, falls es fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte
Menge K. C S gibt mit sup,~, P, (K¢) < ¢, vergleiche Abschnitt 13.3 in [Klel3|]. Durch Ubergang zu
Verteilungsfunktionen ist der Beweis fiir R bedeutend einfacher.
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5.5 Zentrale Grenzwertsatze

Georg Pélya (1887-1985) stellte 1920 in seinem Aufsatz Uber den zentralen Grenzwertsatz der
Wahrscheinlichkeitsrechnung fest, dass beispielsweise bei oft wiederholten Versuchen mit sehr klei-
nen Fehlern immer wieder die Normalverteilungsdichte auftaucht und dass der zu Grunde liegen-
de Satz “eine zentrale Rolle” in der Wahrscheinlichkeitsrechnung spiele. Somit setzte sich fiir die
Satze, die wir in diesem Abschnitt behandeln, die Bezeichnung “zentraler Grenzwertsatz” (bzw.
“zentrale Grenzwertsatze”) durch.

Definition 5.5.1. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, </, IP) seien unabhdngige Zufallsvariablen
(Xp)ren C L? gegeben mit iy, := E[X}] und oy, := y/Var(Xy) > 0, k € N. Zudem seien fiir n € N

S, = zn:Xk, Sy 1=
k=1

Gilt fiir n — oo die Bedingung

Sy —E[S,] _ 5. — E[S,]

2 d S* =
,;U’“ i mT T Nar(S,) 5n

PS5 5 N(0,1), (ZGE)
so sagen, wir, die Zufallsvariablen (X} )xen erfiillen die zentrale Grenzwerteigenschaft.

Fiir den Nachweis dieser Konvergenz eignet sich die Arbeit mit charakteristischen Funktionen (sie-
he Kapitel [4)). Bevor wir hinreichende Kriterien fiir die Giiltigkeit von ansehen, kommen
zeigen wir zundchst den Zusammenhang zwischen der punktweisen Konvergenz der charakteristi-
schen Funktionen und der schwachen Konvergenz der zugehorigen Mal3e.

Satz 5.5.2 (Stetigkeitssatz von Lévy). Seien P, P, Py, . .. WahrscheinlichkeitsmafSe auf (R?, Bpa) mit
gugehorigen charakteristischen Funktionen ¢, ©1, s, . ... Dann gilt:

1. Aus P, -5 P folgt v, == ¢ gleichmdfig auf kompakten Mengen.

n—o0

2. Gilt ¢, — 1) punktweise fiir eine in 0 stetige Funktion 1, so existiert ein Wahrscheinlichkeits-
mafs P mit o =+ und P, — P.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir d = 1.

1. Da Sinus und Kosinus stetige und beschriankte Funktionen sind, folgt aus der schwachen
Konvergenz direkt

on(u) = / P, (dr) = / cos(uz)P,(dx) + z/ sin(uz)P, (dx)
R R R
= / cos(ux)P(dx) + Z/ sin(ux)P(dx)
R R
— [ () = olu),
R
d.h. ¢, — ¢ punktweise. Nach Lemma|5.4.18|folgt aus der schwachen Konvergenz der Mal3e,
dass (P, )nen straff ist. Fiir die gleichméRige Konvergenz auf kompakten Mengen kann man

zunichst zeigen (Ubung!), dass die charakteristischen Funktionen (¢n)nen Zu einer straffen
Familie von Wahrscheinlichkeitsmal3en gleichgradig gleichmél3ig stetig sind, d.h.

Ve>030>0: |lu—v| <6=|pn(u) —pn(v)] <e, Vn eN. (5.5.1)
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Zugleich folgt damit aus der punktweisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen,
dass fiir |u —v| <0

|o(u) = ()] = lim [pn(u) = pa(v)] <€ (5.5.2)
gilt. Ist K nun eine kompakte Menge, so existieren* m € N und vy, ..., v,, € R derart, dass
U v — 0, vy, + 4. (5.5.3)

Wiederum wegen der punktweisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen existiert
ein Index ny € N derart, dass

lon(ve) —p(vr)] <e, Vn>ng, k=1,...,n. (5.5.4)

Sei nun u € K beliebig. Dann existiert nach (5.5.3) ein k£ € {1,...,m}, so dass |u —v,| < ¢
ist und damit gilt nach (5.5.1)), (5.5.2) und (5.5.4) fiir alle n > n, die Abschitzung

|ion(u) = ()] < lpn(w) = n(ve)] + lon(vr) — @(vr)] + lp(vr) — @(u)] < 3e.
Also gilt ¢,, — ¢ gleichmél3ig auf kompakten Mengen.

2. Wir zeigen zundchst, dass (P, ),cn straff ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Wegen der punktweisen
Konvergenz gilt ¢(0) = lim,,_,» ¢,(0) = 1. Da ¢ in 0 stetig ist, existiert 6 > 0 derart, dass

1 —(u)] <=, fiirueRmit |ul <0. (5.5.5)

B~ M

Zudem ist |, (u)] < 1 fir alle n € N und v € R, so dass mit dem Satz der dominierten
Konvergenz (Satz von Lebesgue) folgt, dass

0 0
lim (1 — pu(u))du = / (1 —¢(u))du.

Damit existiert ein N € N, so dass

] / i(l ~aludu - | Z<1 — (u))du

Sei ab jetzt n > N und sei K := [—2, 2]. Es gilt dann die Abschatzung

< 5—2’5 Vn > N. (5.5.6)

PolK) = [ Lie(@Pulde) = [ Bp-aop (BBl

2 Q/R (1 - %) P, (dzx) =2 — /R %ff‘”)m(dm

Bei (%) haben wir Folgendes verwendet:

2<1— Smy) >0, VyeR und
Yy

2 <1— Smy) >1, VyeRmit |y >2.
y

“4Dies ist die Eigenschaft der Uberdeckungskompaktheit.

70



Mit Fubini gilt zudem

5 5
/ / / " P,, (dx)du = / / e dudP,
-5 s Jr
5
/ (/ cos(ux du+z/ sm(ux)du) P, (dx)
R -5

0
_ /R Mpn<dx),

X

Mit der vorherigen Rechnung und Ungleichungen (5.5.5) und (5.5.6) gilt somit fiir alle n >

Da jede endliche Menge von Wahrsche1nlichkeitsma[5en, also insbesondere (P, )neq1,.. . N1},
straff ist, und wir gerade die Straffheit von (PP,),>y gezeigt haben, folgt die Straffheit der
gesamten Folge (P,,),cn.

Nach dem Satz von Prokhorov existieren also ein Wahrscheinlichkeitsmaf P und eine Teil-
folge (nk)keN derart, dass P,, — P (fl;ir k — o0). Nach Teil 1 dieses Satzes impliziert dies
¢, — ¢* punktweise und damit ¢ = ¥, d.h. ¢ ist die charakteristische Funktion von P.

Es bleibt noch zu zeigen, dass tatsachlich P, Yy P fiir n — oo (und nicht nur fir die

Teilfolge) gilt. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gébe es eine Teilfolge (n;);en
und eine Funktion g € ), derart, dass

lim inf
l—o0

/ngP’nl —/gdﬁv‘ > 0. (5.5.7)
R R

Wegen Straffheit gibt es nun wegen Prokhorov wiederum eine Teilfolge (n, ) jen und ein Wahr-
scheinlichkeitsmal @, so dass P, —% @ und damit ¢, — % und damit p? = ¥ = "

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist also P = @, was wiederum ([5.5.7) widerspricht. Es muss
also P, — P gelten.

]

Bemerkung 5.5.3. Um den Beweis fiir allgemeine Dimension d € N gzu fiihren, kann man statt
iiber [—6, 6] iiber [—6,6]? integrieren und den Integranden e™* ersetzt man durch ¢*™® und erhdlt

komponentenweise den Integranden

sin(dx ;)
ox;

Alternativ kann mit Hilfe von Projektionen 7;,: RY — R argumentieren, dass es geniigt, dass die durch
PF:=P,0 7%_1 definierten Randverteilungen straff sind. (Vgl. Beweis von Satz 15.23 in [Kle13]).
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Beispiel 5.5.4.
i) Fiir p, € [0,1] mit lim,,_,., np, = A > 0 folgt
gOBin(n’p")(u) _ (1 _I_pn(eiu . 1))71 N 6A(e“‘—l) _ S0Pr)issc)n(>\)<u)

punktweise. Der Stetigkeitssatz von Lévy in Verbindung mit dem Eindeutigkeitssatz impliziert da-
her den Poisson’schen Grengzwertsatz Bin(n, p,) — Poisson(\).

Sh

i) Ist S, ~ Bin(n,p) mit p € (0,1) und Varianz o}, = np(l — p), so ist S} = ==—=F standardisiert

(d.h. besitzt Erwartungswert O und Varianz 1) und es gilt
SOS:; (U,) — SOSn (u/o.n>€fiunp/an — (1 + p<€iu/an _ 1))n67iunp/crn.
Fiir n — oo gzeigt also eine Taylorentwicklung um u/o, = 0

ln(gpsi(u)) = n(ln(l +p( w/on _ 1)) — z'up/an)
=n(2 — 2 1 5 1+ 0(0,") — 2) - —%.

On On

¢ (u) konvergiert also punktweise gegen gpN(Ovl)(u) — e /2, Es folgt P — N(0,1), der aus
der Schule bekannte Satz von de Moivre-Laplace, der jetzt bedeutend verallgemeinert wird.

Satz 5.5.5. (Zentraler Grenzwertsatz, Standardversion) Ist (X;);>1 eine Folge unabhdngiger und iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen (i.i.d. =independent and identically distributed) in .£? mit u = E[X;],
o? = Var(X;) > 0, so erfiillt ihre standardisierte Summe

die zentrale Grengwerteigenschaft (ZGE).

Beweis. Nach dem Stetigkeitssatz von Levy und dem Eindeutigkeitssatz gentigt es filir die Vertei-
lungskovergenz, % (u) — VOV (u) = e=*/2 fiir alle u € R zu zeigen. Setze X; = X, so dass

Sk = \/iﬁ >y X ist. Nach den Rechenregeln fiir charakteristische Funktionen (Lemmata(4.1.3/und
4.1.5) gilt (unter Verwendung der Unabhingigkeit!)

() = =i ¥ (uf V) = H e ufv/n) = (¢ /i)
Wegen X, € %2 mit ]E[)N(I] =0, Var()NQ) = 1 erhalten wir nach Lemma (furm = 2)

PR /i) = L= (1 rafa/VR)) it rafu/v) S

Mit Kenntnis des komplexen Logarithmus und mit der Approximation In(1 + h) = h + O(h?) fir
h — 0 (wahle fiir h € C, |h|] < 1 den Zweig des Logarithmus mit In1 := 0, also In(1 + h) =

— 31 (—h)¥/k) folgt dann

2 2 2

St(u)) = nn (1 2 _ ¥ 1y nop

In(% (u)) = nln (1= (14 ra(u/v/) ) = = (14 ra(u/v/m) + O () =5 =,
woraus die behauptete schwache Konvergenz folgt. O
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Bemerkung 5.5.6 (Letzter Beweisschritt ohne komplexen Logarithmus). Ohne Verwendung des
komplexen Logarithmus kann man direkt verwenden, dass

% () = ( . <u/¢ﬁ>)"
-2 +r2<u/f>>)
- —ra(u/vi)

ist. Es gilt nun einerseits lim,, .. (1 — “—) — ¢~%*/2, Andererseits ist fiir n grof3 genug (d.h. konkret
n>)

2

[ R TN N ] e e

2n
- (- ) )|

2

e ralu/vi)

n—oo
0

Y

wobei wir in (x) die Abschdtzungen |z" — y"| < n|lz — y| - max {|z|,|y|}" " und |p(t)| < 1,Vt € R
verwendet haben.

Bemerkung 5.5.7. Der zentrale Grenzwertsatz ist ein Universalitdtsprinzip: wie auch immer die Aus-
gangsverteilung der X; ist (unter der Minimalbedingung X; € £?), so ergibt sich durch standar-
disierte Mittelung stets asymptotisch eine Standardnormalverteilung. Bei komplexeren physikalischen
Messapparaturen (mit vielen dhnlichen Fehlerquellen) werden daher die Messfehler standardmdysig als
normalverteilt angenommen. Ahnliches gilt in fast allen Anwendungsfeldern, was oft (aber durchaus
nicht immer) sehr gut mit der Empirie iibereinstimmt. Das folgende Korollar wird hdufig benutzt, um
daraus asymptotische Konfidenzintervalle iiber Quantile der Normalverteilung zu gewinnen.

Korollar 5.5.8. Unter den Voraussetzungen von Satz[5.5.5| gilt fiir a < b und n — oo

P(S;, € (a,0]) = @(b) — ®(a),
P(5;, € (a,0)) = @(b) — ®(a),
P(S; € [a,b]) — ®(b) — ®(a)

n

mit der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung N (0, 1).

Beweis. Nach dem ZGWS [5.5.5/und der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz geméif Satz
[5.4.8| folgt direkt P(S;; € (a,b]) — ®(b) — ®(a), da P iiberall stetig ist. Fiir jedes 6 € (0,b — a) gilt
wegen Monotonie

liminf P(S) € (a,b)) > lim P(S; € (a,b—0]) = &(b—0) — P(a).

n—o0 n—o0

Mit 0 | 0 und Stetigkeit von ¢ folgt daher auch lim,,_,,, P(S} € (a,b)) = ®(b) — P(a).
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Die dritte Konvergenzaussage zeigt man wahlweise analog, durch Komplementbildung oder unter
Verwendung des Satzes von Portemanteau. Aus dem Satz von Portemanteau Teil 6) folgt
ndamlich wegen der Absolutstetigkeit der Standardnormalverteilung, welche N(0,1)(d[a,b]) = 0
impliziert, dass fiir —oco < a < b < +oo gilt:

S —12/2
nlggo P ([a, b]) \/_ / dt.
O]

Bemerkung 5.5.9. Insbesondere kann man aus diesem Korollar z.B. ablesen, dass folgende Ndaherung
> 1,961) 52— 20(1,96) ~ 0, 05.

gilt:
1 n
P( E;Xi_“ Jn

Mitb=1,96, a = —1,96 und ®(a) = 1 — ®(b) aus Symmetriegriinden erhalten wir P(|S}| < 1,96) —
29(1,96) — 1. Wegen {|2 3" | X; — p| > 1,96-% } = {|S!| £ 1,96} folgt die letzte Aussage durch
Komplementbildung sowie die numerische Naherung (1, 96) ~ 0,975.

Korollar 5.5.10. Unter den Voraussetzungen von Satz gllt fiiry,, : f Yo (X — )

P 25 N(0,07%).

Beweis. Dies folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz und dem continuous mapping theorem (oder
der aktuellen Ubungsaufgabe), denn S* L ZmitZ ~ N (0,1) impliziert oS} 2 0Z~N (0,0?).
O

Bemerkung 5.5.11. Fiir o = 0 gilt diese Aussage ebenfalls, wenn man N (0,0) = 0, setzt. Ist ndmlich
o =0, so gilt P(X; = u) = 1 und somit — ZZ (Xi —p) ~ 6= N(0,0) fiir alle n € N, also auch im
Grengwert.

Bemerkung 5.5.12 (Stetigkeitskorrektur). Sei (X} )ren eine Folge unabhdngiger identisch verteilter
Z-wertiger Zufallsvariablen mit E[X}] = p und Var(Xy) = o2 € (0,00) fiir k € N. Seien weiterhin
a,beZmita <bund S, :=),_, Xy Ist n grof3 genug, so gilt ndherungsweise

1 1 b+ 35— nu a—31—npu
Pla < <b)=Pla—=< 72 b+—-| = o —2—
et enmn{obencned) o (1) o(d

mit Z, ~ N(nu,nc?).

Satz 5.5.13 (Cramér-Wold). Fiir Zufallsvektoren (X} )ren, X im R™ gilt X, BLINS'e genau dann, wenn

fiir alle v € R™ die eindimensionale Konvergenz (X, v) N (X, v) vorliegt, wobei (-, -) das kanonische
Skalarprodukt des R™ bezeichnet.

Beweis.
”=“: Dies folgt sofort aus der Stetigkeit von z — (x,v).

7<“: Ausder Verteilungskonvergenz von (X}, v) folgt die Konvergenz der charakteristischen Funk-
tionen E[e™Xx)] — E[e™X)] fiir alle w € R, v € R"™. Das 1rnp1121ert aber die Konvergenz
der n-dimensionalen charakteristischen Funktionen E[e!X*] — E[¢/“Y)] fiir alle u € R™.

Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy folgt X, 45X,

74



]

Bemerkung 5.5.14. Der Satz von Cramér-Wold besagt ausdriicklich nicht, dass aus der Konvergenz
der Koordinaten bereits die der Vektoren folgt:

Sei dazu beispielsweise X = (X',..., X") ~ N(0,Y) fiir eine nicht-diagonale Kovarianzmatrix Y. und
sei Xj, ~ N(0,diag(X11, ..., 3,,)) fiir alle k € N. Dann ist X ~ X' ~ N(0,%;;), aber Xk und X sind

nicht identisch verteilt. Damit gilt insbesondere koordinatenweise X} %5 X1, aber X, 7/—> X.

Satz 5.5.15. (Zentraler Grenzwertsatz, Vektorversion) Ist (X;);>; eine Folge von i.i.d.-Zufallsvektoren
im R mit E[|X;]*] < 0o, p = E[X,] € R, ¥ = (Cov((Xi)k, (Xi)e))1<kr<a € R, s0 gilt

\/_Z ) -5 Z mit  Z~ N(0,%).

Beweis. Nach dem Satz von Cramér-Wold geniigt es, \/iﬁ Yo (X — ) LN (Z,v)yfiir Z ~ N(0,%)
und alle v € R? nachzuweisen. Zunichst beachte (Z,v) ~ N(0,(Xv,v)) gemaR Korollar
Nun sind aber X; = (X; —p,v) iid. reellwertige Zufallsvariablen (fir i € N) mit E[X?] <
E[|X; — ] |v]* < o0, E[X;] = 0 sowie Var(X. ) ZH 1 Cov(X; kvk, Xiovp) = (Ev,v).

Aus Korollar|5.5.10|folgt daher — T S, X, -5 Zmit Z ~ ~ N(0, (¥v,v)) und somit die Behauptung.
[

Bevor wir zu anderen hinreichenden Bedingungen fiir die ZGE kommen, sehen wir uns noch ein
einfaches Anwendungsbeispiel in Dimension 1 an.

Beispiel 5.5.16. Es wird 1000 Mal eine faire Miinze geworfen. Wie grofs ist (ndherungsweise) die
Wahrscheinlichkeit, dass weniger als 475 Mal Zahl geworfen wird?

1, Zahl;
0, Kopf.
Dann ist S, := Y_;_; Xj, ~ Bin(n, ), also insbesondere Sygop ~ Bin(1000, 1). Damit gilt bekanntlich
E[S1000] = np = 500 und Var(S,)) = np(1 — p) = 250. Die normierte ZVe S;: := 259 erfiillt also die

Fﬁrke{l,...,lOOO}seiXk:{

2350
(ZGE)), d.h. es gilt
475 — 500 _95 25
PG < a75) =P (55 < 2P ZO0N (T2 e (22
(Sto00 < 475) ( 1000 = 70550 ) (\/250) (\/25())

~1— ®(1.58) ~ 1 — 0.9429 = 0.0571.

Die Wahrscheinlichkeit liegt also bei ca 5,7%.
Mit Stetigkeitskorrektur erhalten wir iibrigens

24,5

V250

was den exakten Wert von rund 0.0606 in der Tat besser approximiert.

P(S1000 < 475) = P(Sig00 < 475,5) =1 — ( ) ~1— O(1.55) ~ 1 — 0.93943 = 0.06057,

Die Forderung, dass die betrachteten Zufallsvariablen unabhéngig und identisch verteilt sein miis-
sen fiir die Glltigkeit der ZGE ist, wie bereits angedeutet, zu stark. Im Folgenden sammeln wir
verschiedene unterschiedlich starke Bedingungen. Dabei gelten die Bezeichnungen aus Definition
5.5.1} insbesondere ist o7 = Var(X}) und s,, := /> ,_, 0 flir n € N.
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Definition 5.5.17. Unabhdngige Zufallsvariablen (X}, )ren C £ erfiillen

1. die Lindeberg-Bedingung, falls fiir jedes ¢ > 0

1 ¢ n—oo :
Ln(g) = 5_2 Z]E |:(Xk - ,U/k>2 ]l{ \Xk—uk\>a} i> 0; (Li)
n k=1 "

2. die Feller-Bedingung, falls

. Ok
lim max — = 0; ®
n—oo 1<k<n S,

3. die Lyapunov-Bedingung, falls fiir ein 6 > 0

1
lim 5> R 1 = ] = 0; (Ly)
n k=1

4. die Bedingung der asymptotischen Vernachldssigbarkeit, falls fiir jedes £ > 0

X, —
lim max P (M > 6) =0; (AV)

n—oo 1<k<n Sn

5. die Bedingung der 3. Momente, falls

o S Bl — gl

n—00 5%

=0 (BM)

Die Bezeichnungen fiir die Bedingungen (AV])) und (3M) variieren in der Literatur. Die Lindeberg-
Bedingung findet man auch in leicht anderer Form:

Satz 5.5.18. Fiir unabhdngige Zufallsvariablen (Xj)ren C L?(Q) gelten mit obigen Begzeichnungen
folgende Beziehungen:

a) Sind die ZVen unabhdngig und identisch verteilt (kurz iid), dann gilt (Li).
b M = y) = W = @ = @Aw);

Beweis.
(ild) = (Li): Bei identischer Verteilung gilt x4, = 1 und o}, = o fiir alle £ € N und gleichzeitig
ist
X - 2 n—o0
{% > 52} N {’X1| < OO} i> Q.

no

Daraus folgt
X - 2 n—oo
Lo(e) = / [X1 — i o 0
{1X1 —p[2>e2no?}

o2

(3M) — (Ly): Die Behauptung folgt mit 6 = 1.
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— ([Li): Fiir festes n € N sei

X, —
wEMk::{Mze}.

Sn
Aus | Xy (w) — px| > €s, folgt dann

| Xk (w) — ,uk|2+5 > | X (w) — Mk’2<€sn)5'

k=1

_ 1
< - X, — 2+5d]P;
> ;/]Wk gés?ﬁ“ K — M|

1 1
= 5 <246
g% s2

Folglich gilt

> E[|1Xk — u*t] =3 0 wegen (Ty).

k=1
= ([F): Seiene > 0und k € {1,...,n}. Dann:

2 2 2
(ﬁ) :/<M) d]pg/ (M) d]p+/ 24P
Sn Q Sn M, Sn M

c
N k
~ ———
=Ln(e) <e?

2
Da k beliebig war, folgt max;<x<, (‘;—:) < L,(e) + &

Mit folgt hieraus lim sup,, oo max;<x<y, ("—’“) < e. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt mit ¢ \, 0

Sn

die Behauptung.
(F) = (AV): Nach Chebyshev gilt fiir jedes ¢ > O und k € {1,...,n}:

X, — 2
P("“—Mkl>€) :]P)<|Xk_,uk|2>€282) < O

Sn g2s2

Da die Aussage fiir alle £ gilt, kann das Maximum tiiber £ € {1,...,n} gebildet werden und
nach (F)) konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen Null, woraus (AV)) folgt.

]

Bemerkung 5.5.19. Es gelten die Aquivalenzen

<= (ZGE) A (F) < (ZGE) A (AV).

Wir werden uns jedoch darauf beschrdnken, die Implikation

(L) = (ZGE)

Zu zeigen.
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Definition 5.5.20. Eine Familie (X ;”))133”7”61\; von Zufallsvariablen in £* bildet ein standardi-

siertes Dreiecksschema, falls fiir jedes n € N die Zufallsvariablen X\, ..., X" (,in einer Zeile®)
unabhdngig sind sowie E[X ](”)] =0,j=1,...,n,und 377_ Var(X ](")) =1 gilt.

Bemerkung 5.5.21. Man stellt sich ein Dreiecksschema graphisch vor:

Bei der Standardversion des zentralen Grengzwertsatzes (ZGWS) haben die Summanden fiir jedes n
dieselbe Verteilung und wir kénnen X ](") = )57—\/_; setzen.

Lemma 5.5.22. Ist (X}, )ren C -£2 eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen, so bildet die Familie

Yo, = Xk_—E[Xk], ke{l,...,n},neN
Var(S,,)

ein standardisiertes Dreiecksschema.
Beweis. Ubung. O

Korollar 5.5.23. Ein standardisiertes Dreiecksschema (X }n))lgjgnmeN geniigt der Lindeberg-Bedingung,
falls gilt

Vo > 0: nll_}IIOlon:;E {(Xj(n)>21{’X§n)‘25} =0.

Beispiel 5.5.24.

) Ist (X;),en eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen in £* mit u = E[X;], 0® = Var(X;) > 0, so
bildet X ](") = (X, — pu)/(o+/n) ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-Bedingung
geniigt (wegen identischer Verteilung sind die Summanden alle gleich!):

> B[0P g =B ey | 20
j=1

fiir n — oo folgt mit dominierter Konvergenz (Majorante o=2( X, — u)?).

i) Ist (X ]("))Kjgn,neN ein standardisiertes Dreiecksschema und gilt fiir ein p > 2 die Lyapunov-
Bedingung (in der wegen der Normierung vereinfachten Form)

N m|’] _
Jim || ] <o
j=1
so geniigt (X (”))Kjgn,neN auch der Lindeberg-Bedingung. Dies folgt aus

SB[ g < [ ([

wobei die rechte Seite gerade nach der Lyapunov-Bedingung fiir jedes 6 > 0 gegen Null konvergiert.

/5),3_2} — 0,
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Ist insbesondere (Y;) e eine Folge unabhdngiger und standardisierter Zufallsvariablen (d.h. E[Y;] =
0, Var(Y;) = 1), die in L? beschrdnkt ist (d.h. sup;cyE[|Y;["] < oo) fiir ein p > 2, so ist

X j(") = Y;/\/n ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov- und somit auch der
Lindeberg-Bedingung geniigt:

S E[[x]"
j=1

] = P/ Z]E 1V;[7] < n' P2 sup E[|Y;]7] =3 0.

JEN

iii) Bei einem standardisierten Dreiecksschema (X ]("))13 j<n.n>1 folgt aus der Lindeberg-Bedingung die
Feller-Bedingung in der Form
lim max E[(X™)?] = 0.

n—oo 1<j<n J

Satz 5.5.25 (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg, 1922). Ist (X](n))lgjgn’neN ein standardi-
siertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-Bedingung geniigt, so gilt fiir (die Zeilensummen) S} =

}:Zzlﬁﬁn)und7z—>oo
P 5 N(0,1).
Beweis. Nach Lemma“ gilt X (u) = 1 — (cr +r(u)) fir X € £?, wobei wir den Restterm

anders abschitzen: wegen |e% — 1| < 2 und glelchmaﬁlger Stetigkeit von y — e% existiert fiir jedes
e>0und u € Rein d > 0, so dass

Ir(u)] < sup ‘ )Y (hu) — (% "(0)|:: sup EH)(2|eth'—»1H
0<h<1

<E [X (51{\X|§5} + 21{|X\>5}>} < eE[X?] + 2B [X* 1y x156] -

Fiir beliebige a4, ...,a,,b1,...,b, € C mit |a;| < 1, |b;|] < 1 nutzen wir die Ungleichung (Teleskop-
summel!)

al—bl H&]+b1 ag—bQ)H ++(b1bn_1)(an—bn)
7=3

n
_Hbj —
j=1 =2
n
<Y ;= byl
j=1

Setze 07, := IE[(X;"))Q] sowie 7, ,, 7'j, flir den obigen Restterm r bei X = XJ(") bzw. X ~ N(0,07,,).
Nach der Faltungsformel fiir charakteristische Funktionen gilt ¢ (u) = [T7_ " (0.95.0) (u) und
wir erhalten mit den Rechenregeln sowie der gerade gezeigten Ungleichung

* (n) - 02

|0 (u) | = ) =[]V (u
7=1 7j=1
(n) "

<[ () — MO ()|

j=1

n 2

u ~

< ) |rj7n(u) Ty n(u)|

j=1
<) v (E%Qm +E {(van)zﬂ{(xgm >5}} +E [Uf,nZQH{mzwﬂ) :

j=1
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wobei Z ~ N(0,1), also 0;,Z ~ N(0,07,) gllt Wegen der Standardisierung > 07, = 1ist
die Summe iiber den ersten Klammerterm cu?. Die Lindeberg- Bedmgung zeigt, dass die Summe
iiber den zweiten Term gegen Null konvergiert. Mit 17> < Z %, t > 0 (vergleiche auch Beispiel
E(u)) ist die Summe iiber den dritten Klammerterm kleiner oder gleich u? > 10 4 0 °E[ZY].
Wegen der Standardisierung gilt > 7, 0y, < max;o2, — 0, da die Lindeberg- Bedmgung fiir ein

standardisiertes Dreiecksschema gemaﬁ Belsp1e1 m(lll) und Satz [5.5.18| die Feller Bedingung
impliziert. Insgesamt schlieRen wir ¢ (u) — @™V (u) (wihle € | 0), so dass S N (0,1). O

AbschlieRend sei gesagt, dass es auch Ergebnisse iiber die Giite der Approximation durch die Nor-
malverteilung in Abhéangigkeit von n gibt. In [Shi96], III, 811, findet man beispielsweise den Beweis
des folgenden Satzes:

Satz 5.5.26 (Berry & Esseen®). Seien (Xj)ren unabhdngige identisch verteilte ZVen mit E[X;] = 0,
Var(X;) = 0% und E[| X;|*] < oc. Dann gilt die Abschdtzung

E[X1]%]
ody/n

wobei C eine Konstante mit F < C < 0,8 und ¢ die N(0, 1)-Verteilungsfunktion ist.

sup |P(S, <z)—®(x)| < C

Ganz ohne charakteristische Funktionen, dafiir mit Verwendung der Stirling’schen Formel und
geeigneter Abschétzungen lésst sich folgende Konvergenzaussage fiir unabhéngige Bernoulli(1/2)-
verteilte Zufallsvariablen (bzw. die Zahldichte der Bin(n, 1/2)-Verteilung) beweisen.

Satz 5.5.27 (Satz von de Moivre-Laplace). Sei ¢ > 0 und seien

2o (k) = k\;; und  pu(k) = (Z) (%)n

fiir k € {0,...,n} und n € N. Dann gilt

Go1(wn(k)) V 4

lim max
n—oo k: |zn(k)|<c

>Andrew C. Berry [The accuracy of the Gaussian approximation to the sum of independent variates (1941)] & Carl-
Gustav Esseen (1918-2001, schwedischer Mathematiker) [On the Liapunoff limit of error in the theory of probability
(1942)]
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5.6 Asymptotik der empirischen Verteilung

Definition 5.6.1. Seien X, ..., X,, unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen (Beobachtun-
gen) mit Werten in R. Dann heifSt das Wahrscheinlichkeitsmafs y,, := =37 | dx, empirische Ver-

teilung oder empirisches Maf} sowie seine Verteilungsfunktion F,(z) := = > " | 1(_0q(Xi), © € R,
empirische Verteilungsfunktion. Im Folgenden setze F'X = FXi PX .= PXi,

Satz 5.6.2. Fiiraller € R, 1 < ... < x,, € Rund n — oo gilt:
a) F,(r) — FX(x) P-fast sicher;

b) Vi(Fu(w) = FX(2)) < N(0, F¥(2)(1 — F¥(2)));

¢) mit der Kovarianzgmatrix ¥ = (FX (z, A z0) — FX(23) FX (20))1<k0<m € R™ ™ gilt mehrdimensio-
nale Konvergeng in Verteilung:

Fo(z1) — F¥(2)
vn : ~%5 N(0,%).
Fo(zm) — FX(wm)

Beweis. Da Z;(x) = L(—ooq(X;) (i € N) ii.d.-Zufallsvariablen sind mit E[Z;(x)] = P(X; < ) =
FX(z) und Var(Z;(z)) = F*(z) — FX(z)? folgt mit dem starken Gesetz der grofen Zahlen Teil (a)
und mit dem zentralen Grenzwertsatz nach Korollar[5.5.10| Teil (b). AuBerdem ist E[Z;(xy) Z;(z,)] =
P(X; < xp Axy) = FX(xy, A xy), so dass

COV(Zi(Ik), ZZ(ZL’K)) = FX(Ik VAN [Eg) - FX([Ek)FX([Eg) = Zk’g
gilt. Nach dem mehrdimensionalen ZGWS aus Satz|[5.5.15| folgt

Fu(x1) = FX(x1)
NG : ~5 N(0,%),
Fo(2m) — FX(xm)

wobei wir fiir die Euklidische Norm |(Z;(zy))1<k<m| < V/m € £? beachten. O

Bemerkung 5.6.3. Die empirische Verteilungsfunktion ist ein Beispiel fiir einen stochastischen Prozess,
also eine mit x € R indizierte Familie von Zufallsvariablen. Alternativ kann diese als eine zufdllige
Funktion angesehen werden. Teil (c) zeigt, dass der standardisierte stochastische Prozess (empirischer
Progess genannt) (y/n(F,(z)— FX(x)),r € R) gegen einen sogenannten Gauf3-Prozess (G* (), € R)
mit Erwartungswertfunktion E[G* (x)] = 0 und Kovariangfunktion Cov(GX(z),G*(y)) = F*(z A
y) — FX(2)F*X(y) konvergiert in dem Sinne, dass endlich-dimensionale Randverteilungen an beliebi-
gen Stellen zy,...,x,, in Verteilung konvergieren. Im Fall X; ~ U([0,1]) ist (G*(z),x € [0, 1]) eine
sogenannte Standard-Brownsche Briicke, eine Brownsche Bewegung darauf bedingt, zur Zeit’ r = 1
den Wert Null anzunehmen.

Dies wird in Stochastik II im Detail studiert werden, hier werden wir nur das starke Gesetz der grofsen
Zahlen verschdrfen, indem wir P-fs. gleichmdfSige Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion
gegen die wahre Verteilungsfunktion nachweisen.

Das gerade gezeigte Ergebnis wird manchmal auch Hauptsatz der Statistik genannt, weil es zeigt,
dass durch unendlich viele unabhdngige Wiederholungen desselben Zufallsexperiments, das zugehorige
Wahrscheinlichkeitsmafs eindeutig aus den empirischen Beobachtungen rekonstruiert werden kann
(mit Wahrscheinlichkeit Eins).
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Satz 5.6.4 (Glivenko-Cantelli). Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert P-f.s. gleichmd/sig ge-
gen die wahre Verteilungsfunktion:

P( lim sup |Fn(3:) - FX(x)| = O) = 1.
n—=00 zeR

Beweis. Da der Schnitt iiber abzédhlbar viele Einsmengen wieder eine Einsmenge ist, zeigt Satz
[5.6.2(a) P(Vr € Q : lim,_,o Fy,(r) = FX(r)) = 1. Daraus folgt bereits die gleichméRige Konvergenz
fiir Verteilungsfunktionen. Wir fiihren einen rein analytischen Widerspruchsbeweis.

Sonst existieren ¢ > 0 und Folgen (zy), (ng) mit |F,, (z;) — F¥(x))| > ¢ fiir alle k¥ > 1. Da es
a,b € Q gibt mit F¥(a) < /2, FX(b) > 1 — ¢/2 implizieren die Grenzwerte limy_., F,, (a) < £/2,
limy_, F, (b) > 1 —¢/2, dass wegen Monotonie lim inf;_, x; > a, limsup,_, . x; < b gelten muss.
Insbesondere existiert wegen Kompaktheit von [a, b] eine Teilfolge (k,) mit x, — z fiir ein z € [a, b].
Setze FX(z—) = limy, F¥(y) = sup,., F*(¢) fiir ¢ € Q wegen Monotonie von F¥. Deshalb
und wegen Rechtsstetigkeit existieren 1,7, € Q mit r; < z < ry und F¥(ry) < FX(z) + ¢,
FX(ry) > FX(z—) — e. Wir erhalten

limsup | £, (k) — FX(x,) ]1{” >} < F¥(ry) — F¥(x) < g,
{—00 =

limsup | F, (k) — FX(x,) l{xk <) < F¥(x—) — FX(r) <e,
{—00 ) "

im Widerspruch zu {Fnk () — FX (xk)} > ¢ flir alle k£ > 1. Also konvergiert F,, gegen F' gleichmaRig
auf einem Ereignis von Wahrscheinlichkeit Eins. O

Korollar 5.6.5. Fiir n — oo konvergiert das empirische Mafs p.,, P-f.s. schwach gegen die Verteilung
PX von X:
P({w € Q| pip(w) — P*}) = 1.

Beweis. Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli hat das Ereignis
{we Q| F(w,z) » F*() fir alle z € R}

Wahrscheinlichkeit Eins. Da F;, die Verteilungsfunktion von p,, ist, folgt nach Satz insbeson-
dere die schwache Konvergenz der zugehorigen Male. O
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