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CARSTENSEN, C. ; STEIN, E. 

fiber die Fa1 ksche ECP-Transformation und Verallgemeinerungen 

Die ECP-Transformation von F a l k  ordnet einem Polynom f vom Grad n und n paarweise verschiedenen Knoten or1, ... , or,, 
einen Vektor (al ,  ... , d,) zu, so daJ das charakteristische Polynom der dyadisch gestorten quadratischen Diagonalmatrix 

diag (av ... , an) - (i) * (d1, ... , an)  

ein Vielfaches von f ist. Diese Transformation wird fur  mehrfache Knoten betrachtat und auf dyadisch gestorte Bidiagonal- 
matrizen verallgemeinert. Der Sonderfall einfacher Knoten wird an Beispielen numerisch getestet. 

Falk 's  ECP transformation associates to a polynomial f of degree n and to n pairwise different knots or1, ... , an a vector 
(I&, ... , d n )  such that the characterttic polynomial of the dyadically perturbed quadratic diagonal matrix 

diag (or1, ... , a n )  - (:) * (d1, ... , dn)  

becomes a multiple o f f .  This transformation is considered for multiple knots and is generalized to dyadically perturbed 
bidiagonal matrices. The special case of simple knots i s  numerically tested by means of examples. 

PxM-npeo6paao~aHue @anma ( P X M  - Paanome~ae XapawepHcTumecKoro MHorosneHa) CooTBeTcTByeT 
MHOrOvJreHa] f CTeIIeHH Ei n IIOnapHO pa3JIHrHbIM y3JlaM al, ... ,an BeIETOp ( d l ,  ... , dn)  TaK, YTO XapaK- 

1. Einleitung 

Die ECP-Transformation wurde fur den Spezialfall einfacher Knoten (Stutzstellen) von FALK 1986 erstmals in [ i] 
beschrieben und von den Autoren bereits in [2] untersucht. Bei dieser Expansion des charakteristischen PoIynomes 
(kurz ECP) wird einem Polynom f vom Grad n mit dem Hauptkoeffizienten fn E K \ { 0 )  und frei wahlbaren paar- 
weise verschiedenen Knoten al, ... , a,  ein Vektor (dl, ... , d,)T E K" durch 

zugeordnet. Diese Zahlen werden nach FALK als Defekfe bezeichnet. Mit dem Defektvektor und der Abkiirzung 
e := (1, ... , 1)T E R" kann die Matrix 

(1.2) 

hetrachtet werden, deren charakteristisches Polynom (-1)" - flf. ist. 
Bei nichtlinearen Matrizeneigenwertproblemen mit Polynommatrizen kaun das charakteristische Polynom f 

dieses Problemes auf ein spezielles Eigenwertproblem mit einer dyadisch gestorten DiagonaImatrix transformiert 
werden, deren numerische Behandlung einfacher sein k ~ n .  

Ausgehend von dieser Eigenschaft hat FALK einen Eigenwertalgorithmus ECP als einen sehr leistungsfahigen 
Algorithmen konstruiert [l, p. 425fl. Dabei werden die Knoten als Naherungen fiir die Nullstellen v m  f gewii!hlt 
uad iterativ verbessert. 

Tatsachlich sind die Defekte bereits in den 60-iger Jahren zur simultanen Verbesserung aller Naherungen fur 
die einfachen Nullstellen von Polynomen [7], [9] und spater fur Fehlerabschatzungen voii Nullstellennaherungen 
verwendet worden [8]. Dieses allerdings ohne auf die Matrix in (1.2) Bezug zu nehmen; Hilfsmittel war allein die 
Darstellung, die sich durch Lagrange-Interpolation von f an den Knoten ergibt. 

Fur mehrfache Nullstellen von f versagen die erwahiiten Verbesserungsverfahren. Eine direkte Verallgemeine- 
rung der Aussage ~ b e r  die Matrix (1.2) ist nur in Sonderfallen moglich. Bei der numerischen Behandlung von linearen 
Eigenwertproblemen in der Strukturmechanik mit weichen uhd starren Bindungen treten aber ,Nullstellenhaufen 
auf, die erhebliche numerische Probleme bereiten. Deshalb ist es wiinscheliswert, die ECP-Transformation auf 
mehrfhche Knoten zu verallgemeinern. 

In  dieser Arbeit wird im 3. Abschnitt zunachst eine Verallgemeinerung der Matrix (1.2) fur mehrfache Knoten 
und eine nicht konstante dyadische Storung und schlieBlich eine solche Verallgemeinerung vorgestellt, die aich beim 
Ubergang auf die Klasse der dyadisch gestorten Bidiagonalmatrizen ergibt. Durch Entkopplung verschiedener 

diag (ti1, ... , a,) - e (dl, ... , d n )  

27. 
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Knoten in der Nebendiagonale entstehen dabei Bedingungsgleichungen, die rekursiv aufgelost werden konnen. Ab- 
schlielend werden mit dem Satz von Gerschgorin Fehlerabschiitzungen gewonnen, die denen aus [8] iihneln. 

Im  4. Abschnitt wird ein kurzer uberblick uber den Spezialfall einfacher Knoten gegeben und ein Algorithmus 
formuliert, mit dem im 5. Absohnitt drei numerische Beispiele behandelt werden. Einige Bemerkungen zur Lei- 
stungsfahigkeit des Algorithmus in den betrachteten Beispielen im Abschnitt 5.4 beschlieljen die Arbeit. 
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2. Notationen und Vorbereitungen 

Mit K werden der Korper der reellen oder komplexen Zahlen, rnit N die Menge der naturlichen und mit No die cler 
nicht negativen ganzen Zahlen bezeichnet. 

Es seien al, ... , am E K ,  m E N ,  paarweise verschiedene Knoten, die mit den Vielfachheiten m,, ... , m, E N in 
der Aufziihlung aller 

m 

v - 1  
N := z m m , E  N 

Knoten 

vorkommen. Mit diesen Knoten werden einige Funktionen definiert. Fur i E { 1, 2, ... , m }  sei 
m m 

P =1 v = l  
*# i  

H ~ :  K + K , z H fl (z - a , ) a v  sowie 17: K - K , z I+ n (z - O C , ) ~ ~ .  (2.31, (2.4) 

Fur geniigend oft differenzierbare Funktionen h :  K - K und i E W bezeichne aih die i-te Ableitung von h, 
und 8% bezeichne die Funktion h selbst. Leere Produkte seien durch 1, leere Summen und leere Positionen in Matri- 
Zen seien durch 0 zu ersetzen. 

Interpolation 
vn 

Fur ein fixiertes Polynomf iiber K vom Grad N = 2 m, mit dem Hauptkoeffizienten f N  # 0 werde das Polynom 
v = l  

r : K + K ,  z H f ( Z ) - f N * n ( z )  (2.5) 
betrachtet. r ist vom Grad kleiner oder gleich N - 1, so da8 r das Hermite-Interpolationsproblem zu den Knoten 
(2.2) und den Daten 

aOr(a,), ... , aml-lr(al) , aOr(a,), ... , amS--lr(a,) , ... , a0r(am), ... , 8 m m - l r ( a m )  - \ d 

ml ma a m  

exakt lost. Folglich l a l t  sich 

r = 2 2 aj--%(at) .p i  
m mi 

i = l  j-1 

fur solche Polynome p i  uber K schreiben, die vom Grad kleiner oder gleich N - 1 sind und fur die gilt : 

V i , v c { 1 , 2  ,..., m } b ' j ~ { l , 2  ,..., mz}  v , u E { ~ , ~  ,..., rn , ) :a~- lp .2 : (a , )=s , ,~ . s~ ,~ .  

Hierbei sei 6 das Kronecker-Delta. Da diese Polynome selbst gewisse Interpolationsaufgaben losen, folgt leicht, da13 
fur jedes i E { 1,2, ... , m }  und jedes j E { 1,2, ... , mi} das Polynom p i  in der Form 

vz E K :  p J z )  = q j ( z )  ' (z - 0rt ) j - l  n , ( Z )  

mit einem Polynom q{ vom Grad kleiner oder gleich mi - j notiert werden kann. 

einsetzt, dann folgt fur jedes x E K \ {a1, a,, ... , arm} 
Wenn man abschlielend diese Darstellung und die Definition von r in (2.5) in die Interpolationsgleichung (2.7) 

Lineare Algebra 

Fur n E W bezeichne I n  die n-dimensionale Einheitsmatrix in W x n .  Mit diag (al, d,, ... , an) werde die n-dimensionale 
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d,, d2, ... , dn E K in der ersten bis n-ten Position notiert. Durchgehend 
werde e fur den Spaltenvektor (1, ... , l )T  E R* mit geeigneter Dimension geschrieben. 

Fur Vektoren a, b E Kn bezeichne b* den komplex-konjugierten und transponierten Zeilenvektor und a 6* E 
E Kn * das dynadische Produkt dieser Vektoren a und 6. 

I n  dieser Arbeit wird die dyadisch gestdrte Diagonalmatrix 

diag ($, da, ... , an) - a b* (2.9) 
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betrachtet. Im Zusammenhang mit der Sherman-Morrison-Formel [6], nach der 

gilt (man vgl. auch [l], Bd. 1, S. 310), kann auch die Determinante dieser Matrix, 

bestimmt werden [3]. Mit (2.11) gilt naturlich auch 
det (1, - a; b*)  = 1 - b* ' U ,  

(2.10) 

(2.11) 

det (In - * bT) = 1 - bT 'a, (2.12) 
wobei bT der zu b transponierte Vektor sei. Durch Multiplikation der dyadisch gestorten Einheitsmatrix in (2.12) 
rnit einer regularen Diagonalmatrix kann man leicht die Gleichung 

det (diag (4, ... , dn) - a * bT) = ( fi d,) - ,i at - bl ( 6 d,) 
u = l  % = 1  v = l  

(2.13) 
V # i  

verifizieren, die dann aus Stetigkeitsgrunden auch fur beliebige Diagonalmatrizen gilt. 

3. uber Verallgemeinerte ECP-Transformationen 

3.1 Uber eine allgemeine ECP-Transformation fur dyadisch gestiirte Diagonalmatrizen 
Es werden die im 2. Abschnitt eingefuhrten GroBen betrachtet. Durch Kombination von (2.8) und (2.12) kann das 
Polynom f als Vielfaches einer Determinante dargestellt werden. I n  dem wichtigsten Spezialfall ergibt sich f dann 
als ein charakteristisches Polynom zu einer dyadisch gestorten Diagonalmatrix. 

Um diese Kombination moglichst allgemein abhandeln zu konnen, werden die Summe und das Produkt in 
(2.13) zunachst beliebig zusammengefaBt. 

Def in i t i on  1: Fur n E N seien 
D1, D,, ... , Dn: K \ {&I, ... ,am} -+ K und po,p, ,  ... , p n :  K -+ K 

Funktionen rnit den Eigenschaften, daD fur jedes 5 E K \ {al, ... , a,} gilt: 

S a t  z 1 : Unter obigen Voruussetzungen gilt fur  ulle x E K \ {a l ,  ... , a,} 

f(4 = f N  a P o ( 4  * det diag (Pl(@, -.* Y P ( 4 )  + ' ( P l ( 4  4(4, -1' Y P s ( 4  w4) * (3.3) i (9 1 
Be weis: Ausgehend von der Darstellung (2.8) wird die Doppelsumme durch (3.1) umgeschrieben. Dabei ent- 

steht in der Klammer eine Summe, die mit (2.12) als Determinante einer dyadisch gestorten n-dimensionalen Ein- 
heitsmatrix geschrieben werden kann. Dabei werde als Spaltenvektor (1, ... , l)T verwendet. Wenn man das Produkt 
n(s) durch (3.2) ersetzt, kann jeder der Faktoren p , ( s ) ,  ... , p n ( s )  mit der ersten bis n-ten Spalte der Determinante 
multipliziert werden. Hieraus folgt (3.3). I 

Beispiel 1: Zuniichst werde die Doppelsumme in (3.1) mit n = N ais einfache Summe und das Produkt in (3.2) a18 Produkt 
von den entsprechenden Linearfaktoren geschrieben. Dazu sei (il,jl), ( i2 , ja ) ,  ... , ( i ~ , j ~ )  eine Abziihlung der Menge 

Dann werde fur jedes v E (1, ... , N }  und jedes 2 E K \ {a1, ... , a,n} 
((i,j) I i E {I ,  ... , m } , j  E {1, ..*, mi)}. 

undp&) := 1 sowiep,(x) := 5 -aiV definiert. Damit ergibt sich als typisches Element des Zeilenvektors in (3.3) fur v E (1, ... , N }  
und x E K \ {ul, ... ,am} 

pv(5) ' Dv(x) = aju-'f(ai") * &(s) * (5 - Orip-iU . 
2Y 

Dieses Element ist von x unabhangig, wenn q(i ein Vielfaches von (z - aiJnai~-j'' iat. Weil 9:: hochstens vom Grad miv - j, ist, 
mu13 dann fur alle x E K 

(3.4) p!"(s) = c:: * (5 - aiy) m , , - j v  
l V  

fur ein cj; E K gelten. 

Ein interessanter Fall ist nun der, da13 der Zeilenvektor in (3.3) von 2 unabhlingig wird und sich f in (3.3) als 
charakteristisches Polynom zu einem linearen speziellen Eigenwertproblem ergibt. 

Wenn alle Elemente des Zeilenvektors in (3.3) von x unabhiingig sein sollen, dann folgt aus (3.4) und (2.Q daB 
das Polynom f an den Stellen al, ... , am jeweils eine (m,  - l), ... , (m, - 1)-fache Nullstelle besitzt. Folglich sind 
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d a m  in dem Zeilenvektor aus (3.3) nur diejenigen Elemente von 0 vemchieden, in denm von f die Ableitung (mi - 1): 
ter Ordnung an der Stelle ui vorkommt. In diesem Fall ergibt sich aus (3.3) und einer genauen Bestimmung der c3, 
i . ~  { 1, ... , m } ,  j c { 1, ... , mi}, der folgende 

S a t  z 2 : Es sei f ein Polynom vom Grad N E N mit dem Hauptkoeffizienten fN E K \ { 0 ) .  f beeitze bei den p a r -  
weise verschiedenen Knoten u,, up, ... ,urn € K Nullstellen mit den jeweiligen Vielfachheiten m, - 1, mp - 1, ... , 
mm - 1 E No. Fur diese VieZfachheiten gelte N = 2?=1 mi. Fur jedes i E { 1, ... , m }  werde der ,,Dejekt" 

ZAh1llh.I . Z. angew. Math. Mech. 09 (1989) 11 
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definiert. Dann gilt f u r  jedea x E K 
m 

u = l  
f(z) = (-l)N - f N .  { 17 (uy - Z ) ~ V - ~ }  . det (diag (al, ... , urn) - e - (d,, ... , d,) - z I,) (3.6) 

Al te rna t ivbewe i s :  Es werde fur jedes x E K der Rest 
m 

u = l  
R ( z )  :=f(z) - (-l)".f" { n ( u . - ~ ) " 1 ~ - ~ } . d e t  (diag(ul,...,uT,J - e ~ ( ~ € ~ , . . . , d m )  -x-In,) (3.7) 

betrschtet. R ist ein Polynom vorn Grad kleiner oder gleich N - 1 und besitzt nach den Voraussetzungen an das 
Polynom f und die Knotenu,, ... , urn an diesen Stellen Nullstellen in der Vielfachheit m, - 1, ... , m, - 1. Es genugt 
daher zu zeigen, daD R in den Knoten sogar Nullstellen der Vielfachheit q, ... , m, hat. Sei d a m  i c { 1, 2, ... , m } .  
Dann ist 

amc-lR(a$) = ami-lf(ut) - (-l)N .fN. (mi - I)!  x 
m 

v - 1  
v 2 i  

{ 17 (au - at)mu-l det (diag (al - at, ... , am - a$) - e (4, ... , am)) . x (-1)-1 
(3.8) 

Nach (2.13) ergibt sich die Determinante in (3.8) zu 
)II 

- di 17 (mu - 0 1 1 )  1 

v = l  
P # i  

EO daI3 mit (3.5) schliefllich ami-lR(ai) = 0 folgt. I 
R e m e r k u n g  1: 
(i) Der Satz 2 verallgrrneinert die Falksche ECP-Transformation in [ 11 auf mehrfache Knoten. Der Beweis verellgemeinert 

den aus [2]. - Darnit sich dic Determinante in (3.3) a1s charakteristisches Polynom zu einem linearen Eigenwertproblem schreiben 
IiiBt, miissen p,, ... , p ,  Polynome vom Grad 1, und die dyadische Storung muB konstmt sein. Diem Forderung fuhrte schliefllich auf 
die Voraussetzungen beziiglich der Nullstelleneigenscliaften vonf. Andererseita ist klar, daB sich das Polynomf fur mehrfache Knot en 
nur dann als charakteristisches Polynom eines epeziellen Eigenwertproblemes mit dyadisch gestiirter Diagonalmatrix ergeben kann, 
wenn f d i e  im Satz 2 verlangten Voraussetzungen iiber die Lage der Nullatellen erfiillt. AUE (2.13) folgt niimlich fur ein ebcn bc- 
schriebenes Polynom mit dv : = a. - z, daB dieses Polynom im Knoten mv eine Nullatelle der Ordnung my hat. 

(ii) I m  Beweis zu Satz 1 wurdc der Spaltenvektor (1, ... , l )T verwendet, um anschlieBend (2.12) anzuwenden. Dieses Vorgehen 
liefert dann im Satz 2 den Spaltenvektor in (3.6). Man konnte aber natiirlich auch andere Darstehngen wiihlen, die d a m  im Satz 2 
ein spezielles Eigenwertproblern mit einer durch a bT geatorten Disgonalmatrix erzeugen. Hierbei ist lediglich dr = at - br fur alle 
i E {I, 2, ... , m }  zu gewahrleisten. Insbesondere ktlnn dann at := sign ( d t )  - v m u n d  bi := v m g e w i i h l t  werden. Wegen dee Vor- 
zeichens ist die Begleitmatrlx der ECP-Tramformation i. a. nicht symmetrisch. Man kann das Vorzeichen im reellen Fall aber in 
einer Diagonalmatrix J := diag (sign ( d J ,  ... , sign (&)) zusammenfaesen und erhalt irn Satz 2 ein allgemeines Eigenwertproblem 
m,it einer sogenannten J-symmetrischen Matrix dittg (al, ... , a,) - at . bT. Zum Begriff einer J-symmetrischen Matrix vgl. man 
etwa [a]. 

Beisp ie le  2, 3:  EE SOII eine weitere kanonische Konkretisierung von Satz 1 betrachtet werdcn. Dazu werde n = m und 
fur jedes z E K \ {a1, ... ,a,} und jedes i E {l, 2, ... , m} 

sowie p ,  = 1 gesetzt. Dnnn gilt fur jedes i E (1, 2, ... , m }  und jedes z E K 
111 i 

pi(z). D ~ ( s )  = 2 aj-l j(ai) .  q j ( z )  . (z - ~ 1 j - l .  
j=l 

Damit ist f in (3.3) als charakteristisches Polynom eines nichtlinearen Eigenwertproblemes dargestellt. Wenn sich in d i e m  Darstel- 
lung ein lineares Eigenwertproblem ergeben SOH, EO ist die Stiirung entweder nicht konstant, oder ea gilt eine iihnliche Beziehung 
wie in (3.4), die d a m  wieder die Nullstellenvortlussetzungen des Satzes 2 nach sich zieht. 

Wenn man abweichend zu oben p i ( z )  = (z -at)"( fur i E {I, 2, ... , m} fur ein ni E {I, 2, ... , m i }  setzt, dann ist die Storung 
i. n. eine rationale Funktion mit bckanntern Pol at. 

Numer isc  hes  Bcispiel :  Es werde das normierte Polynom f vom Grad 4 betrachtet, das durch einen Haupt- 
koeffizienten 1 und die Werte f(0) = 0, f'(0) = a, f( 1) = 1 und f'( 1) = 1 gegeben ist. Hierbei ist a E 6 ein reeller 
Parameter. Die Nullstelle vonf an der Stelle 0 sei bereits bekannt, von den anderen Nullstellen sei die ,in der Nahe 
vQn 0' gesucht. Jine einfazhe Berechnung wiirde 

V x E K : f ( s )  : = ' a . z + ( l - u ) . Z 3 + ( a -  1).z*.(z-l)+x~.(z-l)~ 
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ergeben, so daD man das Problem mit einem Newtonschen Verfahren losen konnte. Hier sol1 jedoch demonstriert 
werden, daD die Informationen an den beiden zweifachen Knoten a, := 0 und a, := 1 (m, := 2, m, := 2, N := 4, 
j!  := 1) benutzt werden konnen die gesuchte Nullstelle zu finden. Fur die Ausgangsdaten lassen sich die Polynome 
p{ BUS Interpolationsbedingungen ermitteln. Danach ergeben sich die Polynome q{ zu 

q:(x) = 22 + 1 , &x) = 1 ,  &(x) = 3 - 22 und &(x) = 1 

fur jedes x E K. Wenn man weiter n = 2 und die Funktionen D, und D, nach diesem Beispiel, aber abweichend 
p,(x) := x (x - l), p,(x) := x und p2(x) := x - 1 fur x E K als ,gemischte Form' von Beispiel 1 und dem gerade 
betrachteten Beispiel wahlt, dann ergibt sich nach Satz 1 fur alle z E K 

f ( x )  = x (x - 1) det diag (2, x - 1) + 
Die Determinante in dieser Darstellung 1aDt sich als charakteristisches Polynom zu einem speziellen Eigenwert- 
problem in x mit der nichtkonstantcn Matrix 

x - 2  

V X  E K :  A ,  := ( - a  -a 1f- 7;;) 
auffassen. Die Werte von A ,  werden sich fur betragskleine x E K nur wenig Lndern, so daIJ man eine ,Schaukel- 
iteration' versuchen kann, bei der in jedem Sehritt einer Niiherung x, zuntichst die Matrix A,,, und dieser Matrix 
einen Eigenwert xv+l (hier der betragskleinste, falls eindeutig gegeben) zuordnet. Dieser Eigenwert kann hier als 
Wurzel des charakteristischen Polynomes von A,, direkt und sehr genau, sonst iterativ als Niiherung ermittelt 
werden. 

Als Zahlenbeispiel wurden verschiedene Parameter a fur den Startwert -a getestet und stets der kleinere 
Eigenwert gewahlt. Dabei ergeben sich die in Tabelle 1 gezeigten Werte. 

Tebelle 1. Zahlenwerte zum numerischen Beispiel nach der ersten Methode 

a = 1.00000000003+000 a = 1.00000000003-001 a = 1.0000000000E-002 
____ ._ 

- 1.0000000000003 + 000 - 1~0000000000003 -001 - 1.0000000000003-002 
-5.0000000000003 -001 -3.5158658765443-002 -3.3518232942663-003 
-4.6837494598443 -001 -3.4476669829723 -002 -3.3444772975843 -003 
-4.6580341806073 -001 -3.4469190280153 -002 -3.3444691445863 -003 
-4.6559048658883 -001 -3.44691082131 1 3  -002 -3.3444691355373 -003 

-3.3444691355 73-003 -4.6557282881183- 001 -3.446910731268E -002 
-4.6557136432363 -001 -3.4469107302773 -002 -3.344469135 7E-003 
-4.6557124286173 -001 -3.4469107302663-002 -3.3444691355273-003 
-4.6557123278783-001 - 3.4469 10730266E - 002 -3,3444691355273 -003 

-4.8557123188303 -001 -3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 

d 
-4.6557123195233 -001 -3.4469107302663 -002 4.3444691356273 -003 

Die Konvergenz kann hier durch die linearisierte Berucksichtigung der hderungen  von A ,  verbessert werden. 
Fur betraeskleine x und xu ist 

Das Eigenwertproblem wird nun allgemein und lautet in jedem Schritt fur bekanntes xv und gesuchtes x,+~ 

1 -I/(." - 1)Z 
0 l/(xy - 2)2 0 1 -l/)x" - 1 ) 2  

Durch Losen dieser quadratischen Gleichung ergeben sich die in Tabelle 2 gezeigten Zahlenwerte. 

Tabelle 2 .  Zahlenwerte zum 

a = 1.0000000000E SO00 
- 

- 1.0000000000003 $000 
-4.7480963363273 -001 
-4.6557642703633-001 
-4.6557123187843 -001 
-4.6557123187683-001 
-4.655712318768E -001 
-4.6557123187683 -001 
-4.6557123187683-001 
-4.6557123187683 -001 
-4.6557123187683-001 
- 4.6557 123 187683 -001 

numerischen Beispiel nach der sweiten Methode 
_ _  __ _ _ _ ~  ___ 

u 1.0000000000E-001 a = 1.00000000003 -002 
- 1.0000000000003 -001 - 1.0000000000003 -002 
-3.4509832810033 -002 -3.3445175442643 -003 
-3.4469107320453-002 -3.3444691355273 -003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 
- 3.4469 107302663 - 002 -3.3444691355273-003 
-3.4489107302663-002 -3.3444691355273 -003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273-003 
-3.4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 ___ - - - - - __ - - - _ _  - ____ 
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3.9 Uber dyadisoh gestiirte Bidiagonalmstrizen 

In  Satz 2 konnen auch mehrfache Knoten zur ECP-Transformation Verwendung finden. Wenn diese Transformation 
auf ein lineares Eigenwertproblem fuhren 9011, so miissen jedoch nach Bemerkung l ( i )  die im Satz 2 formulierten 
Nullstelleneigenschaften erfullt sein. Wenn man diese Nullstelleneigenschaften umgehen will, dann mu13 man statt 
der Klasse der dyadisch gestorten Diagonalmatrizen eine andere Klasse von Matrizen betrachten. Wegen der Form 
der wohlbekannten Frobeniusschen oder Guntherschen Begleitmatrix werden hier dyadisch gestorte Bidiagonal- 
matrizen betrachtet. Als Spezialfkille ergeben sich dann tatsiichlich Aussagen der gewunschten Form. 

L e m m a  1 : Fur n E N und A,, A,, ... , A,, p,, pz, ... , p,-1 E K bezeichne 

A1 PI 
bidiag (Al, ... , A, I pl, ... , ps -1) : = ( ..: : p n - l )  E K"X, (3.9) 

A, 
die durch diese Daten gegebene Bidiagonalmatriz, wobei leere Positionen durch Nullen und f u r  n = 1 diese Matrix 
durch (A,) zu ersetzen ist. Es sei weiter a,, ... , a,, b,, ... , b, E K . 

Fur A,, ... ,A, E K \ { 0 )  ist bidiag (Al, ... , An I p,, ... , regulur und die Inverse durch 
( 0  , falls i > j  

j-1 

II PV 
(- q i + j  , y=a , falls i g j  

fl A x  i X = i  

Vi, j E {I ,  ... , n ) :  bidiag (Al, ... ,An 1 p1, ... , p,-~)z\ = 

gegeben. Fur alle x E K ist 

(3.10) 

n i - 1  j -1  n 

v = l  1 r; isj  s?a x = l  x = l .  x = j + l  
= n (A" - 2)  - 2 (-l)i+j * at * bi 8 (n (Ax - 4) - (17px)  * ( 17 ( A x  - 4) 3 (3.11) 

wobei leere Produkte durch 1 zu ersetzen sind. I 
B e m e r k u n g  2: Wie in der Herleitung zu Satz 2 gibt es an dieser Stelle verschiedene Moglichkeiten, das Teilresultat in (3.11) 

in einen Satz umzuwandeln, der aussagt, wie die GroBen in (3.11) zu wLhlen sind, damit ein gegebenes Polynomfsich a h  Vielfaches 
eines charakteristischen Polynomes zu einem speziellen Eigenwertproblem mit einer dyadisch gestorten Bidiagonalmatrix ergibt. 
Zum einen kann man (2.8) mit (3.11) identifizicren und Bedingungen fur die Parameter ableiten. Zum anderen ist e k e  Identitiit 
zwischen Polynomen herzustellen, die durch Interpolationsbedingungen konstruiert werden krtnn. Dam seif ein Polynom vom Grad n 
mit dem Hauptkoeffizient,en fn E K \ {O}. Wenn man das Polynom in (3.11) mit ( - l ) N  - f n  multipliziert und vonf  subtrahiert, 
dann verbleibt ein Polynom vom Grade n - 1, das durch Interpolation an n Knoten identifiziert werden kann. Als Interpolations- 
stellen kann man etwa A,, ... , A,, aus (3.11) verwenden. Um diese Interpolationsbedingungen zu entkoppeln, werden wie bei einer 
Jordanschen Normalenform die Nebendiagonalelementc gleich Null gesetzt, die zwei Blocke von glcichen Hauptdiagonalelementen 
trennen. 

Def in i t i on  2: Es seien die Bezeichnungen des Kapitels 2 verwendet,. Fur jedes i E (1 ,  2, ... , m> sei 
ai := (a\l), a(:), ... , a(inai))T , bt := (bi l ) ,  b ( j ) ,  ... , byi))T E L K ' j U  

und 

Mit diesen GroSen werde weiter 
Ji := bidiag (ai, ... , ai 1 pal), b(f), ... , P(27ni-1)) E LKnLixmr . 

sowie 

und 

gesetzt. Ferner sei x das charakteristische Polynom, das fur alle x E K durch 

(a1, ... , anJT := ( a p ,  a p ,  ... , a p ,  ap, ... , a p q *  

( 4 ,  ,.. , bm)T := (bil), biz), ... , birn1), bL1), ... , b g m ) ) T  E K" 

(3.12) 

gegeben ist. 

durch (3.12) gegeben. Dann gilt 
S a t  z 3 : Es sei f ein Polynom in K vom Grad N mit dem Hauptkoeffizienten f x  E K \ { O }  . Das Polynom x sei 

f =  (-1)"fN'X 
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aemu dann, wenn 
(j - l ) !  2 fN . hick). a(mi+k-u).  

1 S k S u S j  ( j  - Y )  ! 
V i  E { 1, 2, ... , m} V j  E { 1, 2, ... , mi}:  a j - l f ( a i )  = X 

mifk-v-1  
x ( n B?)) - aj-’17i(ai) . (3.13) 

Be weis: f und (- l)N f N  * x sind Polynome vom Grad N mit gleichem Hauptkoeffizienten. Folglich ist genau 
dann f = ( -l)N f~ x, wenn beide Polynome an den N Knoten aus (2.2) (in Vielfachheit) dieselben Werte anneh- 
men. Damit genugt es zu zeigen, daB die rechte Seite in (3.13) gerade gleich ( -1)*7 f N  aj-lx(ai) ist. Um andere 
Darstellungen fur x zu erhalten, wird Lemma 1 angewendet. 

Es sei n = N ,  und (Al, ... ,&) seien die Knoten &us (2.2) mit den Vielfachheiten m,, ... , mM E EV, wobei N = 

= 2 mi gilt. Im Lemma 1 werde weiter (al ,  ... , a,)T durch (ail), ... , aiml),  abl),  ... , a g m ) ) T ,  (bl, ,.. , b,)T durch 

x = k  

m 

i = l  ... , b\ml), bbl), ... , t~$!p))~ und (p,, ... , durch 

(3.14) 

ersetzt. Dann kann x nach (3.11) berechnet werden. Wegen der speziellen Ersetzung in (3.14) kann man die Summe 
aus (3.11) schliealich so uniordnen, daD fur alle 2 E K 

m mi mi 
( -1)N 9 x(x) = n ( x )  + 2 2 2 u:l)bp). (5 - U i ) m f - l + k - l  * ( 5;y) ’ 17,(x) (3.16) 

Eine (j  - 1)-malige Differentiation von (3.16) zeigt dann leicht (etwa unter Verwendung der Leibnizschen 

Fo lge rung  1:  Es gelten die Bezeichnungen aus Definition 2 und Satz 3.  Fur jedes i E { 1, ... , m} urd j E 

(i) F i r  jedes i E { 1, ... , m }  werde 

i=l  k=1 l = k  * = b  
gilt. 

Produktregel), daD die rechte Seite in (3.13) gleich ( -l)N f~ @-lx(ai) ist. I 

E { 1, ... , mt} sei #’ E IM \ ( 0 )  fixiert. Dunn ergeben sich die beiden folgenden Spezialfalle des letzten Satzes. 

ci := ( C p ,  c y ,  ... , C p ) T  E K,i 
durch 

x = l  
und f u r  j E { 2 ,  ... , mi} durch 

rekursiv definiert. Dunn gilt fiir alle x E K 
f(s) = (-l)N. f N  det {diag (J1, ... , J,) - em (c;, ... , cT,) - 2 - IN} . 

(ii) Furjedes i f { 1, ... , m }  werde 

ei := ( O , O ,  ... , 0 ,  E K m i  - 
mi-1  

sowie 

durch 
d i  := (a!,), ... , dp)) ‘ r  E K m i  

mi-1 

x=l 
dj l )  := f(at)/(f*- * Di(0Ii) * n B y )  

und fur j E { 2, ... , mi} durch 
i - 1  

rekursiv definiert. Dann gilt fur alte x E K 

f ( s )  = (-l)N - f N  det diag (J1, ... , J,) - (”). (a:, ... ,d&) - x 6 I N  

e m  

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

Beweis: Im Satz 3 wird fur i E (1,  ... , m }  im ersten Fall at = (1, ... , l ) T  E K m j ,  bs := ci und im zweiten 
af = el, bc := di gesetzt. Dann ergeben sich spezielle Interpolationsbedingungen in (3.13), die leicht umgeformt 
und zur rekursiven Berechnung der beteiligten GroBen in (3.16) bzw. (3.18) herangezogen werden konnen. J 
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B e m e r k u n g  3: 
(i) Weitere Spezialfiille lassen sich vollig analog fur b f )  = 1 , b f )  = bf') = ... = bFr) = 0 oder bil) = b y )  = b(i8) = ... = by) = 1 

(ii) Die Aussage von Satz 2 ist als weiterer Spezialfall enthalten. Setzt man niimlich @) := 0 (fur jedes i E (1, ... , m} und 
gewinnen. 

jedesj  E {I, ... , mt}), so lauten die Interpolationsbedingungen aus (3.13) 

Hieraus folgt mit b\J) = u ~ J )  = 0 fur jedes j E {I, ... , n i L  - 1) und b(imr). a p )  = dinach (3.5) die Aussage (3.6). Eine Grenzwertbe- 
trachtung fur p(i3) --f 0 liefert unter den Voraussetzungen des Satzes 2 fur beide Folgerungen aus 3.2.6 ebenfalls (3.6). 

(iii) Beide Teile von Folgerung 1 verallgemeinern die Falksche ECP-Transformation fur einfache Knoten. 
(iv) Die Folgerung 1 (ii) verallgemeinert die wolilbekannte Aussage uber die Frobeniussche oder Gunthersche Begleitmatrix. 

= ... = piN-') = 1 und fN = 1, so foIgt aus (3.18) wegen II,(x) = 1 (fur aIIe 1st niimlicli m = 1, n1 = 0, N = ml, By) = pi2) = 
X E K )  

t/,j c {I, ... , N ) :  = aJ-tf(o)(j -- I)! . 
E'ur diese Daten liefert Folgerung l ( i )  

$1 = j ( O )  und cp - a j - ' f (o !  - a j - m )  fur j E (2, 3, ... , N )  
( j  - l)! ( j  - 2)! ' 

a1 s Verallgcmeinerung der Falkschen Begleitmatrix zur ECP-Transformation. Die Determinanten beider Begleitmatrizen lassen sich 
such mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen ineinander uberfuhren. 

(v) Das hier am Beispiel der Bidiagonalmatrizen vorgestellte Vorgehen kann allgemein als Bonstruktionsprinzip fur Begteit- 
inatrizcn aufgefaBt werden : 

,,Znnachst wird eine Matrix (odcr eine Klasse von Matrizen) A E K N x N  betrachtet, deren Inverse (A - z * IN)-I fur fast alle 
z E K explizit bekannt ist. Fur  a, b E K N  wird det [A - x . IN - a .  bT] analog (2.12) berechnet, indem zuniichst (A -x *  IN)-^ aus- 
geklammert wird. Dieses liefert eine Summendarstellung iihnlich der aus Lemma 1. Durch geeignete Interpolationsbedingungen 
(etwa nach Satz 3) wird diese Summendaratellung in solche Gleichungen uberfuhrt, die verschiedene Rekursionsbeziehungen fur die 
beteiligten GroBen erzeugen. Wenn eine rekursive Auflosung und Berechnung dieser GroBen moglich ist, dann gilt 

f(z) = det [A - z . IN - a .  b]T fur alle z E K ." 
Beisp ie l  4: 3 s  seien die beiden Teile von Folgerung 1 fur das oben gebrachte numerische Beispiel betrachtet. Wenn man 

:= j3 E K \ (0) schreibt, dann folgt 

= 0 , c y  = a ,  cal) - - a, 1 c p  = - 1 + B  - 
B 

somie 
d p )  = -1 . 1 d"' ~. 0 dill = - , d y ' = a ,  

B '  
Daniit ergeben sich die spezicllen Eigenwertprobleme zu den Matrizen 

und 

(ii) 

Da Pi1) E K \ (0) nicht in einem Nenner vorkommt, kann auch Pi1) = 0 gesetzt werden. 

T a b e l l e  3. Zahlenwerte zum Beispiel 4 fur die Matrix (i) 

a = 1.00000000003+000 a = 1.00000000003-001 a = 1.00000000003 -002 
__-- 

-1.0000000000003+000 - 1.0000000000003 -001 -1.0000000000003 -002 
-2.7586206896653 -001 -2.8097425449163 -002 -3.2559451912643 -003 
-4.688015330026E -001 -3.446941 1006813 -002 -3.3444691389773 -003 
-4.6557123191593-001 -3,4469107302663 -002 -3.3444691355273 -003 
-4.655712318768E -001 -3.4469107302863-002 -3.3444691365273 -003 
-4.6557123187683-001 -3.4469107302663 -002 -3.3444691366273 -003 
-4.6557123187683-001 -3.4469107302663-002 -3.3444691355273 -003 
-4.6557123187683 -001 -3.4469107302683 -002 -3.3444691355273 -003 
-4.6557123187683 -001 -3.4469107302663 -002 -3.344469135527E -003 
-4.655712318768E-001 -3.4469107302663 -002 -3.3444691368273 -003 
-4.6557123187683 -001 -3.4469107302663-002 -3.3444691358273 -003 

Fur die Mat,rizen nus ( i )  und (ii) sol1 jeweils der kleinste Eigenwert fur verschiedene Werte von a bereclinet werden. Bei der 
Berecllnung der Eigcnwerte einer dyadisch gestorten Bidiagonalmatrix 

(3.20) 
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T a b e l l  4. Zahlenwerte zum Beispiel 4 fur die Matrix (ii) 

383 _ _ _ _ _ ~ _ _  

~~ ~ 

a = 1.00000000003 + 000 
- 1.0000000000003 + 000 
-3.0769230769233 -001 
-4.6445717623253 -001 
-4.6557123188543-001 
-4.6567123187683 -001 
-4.6557 1231 87683 -001 
-4,6557123187683-001 
-4.6557123187683 -001 
-4.6557123187683-001 
-4.6557123187683-001 
-4.6557123187683-001 

a = 1.00000000003-001 
- 1.0000000000003 -001 
-2.6786 75 1888443 -002 
-3.4469060509583 -002 
-3.4469107302663 -002 

- 3.44691079302663 -002 
-3.4469107302663 -002 
-3.446910730266E -002 
-3.4469107302663 -002 
-3.4469107302663 -002 
-3.4469107302663 -002 

-3.4469107302663 -002 

a = 1.00000000003 -002 
- 1.0000000000003 -002 
- 3.2568 1275041 93-003 
-3.3444691354703-003 
-3.3444691355273 -003 
- 3.344469 135527 3 - 003 
-3.3444691355273-003 
-3.3844691355273 -003 
-3.3444691355273 -003 
-3.3444691355273 -003 
-3.3444691355273-003 
-3.3444691355273 -003 

mit der inversen Iteration nach WIELANDT mu13 i. a. mit mehreren Links- und Rechtseigenvektornaherungen gearbeitet werden [l]. 
Dabei mussen mehrere Gleichungssysteme mit der Koeffizientenmatrix (3.20) gelost werden, was bei Verwendung der E’ormel von 
SHERMAN-MOERISON [l ,  51 leicht moglich ist. Zwar ist 

diag (J l ,  ... , Jtn)-’ = diag (Ji’, ... , J;)) 
und deshalb explizit durch (3.10) gegeben, fur die Losung der Gleichungssysteme ist aber die Berechnung durch Ruckwiirts- bzw. 
Vorwiirtssubstitution mit nur linearem Aufwand moglich. Deshalb erscheint hier die Verwendung von progressiven Schifts (neuer 
Schift in jeder Iteration [ 11) sinnvoll. 

I m  vorliegenden Beispiel wurden in den Matrizen (i) und (ii) jeweils die erste Zeile und Spalte gestrichen, j3 = 1 gesetzt und 
als Startvektoren fur die Eigenvektorniiherungen (1, 1, 1) bzw. (1, 1, l ) T  verwendet. Fur verschiedene Parameter a sind die Ergeb- 
nisse in den Tabellen 3 und 4 aufgefuhrt. Der Startschift wurde wie im numerischen Beispiel zu -a gewiihlt. 

Die Ergebnisse sind mit denen der zweiten Methode aus Tabelle 2 vergleichbar. 

8.8 Matrizenpolynome 
Nichtlineare Eigenwertprobleme konnen durch sogenannte Matrizenpolynome approximiert werden. Das sind 
Polynome mit quadratischen Matrizen als Koeffizienten. 

Def in i t i on  3: Fur 12, k E N sei A,, ... , At E Knxn  und 
f : K - . M , x ~ d e t ( A , + x . A , +  ... + x k . A k ) .  (3.21) 

v x  E K : f(x) = f, + fi . x + ... + fN x‘v (3.22) 
f ist ein (gewohnliches) Polynom vom Grad kleiner oder gleich N : = n k E W und besitze eine Darstellung 

mit Koeffizienten fo, ... , f~ E K. 
L e m m a  2: F i i r j  E (0, 1, ... , N }  g i l t  

(3.23) 

Beweis:  Mit P sei die Menge aller Permutationen der Menge { 1, 2, ... , n }  bezeichnet. Eine Entwicklung der 
Determinante aus (3.21) liefert fur jedes x E K 

2 f(x) = 2 sign (a) Il C 5’ A, (“!I)) =z sign (a) ( a€ P v = l  x = o  1,,1, ,..., /ne(o,l,..., k) v = l  

Durch Koeffizientenvergleich mit (3.22) und Ruckentwicklu ng der Determinante folgt (3.23). I 
B e m e r k u n g  4: Mit Lemma 2 ist der Hauptkoeffizient fy = det A k .  Wenn die fuhrende Koeffizientenmatrix singular ist, 

dann konnenfiv-1, f ’ v -2 ,  ... nach Lemma 2 berechnet werden, bia der genaue Grad vonf feststeht. Zusiitzlich lassen sich Ableitungen 
von f berechnen. Danach kann die ECP-Transformation nach den Abschnitten 3.1 und 3.2 Anwendung finden. Die hierdurch fest- 
gelegte Transformation wurde von FALK in [l] fur den Fall einfacher Knoten angegeben. Der Vorteil der  ECP-Transformation, etwa 
im Vergleich zur Frobeniusschen oder Guntherschen Begleitmatrix ist der, da13 nur Funktionswerte (bzw. wenige Ableitungen) von f 
benotigt werden, die lediglich die Berechnnng einer (bzw. weniger) Determinanten erfordern. Die Bcrcchnung aller Koeffizienten niit 
Lemma 2 ware deutlich aufwendiger. 

Aufwandsbe rechnung :  Zur ECP-Transformation mit einfachen Knoten ist die Berechnung von IL - k + 1 
a-dimensionalen Determinanten notwendig. Bei Verwendung des GauBschen Algorithmus zu deren Berechnung sind 
etwa f - k - n4 + O(n3) Operationen notig. Bei einem speziellen Eigenwertproblem kann die Koeffizientenmatrix 
vorher einmalig auf obere Hessenberg-Form transformiert werden, so daB insgesamt $- - n3 + k . rL O(n3) + O(n3) 
Operationen benotigt werden. Fur symmetrische Matrizen liegt der Aufwand bei $. n3 + k . n O(n2) + O(n2) 
Operationen, wenn vorher auf eine symmetrische Tridiagonalform transformiert wurde. 

8.4 Fehlerbetraohtungen 

Alle in dieser Arbeit formulierten Spezialfalle fur die Transformation auf ejn speeielles Eigenwertproblem rnit einer 
dyatlisch geetorten Bidiagonalmatrix haben die Eigenschaft, daB die Storung in der Vielfa’chheit verschwindet, in 
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der der dazugehorige Knoten Eigenwert ist. Wenn die gewahlten Knoten gute Naherungen fur die Eigenwerte sind, 
dann wird man kleine Storungen erwarten konnen. Zur Fehlerabschatzung fur die Knoten (als Naherung fur die 
Eigenwerte des Problemes) bietet sich im Falle kleiner dyadischer Storung der wohlbekannte Satz von Gerschgorin 
an. Dabei kann die ECP-transformierte Matrix (3.20) vor der Fehlerbetrachtung noch einer Ahnlichkeitstransforma- 
tion unterzogen werden. Ein interessantes Beispiel dieser Vorgehensweise sol1 in diesem Abschnitt vorgestellt wer- 
den. 

Def in i t i on  4: Esgelten die Notationen und Vereinbarungen der VorherigenKapitel. Fural le i  E { 1,2,  ... , nz} 
bezeic hne 
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mj 

j = 1  
n(i) := C laij)I , 

B( i ) :=max{I / ? j j ) l I j~  {1,2,  ..., m i - I } } ,  

b(i)  := max {lbij)l I j E { 1, 2,  ... , m i } }  , 

D ( i ) : = m i n { l a , - a l l I j ~ { 1 , 2  ,..., m }  \{i}}, 

S a t z  4: Fur ein i E { 1, 2, ... , m }  gelte 

E t  + ba + 6i + 2 * /bi 61 < 1 .  
Falls Bi = 0, dann ist at ein mi;facher Eigenwert der Matrix (3.20). Andernfalls ist 

(3.24) 

und in der abgeschlossenen Kreisscheibe um den M ittelpunkt oli mit dem Radius 
Ri := B ( i )  + a(;)  b( i )  + ui - D(i) /h 

liegen wenigstens mi Eigenwerte der Matrix (3.20). 
Beweis:  Fur 6i = 0 verschwindet die Storung fur den Knoten d ~ t ,  und das Eigenwertproblem zerfallt (auch 

wenn (3.24) nicht gilt). Andernfalls ist di positiv. Wegen (3.24) ist dann die Diskreminante zur Berechnung von ti 
positiv, und es gilt 

1 - Ei  - bi - 6i 

Eine einfache Diskussion zeigt, da13 das Yolynom 

< ti - O <  2.6r 

] 1 - Et2-; - 6i A :  .___--..__ , t i [  - R ,  t - 61 t2  + t (&I + b( + 6i - 1) + Bt 

im betrachteten Interval1 negativ ist. Fur ein t E und jedes j E { 1, 2, ... , m }  werde 

gesetzt. 
Im folgenden sei zusatzlich vorausgesetzt, da13 b ( j )  # 0 fur alle j E { 1, 2, ... , m }  \ { i }  gilt. Wenn b ( j )  = 0 

fur ein j E { 1,2,  ... , m }  \ { i} ist, dann zerfgllt das Eigenwertproblem, und man kann in der Matrix (3.20) die Zeilen 
und Spalten in den Positionen der ay),  ... ,a$:””) und b$l), ... , bimJ) streichen. Fur  die so reduzierte Matrix liefert die 
nachfolgende Rechnung sogar etwas scharfere Abschatzungen als die direkte Anwendung des Satzes. 

Dann hat die Matrix (3.20) dieselben Eigenwerte, wie die Matrix in (3.25), 

Y A t )  ‘ a1 

ym(t)  . a m  

diag (J1, ... , J m )  - ( ) a  (yl(t)-l 6 b:, ... , Ym(t)- l  bL) , 

die durch Ahnlichkeitstransformation mit der Matrix diag (yl(t) I,,, ... , ym(t) Imm) &us (3.20) hervorgeht. Fur 
jedes j E { 1, 2, ... , m }  liegen alle mf Gerschgorinkreise um die Mittelpunkte o l g  - a$1) . b(J), ... , olj - U $ . ~ J )  b(w) f zu 
den Spalten aus (3.25) in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 011 und dem Radius 

(3.25) 

?r& 

rdt)  := B( j ,  + r N 1  - b( j )  a 2 Y A t )  a ( y )  * 
u = l  

Fur jedes j E { 1, 2, ... , m }  \ { i }  gilt mit obigen Bezeichnungen wegen D(i)  5 /at - a,) und der erwiihnten 
Eigenschaft von h 
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Folglich liegen die groDen Kreise um af rnit den Radien q ( t )  f u r j  E { 1,2, ... , m} \ {i) disjunkt zu dem um ai mit 
dem Radius ri ( t ) .  Nach dem wohlbekannten Gerschgorinschen Kreisesatz liegen genau ma Eigenwerte in der ab- 

,tr 80 geschlossenen Kreisscheibe um ai mit dem Radius ri ( t ) .  Diese Aussage gilt fur jedes t E - 

daD im Kreis um ai mit dem Radius rt ( t t )  = Ri wenigstens mg Eigenwerte der Matrix (3.25) liegen. I 
I ] 1 - Era? - 6, 

Bemerkung 5: 
(i) Eine lhnliche Abschatzung erhiilt man, wenn der Gerschgorinsche Kreisesatz auf die Zeilen der Matrix (3.25) angewendet 

wird. 
(ii) Fur den Fall einfacher Knoten reduzieren sich die Bedingungen des Satzes 3. In  diesem Fall kann der Mittelpunkt zum 

i-ten Gerschgorinkreie genauer mit a( - ai * b( i )  abgeschiitzt werden. 
(iii) In [a] hat BORSCH-SUPAN Fehlerabschiitzungen fur Polynom-Nullstellen dadurch gewonnen, daf3 er die Funktionswerte 

der bekannten Naherungen berechnet, fur die Daten eine Lagrange-Interpolation durchfuhrt und damit nus dem Satz von Rouchb 
Fehlerabschiitzungen herleitet. Fur den Fall einfacher Knoten reduziert sich der Satz 4 im wesentlichen auf den Satz 1 aus IS]. Fiir 
mehrfache Knoten besitzt der Satz 2 aus [a] eine ahnliche Strnktur wie Satz 4. Dieser Satz 2 ails [8] kann auch zur Fehlerabsrhiit- 
zungen der Spezialflllle dieser Arbeit herangezogen werden. 

4. Der Spezialfall einfacher Knoten 

Fur ein Polynomf in K vom Grad n E N rnit Hauptkoeffizienten fn  E K \ { 0) soll in diesem Abschnitt der Spezial- 
fall einfacher Knoten 

ul, ... , a n  E K paarweise verschieden (4.1) 
genauer beschrieben werden. Nach Satz 2 folgt mit 

dt :=f (at ) / ( fn .nt (a i ) )  , (4.2) 
fur alle 2 E K :  

f(z) = ( -l)n * f n  det (diag (al, ... ,an)  - a (al, ... , dn) - x I,)  . (4.3) 
Wenn man die Knoten a,, ... , a n  als Naherungen fur die Nullstellen von f auffabt, dann ist fur jedes i E { 1, ... , n} d, 
ein (gewichteter) Defekt f(a~), also ein Ma13 fur den Fehler. Diese Eigenschaft der Defekte d,, ... , dn soll zunachst 
konkretisiert und anschliebend angewendet werden. 

i E (1, ... , n> , 

4.1 Versehiedene Deutungen der Defekte 
Bei kleinen Defekten kann der Gerschgorinsche Kreisesatz auf die Matrix in (4.3) angewendet werden. Dann liegt 
(fur i E { 1, ... , n}) der Kreis um mi - dt in der (abgeschlossenen) Kreisscheibe rnit dem Mittelpunkt az und dem 
Radius n Idi[. Wenn die Defekte betragsmabig klein sind, dann erhtilt man Fehlerabschatzungen fur einen oder 
mehrere Knoten. Dieses wurde bereits im Beweis zu Satz 4 benutzt, der wie die Satze in [S] ebenfalls Fehlerschran- 
ken liefert. Im Spezialfall einfacher Knoten 1al3t sich die Abschatzung auf ai - di anwenden und liefert eine strengere 
Fehlerabschatzung fur die Naherung at - di. Die Defekte stellen tatsachlich ein linearisiertes FehlermaB dar. 1st 
namlich p eine Nullstelle vonfin der Nahe vonai, i E { 1, ... , n } ,  so gilt (sofern der Nenner nicht vemchwindet) 

- 1 -  

j,,ai - 011 
j # l  

Diese Darstellung folgt aus einer Entwicklung vonf an der Stelle p, wie sie vom klassischen Newton-Verfahren be- 
kannt ist, wenn man (3.7) ausnutzt, umf(ai) undf(ar)  zu berechnen; vgl. auch [2, (ll)]. Fur kleine Defekte folgt 

An dieser Stelle konnte man definieren, wann die Defekte d,, ... , dn als klein zu bezeichnen waren; namlich dann, 
wenn die Naherung o i p  so gut ist, daB der quadratische Anteil in (4.4) und die Summe im Nenner gegenuber 1 ver- 
nachlassigbar sind. Die Anwendung von (4.5) ist bei einem reellen Polynom mit hinreichend verschiedenen einfachen 
reellen Nullstellen schon in [7] und (auch fur den komplexen Pall) in [9] beschrieben worden. (Fur diesen Hinweis 
danken wir Herrn W. BORSCH-SUPAN.) Dort wird ein Verfahren vorgestellt, das in unserer Notation (bei Vernach- 
lassigung der Indizes fur den Iterationsschritt) simultan alle Knoten durch den ubergang 

verbessert. Fiir dieses Verfahren wird quadratische Konvergenz garantiert, sofern die Knoten geniigend dicht an 
den einfachen Nullstellen liegen. 

Diese Eigenschaft der Defekte motiviert die Deutung der Zahlen d,, ... , dn a h  einen Anhalt fur den tatsach- 
lichen Fehler der Knoten (4.1) und 1al3t eine Steuerung im Programmablauf zu, wie sie etwa in [l], [2] und in 4.4 
beschrieben ist. 

p =a;  - dt . (4.5) 

-.. , a n )  (a1 - d1, an - d n )  

4.2 Verbesserung der Naherungen 
Mit der ECP-Transformation, d. h. rnit der Berechnung der Defekte in (4.2) und Betrachtung des linearen, speziellen 
Eigenwertproblemes in (4.3) rnit der Koeffizientenmatrix 

diag (a1, ... , a,) - e (d l ,  ... , dn) , (4.6) 
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konnen Eigenwertalgorithmen zur Bestimmung der Nullstellen von f eingesetzt werden, FALK schlagt in [ 11 ins- 
besondere seinen Algorithmus BONAVENTURA vor, vgl. auch [2]. I n  dieser Arbeit wurde bei Verwendung von 
Links- und Rechtseigenvektornaherungen und dem Rayleigh-Quotienten nach WIELANDT invers iteriert. Bei kleinen 
Defekten ist (4.6) diagonaldominant, so da5 das Verfahren bei einfachen Nullstellen und hinreichend guten Start- 
werten rasch konvergiert. Dabei kann die Matrix (4.6) mit der SHERMAN-MoRRrsoN-~ormel[5] leicht invertiert und 
sogar ein progressiver Schift verwendet werden. 

Man kann leicht zeigen, daB fur einen Eigenwert p E K \ {a1, ... , an} von (4.6) 

ein Links- bzw. Rechtseigenvektor eu ,IA ist. Diese Informationen konnen bei der Wahl der Startwerte einflieflen. 

4.3 Aktualisierung und Deflation 
Es sei das Polynom f fixiert und 

A : { (a1, ... , an) E Kn I a,, ... , an paarweise versehieden} -, Kn 
die Abbildung, die den Knotena,, ... , a,, die Defekte d,, ... , d n  gemaB (4.2) zuordnet. Wenn d(a,, ... , a%, ... , an) = : 
= : (d,, ... , d l ,  ... , dn)  bekannt ist und der i-te Knotenat gegen einen Wert 1 E K \ {a,, ... , orn}  ausgetauscht nerden 
sol1 ( i  E { 1, ... , n}), d a m  gilt fiir A(a,, ... ,A, ... , a n )  = : (dl, ... , dn)  

A h 

A "1 - - a ,  V j e  (1 ,  ..., n }  \ { i } : d l = d l . - - -  
a )  -1 

und 

(4.7) 

k # i  

Die Gleichungen (4.7) folgen unmittelbar aus (4.2); (4.8) kann aus (4.3) und (2.13) ziir Rerechnung vonf(1) oder aus 
der Invarianz der Spur der Matrix (4.6) gefolgert werden. 

Wenn 1 eine exakte Nullstelle ist, dann folgt aus f(1) = 0 auch & = 0, und das Eigenwertproblem mit der 
neuen Matrix (4.6) zerfallt. Das Problem reduziert sich auf die weitere Betrachtung der Matrix 

Dieser Deflationsalgorithmus ist genau der Spezialfall von BALKS VET,OCITAS in [ 11, [2]. 

Problem verkleinert werden soll. Wenn man zum Austausch gegen 1 einen Knoten at mit 

wahlt, dann vergroljern sich die Betriige der ubrigen Knoten hochstens urn den Paktor 2. 

vernaehlassigt wurden, und die dazugehdrigen Niiherungen nicht mehr betrachtet werden. 

diag (al, ... ,ai-l,az+l, ... ,an) - E * (d , ,  ... , d t - l ,  &+I, ... , dn) E K(n- l )X(+L-l )  . 

Bei der Anwendung dieser Deflation ist meistens ein guter Schift 1 E K \ {a,, ... , a,} gegeben, mit dem das 

la1 -11 = min { 101, - I I  :j E { 1, ... , n}} (4.9) 

Diese Anssage gilt i. a. nicht, wenn die Deflation mehrfach ausgefuhrt wird, in (4.9) einige Defekte bereits 

4.4 AlgorithmuR 
1. Wahle 71. paarweise verschiedene Startwerte al, or,, ... , an. 
2 .  Berechne d,, d,, ... , d, nach (4.2). 
3. Entscheide, ob Abbruch, wahle sonst 0 < el < E, < e3 fiir die gewunschte Genauigkeit in diesem Iterations- 

4. Bestimme N E { 1, 2, ,.. , n} und K E { 1, 2, ... , N} und vertausche die Indizes von (a1, d,), (az, d2),  ... , (an, dn) ,  

5a. Wenn N 5 2 berechne die Eigenwerte des N-dimensionalen Eigenwertproblemes unrl setze al, ... , a N  gleich 

5b. Wenn N ( K ,  berechne M := max { l d l l :  i E ( 1 ,  2, ... , N}} .  

A 

zykel, wahle Maxstep und Maxsteps. Setze Steps := 0, N := n. 

so daB gilt Vi E { 1, 2, ... , K} : E~ < IdJ 5 E~ und Vi E { N  + 1, ... , n }  : Id%/ 5 el. 

diesen Werten. Weiter mit 2. 

6bl .  Wenn M 5 c3, weiter rnit 2. 
5 b2. Andernfalls 

wenn Steps 5 Maxsteps 
A 

wenn N < S 
N := N, K := 0. Weiter mit 6. 

sonst weiter mit 2. 

Steps := 0, sonst Step8 := Steps $- 1 
h 

5c. Wenn N 2 K, weiter mit 6. 

Tausche Indizes, so da5 (dN( = min { Id , (  : i E {K + 1, ... , N}}. 
Wiihle Startwert ,in der Nahe von' orN. Wiihle Startvektoren, weiter rnit 7. 

7. Verbessere den Startwert 1 als Niiherung fiir einen Eigenwert des speziellen N-dimensionalen Eigenwertproblems 
mit der Matrix 

(4.6') 
hochstens I\luxsbp mal. Hore auf, falls die Iteration zum Stehen gekommen ist, oder ahnliche Griinde einen 
-4bbruch motivieren. Die letzte Niiherung heil3e wieder 1. 

6. Wahle Startwerte 

diag (a],  ... , L Y N )  - e (dl, ... , d ~ )  
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8. Wiihle j E { 1, ... , N} mit 13, - ajl = min {In - ml: i E { 1, ... , N}}. 
Berechne 

(4.8') 
i #j 

Vertausche die Indizes von j und N. Weiter mit 9. 
ai - a x  

9. Wenn Id1 < 2.N ldN' , dann setze V i  E { 1, ... , N - 1)  : dl := di - ~~ . 
at - A  

OCN := A, (EN : = d. Weiter mit 10. 

Andernfalls setze K := K + 1 und vertausche die Indizes von (a,, d,) und (KK, d K ) .  Weiter rnit 5. 
10. Wenn /dl 5 el, dann setze N := N - 1. 

Bemerkungen  zu den Beispielrechnungen: I n  den Beispielen des folgenden Abschnittes wnrde eine Genauig- 
keitsschranke 6 gewiihlt und := 6 x 10-lo, E~ := 6 * 10+ sowie := 6 * loo gesetzt. 

Bemerkung 6: Im Algorithmus 4.4 werden die Defekte durchgehend zur Steuerung eingesetzt, wie bereits in [l, 21 beschrie- 
ben. Dimes Vorgehen wird fur kleine Defekte durch die verschiedenen Deutungen der Zahlen d,, ... , d,, als Fehler motiviert. Bei 
mehrbchen Knoten und den im 3. Abschnitt vorgestellten Verallgemeinerungen ist diese einfache Deutung der Defekte i. a. nicht 
moglich. Eine andere Verctllgemeinerung mit dieser Eigenschaft wiire daher wunschenswert. 

Ta belle 5. Ausgangsmatrix, Startwerte und einige Niiherungen zu Beispiel 5.1 

Ausgangsmatrix 

J a (J , J  - 1)  

1 
2 .100E2 
3 .180E2 
4 .24032 
5 .280E2 
6 .300E2 
7 .30032 
8 .280E2 
9 .24032 

10 .180E2 
11 .lOOE2 

dJ ,  J )  

-. 10032- 

--.14032 
-.100E2 
-.200E1 

.100E2 

.26032 

.460E2 

.70032 

.98032 

.130E3 

-. 140E2 

dJ ,  J + 1) 

-. 100E2 
--.180E2 

-.400E2 

--.400E1 

--.280E2 

--.540E2 
--.700E2 

-. 10SE3 
- .130E3 

-.88032 

Startwerte und Anfangsdefekte 

J 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

- alpha (J) 

-.6666E1 
.2000E2 
.4666E2 
.7333E2 
.1000E3 
.1266E3 
,153333 
.1800E3 
.2066E3 
.2 3 3 3 E 3 

--.3333E2 
.- 

4J) 
-.7456911E -1 

.6824949E -3 
-.1081577E-6 
- .22199653 - 6 

- .6371504E + 2 

-.1725666E 4-5 

--.77093143+5 

.20978523+0 

.20010363+4 

.56744373+5 

.36437963+5 

6. Numerische Beispiele 

Niiherungen und Defekte nach dem 1. Iterationszykel 

J alpha (J) 4J) 
1 0.51 20446767 1532106000E -03 0.98434013 -03 
2 0.119886304376297570003+02 
3 0.14390797814776938400E+02 
4 0.179950327029626749003+02 
6 0.219999962896802934003+02 
6 0.378338791 192768298003 +02 
7 0.39552157366257453900E+02 
8 0.42278940286984536100E+02 
9 0.45698286851359893600E+02 

10 0.47575749976743949800E + 02 

-0.11135933 $00 
-0.27244523 +02 

0.14079683 +02 
-0.22153363 -05 
-0.60000553 -02 

0.1287583E -02 
--0.27637393-02 

0.1576909E +02 
-0.17682113+03 

11 0.48122969739051896500E+02 0.17177163+03 

Niiherungen und Defekte nach dem 4. Iterationszykel 

J alpha (J) d ( J )  
1 
2 
3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

10 

0.000000000000000000003 + 00 
0.120000OO000022602900E +02 
0.22000000002969923000E +02 
0.2999435OO36699223900E +02 
0.300056057816622008OOE + 02 
0.359991739171688891003+02 
0.36001285821483726600E+02 
0.39998500326193948200E +02 
0.400024510861 18910000E 3-02 
0.41998509845062578400E +02 

0.0000000E +OO 
0.33787963 -10 
0.21641583 -08 

-0.28600583 -02 
0.28093913 -02 
0,23364403 -02 
0.28263043-02 
0.5005916E -02 
0.68322473 -03 
0.14381253-02 

11 0.42001651084667599900E+02 0.15999583-03 

Niiherungen und Defekte nach dem 10. Iterationszykel 

0.00000000000OO0000000E -r 00 
0.1 199999999998 1579200E.r 02 
0.22000000000408G(il500E-r02 
0.29999618438588797300E + O 2  
0.30000580013779448000E -1-02 
0.35997871238968720300E 4-02 
0.36000816553103657200E i -02 
0.39988035552966634200E +02 

0.0000000E + 00 
-0.10533463 - 10 

0.57767603 -09 
-0.43050493 -03 

0.58302803 -03 
-0.30503263-02 

0.1 1138403 -02 
-0.25318363 -01 

8 0.399937957642854869003 +02 0.81396363 -02 
10 0.41999855625998101500E+02 -0.2031306E -03 
11 0.4200806333408552OlOOE +02 0.82386263-02 

Um einen uberblick ZUP Effektivitat des in 4.4 vorgestellten Programmes zu erhalten, wurden verschiedene Eigen- 
wertaufgaben betrachtet. Dabei wurden die Problemkreise von mehrfachen Nullstellen, ungunstige Startwerte und 
groSe Defekte, gute Startwerte und giinstig verteilte Startwerte in reeller Rechnung untersucht. 
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6.1 Boispiel zu doppelten Eigenwerten kleiner Dimension 

An der Testmatrix A aus [4], 
f - [ (2 i  + 1) N + is - 2i2] fiir i = j , 
( i  -t 1) ( N  $- A - i) fiir j = i + l ,  

fur j = i - 1 ,  I i ( N  - i + 1) 
ni , j  := 

sonst, 10 
einer ( N  + 1)-dimensionalen Tridiagonalmatrix mit den reollen Eigenwerten 

wurden fur N = 10, s = -14 die Eigenwerte 0, 12, 22, 30, 30, 36, 36, 40, 40, 42, 42 berechnet. (In [2] wurde mit 
s = 0 die symmetrische Matrix untersucht.) Als Startwerte wurden fur A die Gerschgorinkreise ausgewertet. 
Danach liegeu alle Eigenwerte im Interval1 [-60,2601. Dieses Interval1 wurde in N + 2 = 12 aquidistante Teile 
unterteilt, deren 11 Mittelpunkte die Startwerte definierten. 

Bei rlieser linearen Verteilung entstehen grofie Defekte, die wegen cler verhiiltnismiifiig kleinen Dimension 
hier mit S = 10-10 in wenigen Schritten verkleinert werden konnen; man vgl. Tabelle 6. Nach 4 Iterationszyklen 
stagniert das Verfahren und liefert fur die doppelten Nullstellen nur etwa 4 signifikante Ziffern. Die Werte sind 
aber von den ubrigen getrennt, so daB Fehlerabschatzungen moglich sind, die eine Genauigkeit der letzten Naherun- 
gen von etwa & 0.05 garantieren. 

(A,  := -j(s +j + 1 ) : j E  (0, 1, ... , N } )  

6.2 Beispiel zu einlachen Eigenwerten und sohleohten Startwerten 
Fur die Testmatrix (5.1) wurde N = 99, s = -10 gewahlt, so daB nur einfache reelle Eigenwerte zu erwarten sind. 
Die Startwerte wurden analog zum ersten Beispiel linear generiert und ergeben groBe Defekte. 

Tabel le  6. Startwerte und einige Niiherungen zu Beispiel 5.2 
Startwerte und Anfangsdefekte 

J alpha (J) 4J) 
I -0.10904950495049504800E+05 

3 --0.10686851485148514300E-t05 
4 - 0.1057780 19801 980 19000E -C- 05 

40 --0.66520198019801982800E-;04 

96 -0.54524752475247510lOOE~03 
97 --U.4361980l98O1~80O8100E +03 
98 -0.32714851 4851485061003 -03 

2 --0.107959009900990095003+05 

5 -0.10468752475247523800E +05 

60 --0.447102970297029O9700E~04 

99 -0.2 18O99OO990098998400E -1-03 
100 -0.1090495049504949350OE. 03 

-0,71060943 +17 
-0.16997973+19 

0.44072673 + 18 
0.16381313+20 
0.41885223+ 19 

-0.61306383+ 16 
0.43858153 +06 

-0.1153700E -28 
0.14668953 -30 
0.19578973 -31 
0.69369673 -33 

-0.57268343 -34 

Niiherungen und Defekte nach dem 1. Iterationszykel Niiherungen und Defekte nach dem 9. Iterationszykel 

J alpha (J) d ( J )  J alpha ( J )  d(J) 
1 -0.108900162321251082003+05 -0.49333653-04 
2 -0.10766986527660077600E+05 -0.17244723+01 
3 -0.10681825820495929300E+05 -0.15465353-01 

5 -0.104867756859119017003+05 -0.37336133+02 
40 -0.645000000000045838003+04 0.10728953 - 13 
60 0.736401 5 3  - 14 

4 -0.10577801980198019000E+05 0.18308983+02 

-0.41 3821 28047 131600400E + 04 
96 -0.32714851485148506100E$03 0.21502513-46 
97 -0.218099009900989984003+03 0.11460303-47 

99 0.000000000000000000003 3-00 0.00000003 $00 
100 0.425748518876991586003+21 0.42574863+21 

98 -0.1090495049504949350OE+03 -0.18996163-48 

Naherungen und Defekte nach dem 4. Iterationszykel 

1 -0.10890000000000000000E+05 -0.14894793-12 
2 -0.10682000000000000000E +05 0.35087863 -13 
3 -0.104760000000000000003+05 -0.64953093 -13 
4 -0.10272000000000000000E +05 0.92282533-13 
5 

40 
GO 
90 
97 
98 
99 

100 

-0 .10~70~~000~0000000~E i-05 
-0.439200000000000OOOOOE $04 

0.22288279419647760700E 1-04 
0.236021888743129966OOE+04 

0.36763760356358902800E + 04 
0.37200772Y43496704100E +04 

-0.25848598139236664700E 7-04 

0.302270385931514147003~04 

0.24609643 -13 
0.70691833 -13 
0.77280203+06 
0.38059733 1-05 

0.12500353 +06 
-0.15933413 +07 

0.1500109E $07 

-0.64502223+05 

Niiherungen und Defekte nach dem 13. Iterationszykel 

J alpha(J) 4J) J alpha (J) d(J) 
1 -0.148923243332238286003+06 -0.41374113+05 
2 -0.29757998013649514200E +05 0.11264313 $04 
3 -0.17818477628613480200E 1-05 -0.51922453 $03 
4 -0.1 162166G287U19917100E 3-05 0.1 439273E+04 
5 -0.108900000000000000003 +05 -0.1350283E-11 

60 -0.304999998894607916003+04 0.65775613-15 
40 -O.551999999999998636003 +04 -0.lK11968E - 15 

96 0.26065164053366920600E + 04 0.101 1460E -06 
97 0.109074690599K0633800E+05 -0.1166136E-01 

99 0.52060756544072639400E 3-05 -0.13225093 $04 
98 0.3466338709899951940OE+O5 0.16287823$03 

100 0.45444 1222 14262472600E 3- 06 0.347531 OE + 06 

1 -0.10800000000000000OOOE+05 -0.72706953-13 
2 -0.10682000000000000000E+O5 0.16550823 -13 
3 -0.10476000000000000000E+05 -0.29574123 -13 
4 -0.102720000000000000003+05 0.40436693 -13 
5 -0.10U70000000000000OOUE+05 

40 -0.42600000000000000000E~ 04 
60 -0.20400000000000000000E+04 
96 -0.59999999999999730000E+02 
97 -0.419~W99999999836tlOOE 7 02 
98 -0.~~000000000OO007110OE -1 02 
98 -0.119~99999DD9B9964600E -1-02 

100 0.00000U000000000000OOE 1 00 

0.10350133 -13 
-0.91795553 -15 
-0.41 136163 - 14 

0.1516629E - 12 
0.1652905E - 13 

-0.13802633 -13 
0.19975363 -13 
0.00000003 +OO 
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Bild 1. Verteilung der Defekte in logarithmischer Einteilung zum Beispiel 5.2 
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Iterationszykel 

0 1 2  3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4  

Exp. 

21 
20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 
10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 

-1 
-2 
-3 
-4 
-5 
-6 
-7 
-8 
-9 

-10 
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-35 
-36 
-37 
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- 39 
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-41 
-42 
--43 
-44 
-45 
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-47 
-49 
-49 
< -50 

1 
16 
9 
4 
4 
4 
3 
3 
2 
2 
1 
3 
2 
1 
1 
3 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

3 
1 

3 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

2 

1 
1 

2 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

- 
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1 

5 
6 

10 
6 
6 
3 
1 
2 

1 

1 
1 

11 
6 
6 
1 
1 
1 
1 
1 
5 

1 
1 
2 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

2 

2 

2 
1 
1 

‘ I  

1 
1 
1 
1 
1 
1 

2 

3 
2 
3 
8 
1 
5 

3 
2 
2 
3 
3 
4 

10 
15 
3 
5 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

2 
1 
2 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

2 

3 

2 
4 
1 
4 
2 
1 

1 

1 
1 
2 
4 

12 
13 
11 
5 
8 
3 
2 

1 
2 
1 

2 

2 
2 
1 
1 

1 
1 

1 

2 

1 
1 

1 
1 
5 
2 
1 
1 
1 
1 

1 

2 
1 
5 
3 
2 

17 
5 
9 
7 
7 
4 
2 
1 
2 
1 
4 
4 
1 

1 
1 

1 
1 

2 

2 

1 
2 
2 
3 
2 
1 
1 
1 

1 

2 
3 
1 
3 

11 
11 
8 

12 
6 
6 
1 
2 
1 
2 
2 
6 

1 
1 
1 

1 
1 

2 

1 
1 

1 
2 
3 
2 
3 
1 

1 

1 

1 
2 
2 
4 
9 

12 
9 

11 
8 
4 
2 
1 
2 
2 
4 
3 
1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

2 
4 
2 
2 
1 
3 
3 
1 
5 
5 
3 
2 
2 
2 

G 
5 
5 
ti 
8 
5 
6 
4 

13 

1 
1 

1 
1 

1 

1 
6 
3 
1 
1 
1 
2 
1 

4 

10 
5 
5 
8 
8 

16 
20 
2 
1 
1 
1 
1 

2 
5 
3 
2 
1 

2 
1 
2 
1 
6 
4 
4 

11 
9 

22 
18 
2 
1 
1 
2 

2 
2 
2 
2 

4 

2 
2 
3 
3 
3 
1 
8 

11 
30 
16 
5 
3 

7 
4 
5 
1 

4 
1 
3 
1 
2 

1 

2 
6 

33 
26 
3 

1 

1 

2 
3 2 2  

11 4 3 
4 3 1  

43 52 55 
27 32 34 
3 4 4  

1 1 
._- 

1 
- 

1 
~. 

1 
- 

1 1 1 1 1 1 1  
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Mit 6 = 1.0 konnen die meisten Naherungerl in wenigen Schritten sehr gut verbessert werden, aber wenige 
sehr groBe Defekte verhindern eiiie rasche und gleichmaoige Konvergenz. Diese Konvergenzverzogcrur~g ist weniger 
ein lokales Problem, denn in jedem Durchlauf fur K := 0 (vgl. 4.4) konnte wenigstens 1 Defekt betragsmiioig 
kleiner gemacht werden. Vielmehr handelt es sich hier um ein Verteilungsproblem. Dazu sind fur jeden Iterations- 
zyklus die Defekte da in Klassen nach dem Exponenten von Idt \ ,  d. h. nach dem ganzzahligen Anteil von log,,ld,l, 
eingeteilt worden. Die M&chtigkeit dieser Klassen ist in Tabelle 6 fur die Stwtwerte und die ersten 14 Iterationen 
aufgetragen worden. Nach 13 lterationsschritten wird fur alle Defekte die gewunschte Genauigkeit von 6 = 1 er- 
reicht und liegt dann in der GroBenordnung von = 10-lO. Durch eine andere Wahl der Groflen E,, cz, c3 kann dieser 
Effekt variiert werden. Interessant ist nun, daB nicht nur die betragsmaoig groBen Defekte verkleinert werden, 
sondern auch, daB dabei viele der betragsmaBig kleinen Defekte vergrooert werden. Insgesamt liiBt sich aus Bild 1 
eine Angleichung der Defekte mit znnehmender Zahl der Iterationszyklen erkennen. Die Rechenzeiten betrugen 
im Beispiel auf einem Rechner der PC AT-Klasse fi ir den ersten 1terationszykeI allein etws 1/2 und insgesanlt etwn. 
1 Stunde. 

5.3 Schwingungsproblem mit guten Naherungen 
Als einfaches mechanisches Anwendungsbeispiel wurden die ersten 20 Eigenkreisfrequenzen eines eingespannten 
Kragtriigers mit konstanter Biegesteifigkeit ,TI = 10.8 lo6 MNm2, E = 120 m iind m = 4. lo6 kglm gesucht. 

T a b e l l e  7. Ausgangsmatrix, Startwerte und einige Piahernngen zii Beispiel 5.3 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
I !+ 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2fj 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
4 9 
60 

Ausgangsmatrix nach Lanczos-Tridiagonalisierung 

w(J ,  %- 
_____-_ 

0.42848668884233 4-00 
0.13810992511603-01 
0.194746461 68 1 5 3  -02 
0.52600744436833 -03 
0.21239763179393-03 
0.91054719644403 -04 
0.51968783931783-04 
0.28714439083443 -04 
0.17496234642673 -04 
0.123 1941 5821 703 -04 
0.74681 945 14568E - 05 
0.6850468713203X -05 
0.40266416933503-05 
0.28967138078373-05 
0.24437312309883 -05 
0.1635450741661E -05 
0.14428999749493-05 
0 . 1  1043093241 71 E --05 
0.83555959133911~~ -06 
0.78326775061423 -06 
0.6479315425151 3-06 
0.50951324253763 -06 
0.422029063271 13 --Of5 

0.23402713623983-06 
0.2210031 7800733 -0ti 
0.1968 12 18823743 - 06 
0.14808934313093 -06 
0.15752677083373 -06 
0.1 1724426989213 -06 
0.1 0953556974243 -06 
0.1046930776722E -06 
0.77238282399633 -07 
0.849571 14107493-07 
0.65772564266213-07 
0.59622349967523 -07 
0.60990378849993 -07 
0.441 762791 10513 -07 
0.49263336210233 -07 
0.400941 17768173 -07 
0.34737643322073 -07 
0.37898439406223 -07 
0.27 182597384743 -07 
0.30105473489413 -07 
0.26175385349073 -07 

0.24826317523773 -07 
0.17925815182043 -07 

0.28659968784703$00 
0.940389852491 2E -02 
0.1 1612956442353 -02 

0.12804303992533 -03 
0.58095846296953 -04 
0.29277043539593 -04 
0.17809704794303 -04 
0.9836835779652E -05 
0.70625422132083 -05 
0.4475039693928E -05 
0.3085308830802E -05 
0.242802496303423 -05 
0.1569043383 1793 -05 
0.13341532486083 -05 
0.96944524630323 -06 
0.72736281703623 -06 
0.65153974356293 -0fi 
0.44704400389793 -06 

0.32534021342483 -0G 
0.24942902293913 -O(j 
0.24363127575053 -06 
0.172726916461lE-0~i 
0.16320894041 1GE -08 
0.13958584320893 -06 
0.10643798404803 -06 
0.11068071057343-06 
0.80713079713513 -07 
0.763048854788OJl: -07 
0.70170220213793 -07 
0.5251243941612E -07 
0.57000511421473-07 
0.42994404280433 -07 
0.39795812220623 -07 
0.3929540513196E -07 
0.28794751646653 -07 
0.32008545171993 -07 
0.25239628048473 -07 
0.2252318079351E-07 
0.23808108388973 -07 
0.171 79600946933-07 
0.191529878 12043 -07 
0.18008981430583 -07 
0.13580926936683 -07 

0.30900408871723 -03 

Btartwrrte und Anfangsdefekte 

:!0 0.00000009100563533200 0.19706613-15 
30 0.00000044631748726407 0.93328163-23 
40 0.00000648630578979319 -0.15997533-19 
41 0.00000967971427645904 -O.G4051903--20 
42 0.00001 51O368667280007 -0.30774003-199 
4 3 0.00002491809404839887 -O.6114067E -19 
44 0.00004416795131301283 -0.49364023 -- 1s) 

49 0.01581813032884746280 0.21079543-17 
0.621240435ci2564412700 0.4436891E--36 50 
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Nach einer gleichmiCBigen Diskretisierung mit 100 Finiten-Elementen (kubischer Verschiebungsansatz fur die 
Steifigkeitsmatrix und die konsistente Massenmatrix) wurde die Steifigkeitsmatrix K nach Cholesky in LTL = K 
zerlegt und mit L-TML-l eine Lanczos-Tridiagonalisierung rnit vollstandiger Nachorthogonalisierung nach [c;, 
4.6.11 zur Dimension 50 durchgefuhrt. Mit einem Bisektionsalgorithmus wurden die Startwerte bis zu ejner Genauig- 
keit von lo-* eingeschlossen bzw. stuckweise linear generiert, wenn bei dieser Genauigkeit keine Trennung moglich 
war. 

In  Tabelle 7 sind die symmetrische Tridiagonalmatrix, die Startwerte und einige Zahlenwerte (hier die rezi- 
proken Quadrate der Eigenkreisfrequenzen in se) der ersten Iterationen gezeigt. Mit dem unter 4.4 angegebeneii 
Verfahren mit 6 = konnteii diese Startwerte in wenigen Iterationsschritten verbessert werden. 

6.4 AbschlieSende Bemerkungen 
Obwohl der Algorithmus 4.4 in den ersten beiden numerischen Beispielen trotz schlechter Startwerte brauchbare 
Ergebnisse liefert, erscheint ein solches Vorgehen hinsichtlich einer wirtschaftlichen Berechnung nicht zweckm85ig. 
Im ersten Beispiel bleibt die Konvergenz nach wenigen Iterationszykeln stehen. Hier ist ein ubergang zu einer ECP- 
Transformation fur mehrfache Knoten empfehlenswert. Im  zweiten Beispiel ist der Aufwancl fur den ersten Itera- 
tionszykel zu groB. Eine wirtschaftliche Entscheidung ist es, wenn man nach der Defektberechnung nicht mit dem 
Algorithmus (4.4) fortfihrt, sondern zunachst einen anderen Globalloser verwendet. I n  diesen Beispielen konnen 
insbesondere Zerlegungsalgorithmen verwendet werden. Fur betragsma5ig kleine Defekte, wie im Beispiel 5.3, 
ist rasche Konvergenz zu beobachten. Ahnliches wurde von den Autoren bereits in [2] formuliert. Die ECP-Trans- 
formation kann daher zur Nachbehandlung von guten Naherungen der einfachen Polynomnullstellen fast durch- 
gehend empfohlen werden, wenn die Defektberechnung nicht zu aufwendig ist. Dann erhalt man ggf. Fehlerab- 
schatzungen und mit kurzen Algorithmen bessere Niiherungen oder die negative Infor-mation, daB die Qualitat der 
Naherungen noch nicht ausreichend war und weitere Iterationen rnit einem anderen Algorithmus sinnvoll erscheinen. 

Fur die linearen Eigenwertprobleme der Strukturmechanik ergibt sich damit das p r inz ip i e l l e  V o rge  hen  
aus Beispiel 5.3 : Nach einer Tridiagonalisierung werden rnit einer QR-Zerlegung und/oder einem Bisektionsalgo- 
rithmus gute Naherungen aller einfachen Eigenwerte berechnet. Dabei wird die Qualitat dieser Naherungen durch 
gelegentliche Defektberechnung uberwacht. Sobald die Defekte hinreichend klein sind, so daB Fehlerabschitzungen 
moglich werclen, werden die Naherungen je nach Problemstellung defektgesteuert oder simultan unter Ausnutzung 
von (4.5) rnit quadratischer Konvergenz verbessert. 

Die wesentlichen Nachteile bei diesem Vorgehen sind der hohe Aufwand bei der Defektberechnung, die Nicht- 
normalitat der ECP-transformierten Matrix, mangelnde Informationen uber die Eigenvektorerl des Originalpro- 
blemes sowie die Tatsache, daB fur eine effektive Defektsteuerung alle Defekte klein, also alle Naherungen der 
Yolynomnullstellen gut sein mussen. Folglich ist dieses Vorgehen nur dann besonders geeignet, wenn alle Eigenwerte 
rles transformierten Problemes gesucht sind. 
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