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Variet t
,
i algebrice

Geometria algebric  se ocup  de studiul solut
,
iilor sistemelor de ecuat

,
ii

polinomiale.
Polinoame: f(x, y, z) = 3x2y2 + y4 + 5z3. Polinom cu coe�cient

,
i reali. ÎIn

geometria algebric  e preferabil s  consider m coe�cient
,
i complecs

,
i:

f(x, y, z, w, t) = (1 + 2i)x5 + 6x2ywt+ (1 + i
√
5)y4w + ...

• O varietate algebric  este determinat  de un sistem de ecuat
,
ii

polinomiale:

X :=
{
(x0, . . . , xr) : fα(x0, . . . , xr) = 0

}
α=1,...,ℓ

⊆ Pr.

X este dat  de un num r arbitrar de ecuat
,
ii într-un num r arbitrar de

variable. Astfel de sisteme sunt nerezolvabile ⇒ studiu calitativ al mult
,
imii

solut
,
iilor. Geometria algebric  este teoria geometric  a ecuat

,
iilor algebrice.

• Curbele algebrice sunt variet t
,
ile algebrice de dimensiune 1.
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Riemann, curbe algebrice s
,
i suprafet

,
e riemanniene

Curbele algebrice (totodat  suprafet
,
e riemanniene) au fost introduse în

dou  articole fundamentale de c tre Bernhard Riemann:
• 1851 Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer
veränderlichen complexen Grösse (Fundamentele unei teorii generale ale
funct

,
iilor de o variabil  complex )-tez  de doctorat.

• 1857 Theorie der abelschen Funktionen (Teoria funct
,
iilor abeliene)

• Cine a fost Bernhard Riemann (1826-1866)? Fiu al unui pastor luteran, a
crescut intr-o atmosfer  religioas . Vine la Göttingen in 1846 cu intent

,
ia

de a studia teologie; se reorienteaz  spre matematic , studii la Berlin (cu
Dirichlet si Jacobi). Profesor la Göttingen din 1859. Riemann va r mâne s

,
i

un �lozof, �zician s
,
i (într-o oarecare m sur ) un teolog.
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Riemann s
,
i in�uent

,
a sa

• Matematician care a revolutionat �ecare domeniu al matematicii: algebra
(teoria numerelor�ipoteza lui Riemann s

,
i funct

,
ia zeta), analiza (integrala

Riemann, analiza complex , suprafet
,
e riemanniene), geometria (geometria

riemanniana s
,
i conceptul de varietate diferent

,
iabil �Mannigfaltigkeit).

• Riemann este creatorul matematicii abstracte, in care primeaz 
conceptele, structurile s

,
i relat

,
iile dintre ele s

,
i nu manipularea de formule

(care fusese una din caracteristicile matematicii secolului 19).
• Extinde s

,
i recreaza notiunea de spatiu� atât matematic, cât s

,
i �zic,

�lozo�c, fenomenologic ⇒ de�nit
,
ia sociologic  a spat

,
iului (Yuri Manin).

• Spatiu=Mannigfaltigkeit�o multitudine într-un cadru unitar. În limba
germana Dreifaltigkeit=Sf. Treime.

Gavril Farkas (HU Berlin) Dou  secole de curbe algebrice 10 octombrie 2025 3 / 22



• Tez  de abilitare : Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (Asupra ipotezelor care stau la baza geometriei). Introduce
conceptul abstract de spat

,
iu caracterizat de o metric  care permite

calcularea distant
,
elor s

,
i introduce conceptul de curbur , ce se va dovedi

esent
,
ial in teoria relativit t

,
ii a lui Einstein. S

,
i distinct

,
ia dintre

multiplicit t
,
ile spa�tiale s

,
i temporale din �lozo�a lui Bergson pot � explicate

tot prin prisma abilit rii lui Riemann.
• Geometria riemannian  produce un numar in�nit de geometrii
neeuclidiene în dimensiuni arbitrare�din care cele descoperite de Bolyai si
Lobacevski sunt doar dou  exemple.
• Suprafet

,
ele riemanniene: sintez  a algebrei, geometriei si analizei. Au

fost introduse într-un articol celebru din 1857 în jurnalul Crelle:
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Suprafet
,
e riemanniene

Ideea de baz  este de a asocia �ec rei funct
,
ii algebrice dat  de o ecuat

,
ie

polinomial 
P (w, z) = 0

(de ex. w4 + z2 − 1 = 0 ⇔ w = 4
√
1− z2) un spat

,
iu (Mannigfaltigkeit!)

peste care aceast  funct
,
ie multivalent  devine univalent . Acest spat

,
iu va

� o acoperire a planului complex (a sferei Riemann), nu neap rat
scufundat  într-un spat

,
iu euclidian. Acest concept de spat

,
iu abstract s

,
i de

acoperire st  la baza topologiei.
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Teorema Riemann-Roch s
,
i genul unei curbe

• Riemann a considerat s
,
i problema invers  de a asocia unei suprafet

,
e

riemanniene (curbe algebrice) o funct
,
ie algebric . Când o suprafat 

obtinut  prin lipiri dintr-un sistem de foi al planului euclidian corespunde
unei ecuat

,
ii algebrice P (z, w) = 0? Matematic: Ce fel de (câte) funct

,
ii

meromorfe exist  pe o suprafat
,
  riemannian ? Depinde de gen!

• R spunsul: Teorema Riemann-Roch s
,
i descoperirea genului unei

suprafet
,
e! Genul este singurul invarariant topologic al curbei!

• Genul: g := 1
2 rang H1(C,Z) = num rul de mânere

Topologic o curb  de gen g este obt
,
inut  dintr-o sfer  atasând g mânere.

• Riemann-Roch: dim
{
fct. meromorfe cu poli in D

}
= deg(D) + 1− g.

Gavril Farkas (HU Berlin) Dou  secole de curbe algebrice 10 octombrie 2025 6 / 22



Ast zi Riemann este unanim recunoscut ca �ind unul din geniile care au
transformat profund stiint

,
ele naturale si matematica. Totus

,
i în secolul 19 a

fost considerat mult  vreme ca �ind o �gur  controversat .
• Leo Königsberger: Noi ca matematicieni tineri simt

,
eam atunci c 

metodele lui Riemann nu mai corespundeau matematicii riguroase ca s
,
i la

Euler, Lagrange, Gauss sau Dirichlet. Ins  tot timpul ia mult timp pân  ce
o mare descoperire stiint

,
i�c  îs

,
i face locul în mint

,
ile generat

,
iilor viitoare.

• În special, Karl Weierstrass, corifeul matematicii din Berlin s
,
i creatorul

analizei matematice, a fost foarte critic in privinta lui Riemann, des
,
i mult 

vreme recunoscuse important
,
a operei lui Riemann:

Karl Weierstrass (1815-1897)

Gavril Farkas (HU Berlin) Dou  secole de curbe algebrice 10 octombrie 2025 7 / 22



• A r mas celebr  critica lui Weierstrass a Principiului lui Dirichlet, prin
care Riemann si-a dezvoltat teoria suprafet

,
elor riemanniene s

,
i a demonstrat

teorema Riemann-Roch. Pe 14 iulie 1870 Weierstrass t
,
ine o expunere in

fata Academiei din Berlin, care va d una reputat
,
iei lui Riemann:

 
• "eigentühmliche Sclussweisse"�rat

,
ionament dubios.

• Teoria curbelor algebrice va � dezvoltat  ulterior algebric si pus  pe baze
solide în ultimele decenii ale secolului 19 de c tre Klein, Max Noether, Brill,
Hurwitz, Castelnuovo, Severi s

,
i alt

,
ii.
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Spat
,
iul de moduli al curbelor algebrice

• Riemann introduce conceptul unui spat
,
iu parametrizând curbe de gen g:

Mg :=
{
[C] : C este o curb  neted  de gen g

}
.

(... exist  o clasa de functii (2p+ 1)-multivalente a c ror clas  de ecuat
,
ii

algebrice depind de 3p− 3 variabile continue, pe care le numim moduli ale
acestei clase).
• Init

,
ial, termenul de moduli s-a referit la coordonatele peste ce urma s 

devin  Mg.
• Mg este din nou o varietate algebric ! Riemann schit

,
eaz  un argument

indicând c  dim Mg = 3g − 3 (pt. g > 1). Curbele algebrice depind de un
parametru discret g (genul!) s

,
i de 3g − 3 parametri continui.
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• Ce a calculat Riemann? Fixând d > 2g si considerând funct
,
ii meromorfe

f : C → P1 de grad d, din Riemann-Roch: spat
,
iul acestor functii este

(2d+ 1− g)-dimensional. Fiecare f are 2g + 2d− 2 puncte de rami�care,
care pot � alese arbitrar peste C. Ca atare, clasa lui C depinde de
2g + 2d− 2− (2d+ 1− g) = 3g − 3 parametri.
• Ideea c  un spat

,
iu de parametri al unor obiecte algebrice e din nou o

varietate algebric  apare s
,
i în contexte mult mai elementare.{

V ⊆ Cn : dim(V ) = k
}
= Gr(k, n) varietatea Grassmann.

• Existenta spatiului de moduli Mg ca s
,
i o varietate algebric  a fost pân 

în 1930 acceptat  tacit. Construct
,
ia riguroas  îns  foloses

,
te geometria

algebric  modern , post Grothendieck. Oswald Teichmüller (1913-1943) a
construit spat

,
iul Teichmüller Tg: acoperirea universal  a lui Mg.

• 1890: Adolf Hurwitz, demonstreaz  c  Mg este conex.
• Cu ajutorul metodelor lui Grothendieck, David Mumford folosind GIT
(teoria geometric  a invariant

,
ilor) construies

,
te Mg (Medalia Fields 1974).
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Mg: scurt  cronologie
• 1969: Pierre Deligne s

,
i David Mumford construiesc compacti�carea Mg

a spatiului Mg ca s
,
i spat

,
iul de parametri al curbelor stabile de gen g.

• 1990: Interact
,
iunea cu �zica teoretic  modern  (teoria corzilor).

Particulele punctuale clasice sunt înlocuite de corzi (obiecte
1-dimensionale) care se mis

,
c  în spat

,
iu de-a lungul unor curbe algebrice!

• 1990: Kontsevich demonstreaz  conjectura Witten privind numerele de
intersect

,
ie ale claselor tautologice peste Mg,n (Medalie Fields 1994).

• 2005: Madsen-Weiss determin  coomologia stabil  a lui Mg.
>2005: Okounkov-Pandharipande: inelul tautologic al lui Mg (Medalie
Fields 2006); Dinamic  peste Mg ⇒ Mirzakhani (Medalie Fields 2014).
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• În ultimele dou  secole, spat
,
iul Mg a fost studiat non-stop cu metode

îmbinând geometria, analiza, teoria numerelor, sistemele dinamice,
topologia, �zica teoretic . Progresele decisive au fost obt

,
inute combinând

toate aceste metode.
• David Mumford: When [Oscar Zariski] spoke the words algebraic variety,
there was a certain resonance in his voice that said distinctly that he was
looking into a secret garden. I immediately wanted to be able to do this
too ... Especially, I became obsessed with a kind of passion �ower in this
garden, the moduli space of Riemann.
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Ce fel de spat
,
iu este Mg?

• Pentru o varietate algebric  neted  s
,
i compact  X, cel mai important

invariant (dup  dimensiunea d = dim(X)) este dimensiunea Kodaira care
m soar  complexitatea lui X. Fie KX := Ωd

X �bratul canonic al formelor
olomorfe de dimensiune maxim  peste X. Num rul acestor forme
pluricanonice este asimptotic dat de

dim H0
(
X,K⊗ℓ

X

)
∼ ℓκ(X),

unde κ(X) ∈ {−∞, 0, 1, . . . , dim(X)} este dimensiunea Kodaira a lui X.

De�nition

O varietate X este unirat
,
ional , dac  admite o parametrizare dominant 

Pn ↠ X. O varietate X este uniriglat  dac  orice dou  puncte x, y in X
pot � unite printr-o curb  rat

,
ional .

• Spatiul proiectiv Pn este unirational. Dac  X unirational /uniriglat 
⇒ κ(X) = −∞. Când κ(X) = dim(X), spunem c  X este de tip general.
• Variet t

,
ile unirat

,
ionale sunt us

,
or de înteles, depinzând de parametri liberi,

care nu sunt supus
,
i unor ecuat

,
ii algebrice suplimentare.
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Conjectura Severi

• Chestiunea fundamental : Care este dimensiunea Kodaira a lui Mg?

Theorem

(Severi 1915) Mg este unirat
,
ional  pentru g ≤ 10.

• Severi conjectureaz  c  Mg ar � unirat
,
ional  pt. orice g (adic  exist 

P3g−3 ↠ Mg)! Ar însemna c  o curb  generic  de gen g poate � descris 
explicit in termeni depinzând de parametri liberi.

Francesco Severi (1879-1961)

• Exemplu: M3. O curb  generic  de gen 3 este o curb  plan  de grad 4:
C =

{∑
i+j+k=4 aijkx

iyjzk = 0
}
. Variind coe�cient

,
ii aijk liber, obt

,
inem

(aproape) toate curbele algebrice de gen 3.
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Theorem

(Harris, Mumford 1982-1987) Mg este de tip general pentru g ≥ 24!

Rezultatul lui Harris-Mumford a fost o surpriz  major . Conjectura Severi
s-a dovedit a � maximal fals !
• Mg este unirational  pentru g = 11, . . . , 15. Ce se intâmpl  pentru
17 ≤ g ≤ 23?
• Conjectura pantei (Harris-Morrison 1990): Mg este uniriglat  pentru
g < 23. Ar însemna c  κ(Mg) = −∞ pentru g < 23.
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• Spat
,
iul Mg nu este compact, îns  admite o compacti�care Mg

parametrizând curbe stabile (având singularit t
,
i nodale). Frontiera

∆ := Mg \Mg este un divizor, adic  o hipersuprafat
,
  în spat

,
iul de moduli.

 

• Fibratul canonic al lui Mg este dat de KMg
= 13λ− 2[∆], unde λ este

clasa �bratului Hodge de�nit prin λ
(
[C]

)
=

∧g H0(ΩC), pentru �ecare
curb  C.
• Întrebare esent

,
ial : Este clasa 13λ− 2[∆] pozitiv  peste Mg? Exist  o

hipersuprafat
,
  D în Mg, astfel încât 13λ− 2[∆] = [D] ≥ 0?
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Divizori D peste Mg ⇐⇒ condit
,
ii geometrice pt. curbe algebrice de gen g.

Pentru a ar ta c  Mg este de tip general, este su�cient a g si un divizor D
peste Mg cu clasa [D] = sλ− [∆], astfel încât s < 13

2 . Constanta s este
panta divizorului D.
• Cum construim divizori de pant  mic ?

Theorem

(Harris-Mumford 1982) Divizorul peste Mg de�nit de urm toarea condit
,
ie

D :=
{
[C] : C este o acoperire a lui P1 cu g+1

2 foi
}
are panta 6 + 12

g+1 .

• 6+ 12
g+1 < 13

2 = s(KMg
) ⇔ g ≥ 24. În acest caz Mg este de tip general.

• Conjectura pantei (Harris-Morrison 1990) Fiecare divizor D ⊂ Mg are
panta s ≥ 6 + 12

g+1 .

• O consecint  ar �: Mg de tip general ⇔ g ≥ 24.

Theorem

(Farkas 2006-2009) Conjectura pantei este falsa pentru g ≥ 10.
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Dimensiunea Kodaira a lui M22 s
,
i M23

Theorem

(Farkas-Jensen-Payne 2020) Ambele spat
,
ii M22 s

,
i M23 sunt de tip general.

În ambele cazuri am construit un divizor D ⊂ Mg având panta s < 13
2 .

• Pentru g = 22 divizorul D ⊆ M22 const  din acele curbe C de gen 22
care admit o scufundare C ↪→ P6 de grad 25, care st  pe o hipersuprafat

,
 

cuadric  în P6.
• Panta divizorului D este s = 17121

2636 = 6.495... < 6.5.
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Spat
,
ii de moduli s

,
i geometrie tropical 

Divizorul D ⊆ M22 const  din acele curbe care admit C ↪→ P6 stând pe o
cuadric . În demonstrat

,
ie (179 pagini), partea cea mai di�cil  este de a

exclude c  �ecare curb  admite o astfel de scufundare (Transversalitate!).
Pentru asta folosim geometrie tropical .
• Geometrie tropical : Nou domeniu al geometriei: adunarea a dou 
numere este înlocuit  cu maximul celor dou  numere, iar multiplicarea este
înlocuit  cu adunarea. Curbele algebrice sunt înlocuite cu curbe tropicale,
reprezentate ca s

,
i reuniuni de segmente. Cele mai importante caracteristici

ale curbelor algebrice se p streaz , în particular orice problem  de
transversalitate poate � tropicalizat . Condit

,
ia de transversalitate este

studiat  la nivel tropical, de unde s
,
i consecint

,
ele geometrice.
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Dimensiunea Kodaira a lui M16

Theorem

(Farkas-Verra 2024) Spat
,
iul M16 este uniriglat. În particular, dimensiunea

Kodaira a lui M16 este negativ .

• Dimensiunea Kodaira a lui Mg e necunoscut  pentru g = 17, . . . , 21.
• Printr-un punct general [C] ∈ M16 trece o curb  rat

,
ional 

[C] ∈ P1 ↪→ M16. Aceast  curb  se poate construi explicit când [C] st  pe
doi divizori explicit

,
i D1 si D2 în M16. Un complicat argument de

deformare arat  ca aceast  curb  se poate deforma în afara acestor divizori,
acoperind s

,
i cazul când [C] ∈ M16 este un punct general.
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Curba viet
,
ii- în stilul lui Mihai Eminescu (ChatGPT, versiunea gratis):

Nu-i scris -n c rt
,
i, nici în ecuat

,
ii,

Acea curbat , tainic  �int
,
  �

Un gen g greu, n scut din trepidat
,
ii,

Ce scap  mint
,
ii orice biruint

,
 .

Nu-i chip s-o pui în forme explicite,
Nici s-o reduci la linii s

,
i t ceri �

E curba viet
,
ii, plin  de ispite,

Cu noduri, ramuri, lacrimi s
,
i c deri.

Cine es
,
ti tu, spat

,
iu de moduli,

Ce-aduni în tine tot ce-a fost s, i vei �?
Cu straturi largi, t ceri s

,
i vestibuli,

Tu-nchizi un rai de geometrii pustii.

Cres,te miezul tainic al �int
,
ei,

Genul se-ntinde � g devine mare,
S, i-atunci, în haina grea a ne�int

,
ei,

Tu es,ti de tip general � o întrupare.
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Sfârs
,
it!
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