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Varietati algebrice

Geometria algebricd se ocupd de studiul solutiilor sistemelor de ecuatii
polinomiale.

Polinoame: f(z,y,2) = 3z%y% 4+ y* + 52°. Polinom cu coeficienti reali. TIn
geometria algebricd e preferabil s3 consideram coeficienti complecsi:

flx,y, z,w,t) = (1+ 20)2° + 62%ywt + (1 +iV5E)ytw + ...

e O varietate algebricd este determinatd de un sistem de ecuatii
polinomiale:

X = {(CEQ, cens )t falxoy .y xy) = 0}04:17."76 C P,

X este datd de un numir arbitrar de ecuatii intr-un num3r arbitrar de
variable. Astfel de sisteme sunt nerezolvabile = studiu calitativ al multimii
solutiilor. Geometria algebricd este teoria geometricd a ecuatiilor algebrice.

e Curbele algebrice sunt varietdtile algebrice de dimensiune 1.

Gavril Farkas (HU Berlin) Dousd secole de curbe algebrice 10 octombrie 2025 1/22



Riemann, curbe algebrice si suprafete riemanniene
Curbele algebrice (totodata suprafete riemanniene) au fost introduse in
doud articole fundamentale de cdtre Bernhard Riemann:

e 1851 Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer
verdnderlichen complexen Grésse (Fundamentele unei teorii generale ale
functiilor de o variabilsd complex3)-tezd de doctorat.

e 1857 Theorie der abelschen Funktionen (Teoria functiilor abeliene)

e Cine a fost Bernhard Riemann (1826-1866)7 Fiu al unui pastor luteran, a
crescut intr-o atmosferd religioasd. Vine la Gottingen in 1846 cu intentia
de a studia teologie; se reorienteazd spre matematicd, studii la Berlin (cu
Dirichlet si Jacobi). Profesor la Géttingen din 1859. Riemann va rdmane si
un filozof, fizician si (intr-o oarecare masurd) un teolog.
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Riemann si influenta sa
e Matematician care a revolutionat fiecare domeniu al matematicii: algebra
(teoria numerelor—ipoteza lui Riemann si functia zeta), analiza (integrala
Riemann, analiza complexd, suprafete riemanniene), geometria (geometria
riemanniana si conceptul de varietate diferentiabili—Mannigfaltigkeit).
e Riemann este creatorul matematicii abstracte, in care primeazi
conceptele, structurile si relatiile dintre ele si nu manipularea de formule
(care fusese una din caracteristicile matematicii secolului 19).
e Extinde si recreaza notiunea de spatiu— atadt matematic, cat si fizic,
filozofic, fenomenologic = definitia sociologicad a spatiului (Yuri Manin).
e Spatiu=Mannigfaltigkeit-o multitudine intr-un cadru unitar. Tn limba
germana Dreifaltigkeit=Sf. Treime.
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e Tez3 de abilitare : Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen (Asupra ipotezelor care stau la baza geometriei). Introduce
conceptul abstract de spatiu caracterizat de o metricd care permite
calcularea distantelor si introduce conceptul de curbur3, ce se va dovedi
esential in teoria relativitdtii a lui Einstein. Si distinctia dintre
multiplicitatile spatiale si temporale din filozofia lui Bergson pot fi explicate
tot prin prisma abilitdrii lui Riemann.

e Geometria riemanniand produce un numar infinit de geometrii
neeuclidiene in dimensiuni arbitrare—din care cele descoperite de Bolyai si
Lobacevski sunt doar doud exemple.

e Suprafetele riemanniene: sinteza a algebrei, geometriei si analizei. Au
fost introduse intr-un articol celebru din 1857 in jurnalul Crelle:

14.

Theorie der Abel'schen Functionen.
(Von Horrn B. Riemann.)

Iu der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation *)
aufgestellt und in einer etwas verdnderten Form in den drei vorhergehenden
Aufsitzen dargestelll worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke
ich cine kurze Inhaltsangabe vorauf.

Die erste Abtheilung enthalt die Theorie eines Systems von gleichver~
sweigten algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit far dieselbe
nicht die Betrachtung von 9-Reihen mafsgebend ist, und handelt im §.1—5
von der Bestimmung dieser Functionen durch ibre Verzweigungsart und ibre
Unstetigkeiten, im §.6—10 von den rationalen Ausdricken derselben in zwei
durch eine algebraische Gleichung verknipfle verinderliche Grofsen, und im
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Suprafete riemanniene
Ideea de bazi este de a asocia fiecdrei functii algebrice dat3 de o ecuatie
polinomial3

P(w,z)=0
(de ex. wt + 22 —1 =0« w = V1 — 22) un spatiu (Mannigfaltigkeit!)
peste care aceastd functie multivalentd devine univalentd. Acest spatiu va
fi 0 acoperire a planului complex (a sferei Riemann), nu neap3rat
scufundat3 intr-un spatiu euclidian. Acest concept de spatiu abstract si de
acoperire st3 la baza topologiei.
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Teorema Riemann-Roch si genul unei curbe
e Riemann a considerat si problema invers3 de a asocia unei suprafete
riemanniene (curbe algebrice) o functie algebricd. Cand o suprafat3
obtinutd prin lipiri dintr-un sistem de foi al planului euclidian corespunde
unei ecuatii algebrice P(z,w) = 07 Matematic: Ce fel de (cate) functii
meromorfe existd pe o suprafatd riemannian3? Depinde de gen!
e Raspunsul: Teorema Riemann-Roch si descoperirea genului unei
suprafete! Genul este singurul invarariant topologic al curbei!
e Genul: g := Jrang H1(C,Z) = num&rul de manere

EXO Ko

D=Y*-X*-X* [E=(X*+Y??+3X%y-V®

Topologic o curbd de gen g este obtinutd dintr-o sferd atasind g manere.
e Riemann-Roch: dim {fct. meromorfe cu poli in D} = deg(D) + 1 — g.
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Ast3zi Riemann este unanim recunoscut ca fiind unul din geniile care au
transformat profund stiintele naturale si matematica. Totusi in secolul 19 a
fost considerat multd vreme ca fiind o figurd controversatd.

e Leo Konigsberger: Noi ca matematicieni tineri simteam atunci ca
metodele lui Riemann nu mai corespundeau matematicii riguroase ca si la
Euler, Lagrange, Gauss sau Dirichlet. Insi tot timpul ia mult timp pand ce
o mare descoperire stiintifica isi face locul in mintile generatiilor viitoare.

e In special, Karl Weierstrass, corifeul matematicii din Berlin si creatorul
analizei matematice, a fost foarte critic in privinta lui Riemann, desi mult3
vreme recunoscuse importanta operei lui Riemann:

Karl Weierstrass (1815-1897)
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e A rimas celebri critica lui Weierstrass a Principiului lui Dirichlet, prin
care Riemann si-a dezvoltat teoria suprafetelor riemanniene si a demonstrat
teorema Riemann-Roch. Pe 14 iulie 1870 Weierstrass tine o expunere in
fata Academiei din Berlin, care va dduna reputatiei lui Riemann:

UBER DAS SOGENANNTE DIRICHLET'SCHE PRINCIP.
(Gelesen in der Konigl. Akademie der Wissenschaften am 14. Juli 1870.)

In seinen Vorlesungen iiber die Krifte, welche nach dem Newton'schen
Gesetz wirken, hat sich Lejeune Dirichlet zur Begriindung cines Haupt-
satzes der Potentialtheorie einer eigenthiimlichen Schlussweise bedient, welche
spiter auch von anderen Mathematikern, namentlich von Riemann, vielfach -
angewandt worden ist und den Namen »Dirichlet’sches Princip« erhalten hat.

o "eigentithmliche Sclussweisse"—rationament dubios.

e Teoria curbelor algebrice va fi dezvoltatd ulterior algebric si pusd pe baze
solide Tn ultimele decenii ale secolului 19 de citre Klein, Max Noether, Brill,

Hurwitz, Castelnuovo, Severi si altii.
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Spatiul de moduli al curbelor algebrice

e Riemann introduce conceptul unui spatiu parametrizdnd curbe de gen g:

M, = {[C] : C' este o curbd neted3 de gen g}.

algebraischer Functionen von {. Die 8p—3 ibrigen Verzweigungswerthe in
jenen Systemen gleichverzweigter wuwerthiger Funclionen konnen daher be-
liebige Werthe annehmen; und es hingt also eine Klasse von Systemen gleich-
verzweigter 2p+1fach b der Functi und die zu ihr geho-
rende Klasse algebraischer Gleichungen von 3p—3 slelig verdnderlichen Grofsen
ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen.

(... existd o clasa de functii (2p + 1)-multivalente a cdror clasi de ecuatii
algebrice depind de 3p — 3 variabile continue, pe care le numim moduli ale
acestei clase).

e Initial, termenul de moduli s-a referit la coordonatele peste ce urma s3
devind M,.

e M, este din nou o varietate algebricd! Riemann schiteazd un argument
indicand cd dim My, = 3¢9 — 3 (pt. g > 1). Curbele algebrice depind de un
parametru discret g (genul!) si de 3g — 3 parametri continui.
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e Ce a calculat Riemann? Fixand d > 2g si considerand functii meromorfe
f: C — P! de grad d, din Riemann-Roch: spatiul acestor functii este

(2d + 1 — g)-dimensional. Fiecare f are 2g + 2d — 2 puncte de ramificare,
care pot fi alese arbitrar peste C. Ca atare, clasa lui C depinde de
2g+2d—2—(2d+1— g) = 3g — 3 parametri.

e Ideea c3 un spatiu de parametri al unor obiecte algebrice e din nou o
varietate algebricd apare si in contexte mult mai elementare.

{V CC":dim(V) = k} = Gr(k, n) varietatea Grassmann.

e Existenta spatiului de moduli M, ca si o varietate algebricd a fost pand
in 1930 acceptatd tacit. Constructia riguroasd ins3 foloseste geometria
algebricd modernd, post Grothendieck. Oswald Teichmiiller (1913-1943) a
construit spatiul Teichmiiller 7;: acoperirea universald a lui M,.

e 1890: Adolf Hurwitz, demonstreazad cd M, este conex.

e Cu ajutorul metodelor lui Grothendieck, David Mumford folosind GIT
(teoria geometricd a invariantilor) construieste M, (Medalia Fields 1974).
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M scurtd cronologie
e 1969: Pierre Deligne si David Mumford construiesc compactificarea M,
a spatiului My ca si spatiul de parametri al curbelor stabile de gen g.
® 1990: Interactiunea cu fizica teoretici modern3 (teoria corzilor).
Particulele punctuale clasice sunt inlocuite de corzi (obiecte
1-dimensionale) care se misca in spatiu de-a lungul unor curbe algebrice!

Space-time

e 1990: Kontsevich demonstreazi conjectura Witten privind numerele de
intersectie ale claselor tautologice peste M, ,, (Medalie Fields 1994).

e 2005: Madsen-Weiss determind coomologia stabild a lui M,.

>2005: Okounkov-Pandharipande: inelul tautologic al lui M, (Medalie

Fields 2006); Dinamica peste M, = Mirzakhani (Medalie Fields 2014).
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o In ultimele dou3 secole, spatiul M, a fost studiat non-stop cu metode
imbinand geometria, analiza, teoria numerelor, sistemele dinamice,
topologia, fizica teoreticd. Progresele decisive au fost obtinute combinand
toate aceste metode.

e David Mumford: When [Oscar Zariski] spoke the words algebraic variety,
there was a certain resonance in his voice that said distinctly that he was
looking into a secret garden. | immediately wanted to be able to do this
too ... Especially, | became obsessed with a kind of passion flower in this
garden, the moduli space of Riemann.

Gavril Farkas (HU Berlin) Dousd secole de curbe algebrice 10 octombrie 2025 12 /22



Ce fel de spatiu este M7
e Pentru o varietate algebricd netedd si compactd X, cel mai important
invariant (dupd dimensiunea d = dim(X)) este dimensiunea Kodaira care
masoars complexitatea lui X. Fie Kx := Q% fibratul canonic al formelor
olomorfe de dimensiune maxim3 peste X. Numdrul acestor forme
pluricanonice este asimptotic dat de

dim HO(X, KQY) ~ ¢~
unde k(X)) € {—00,0,1,...,dim(X)} este dimensiunea Kodaira a lui X.
Definition
O varietate X este unirationald, dacd admite o parametrizare dominant3

P" — X. O varietate X este uniriglatd dacd orice doud puncte z,y in X
pot fi unite printr-o curb3 rationali.

e Spatiul proiectiv P™ este unirational. Dacd X unirational3d/uniriglata
= k(X) = —o0. Cand k(X) = dim(X), spunem c3 X este de tip general.
e Varietatile unirationale sunt usor de inteles, depinzand de parametri liberi,

care nu sunt supusi unor ecuatii algebrice suplimentare.
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Conjectura Severi

e Chestiunea fundamentald: Care este dimensiunea Kodaira a lui M7

Theorem
(Severi 1915) M este unirationald pentru g < 10. J

e Severi conjectureazd ca M, ar fi unirationald pt. orice g (adicd existd
P3973 — M,)! Arinsemna c3 o curbd generici de gen g poate fi descriss
explicit in termeni depinzidnd de parametri liberi.

Francesco Severi (1879-1961)

e Exemplu: M3. O curbi genericd de gen 3 este o curb3 plani de grad 4:
C = {Zi+j+k:4 aijkxzyjzk = 0}. Variind coeficientii a;;i liber, obtinem
(aproape) toate curbele algebrice de gen 3.
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Theorem
(Harris, Mumford 1982-1987) M, este de tip general pentru g > 24! J

Rezultatul lui Harris-Mumford a fost o surprizd majora. Conjectura Severi
s-a dovedit a fi maximal fals3!

e M, este unirationald pentru g = 11,...,15. Ce se intampld pentru

17 < g < 237

e Conjectura pantei (Harris-Morrison 1990): M, este uniriglatd pentru

g < 23. Arinsemna cd k(M) = —oo pentru g < 23.
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e Spatiul M, nu este compact, insi admite o compactificare M,
parametrizdnd curbe stabile (avand singularitdti nodale). Frontiera
A = Mg, \ M, este un divizor, adica o hipersuprafatd in spatiul de moduli.

m g Dﬁl :

9 §
Q@@Q%
9@ i
44

e Fibratul canonic al lui M, este dat de Ky, =132 — 2[A], unde X este

clasa fibratului Hodge definit prin A([C]) = A? H%(Q¢), pentru fiecare
curbad C.

o Intrebare esentiald: Este clasa 13\ — 2[A] pozitiva peste M,? Existd o
hipersuprafatd D in M, astfel incat 13\ — 2[A] = [D] > 07
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Divizori D peste M, <= conditii geometrice pt. curbe algebrice de gen g.
Pentru a ardta cd M, este de tip general, este suficient a gdsi un divizor D
peste M, cu clasa [D] = sA — [A], astfel incat s < 3. Constanta s este
panta divizorului D.

e Cum construim divizori de pantd mic3?

Theorem

(Harris-Mumford 1982) Divizorul peste M definit de urmatoarea conditie
D = {[ : C este o acoperire a lui P* cu g“ fOI} are panta 6 + g+1

o6+ g+1 <13 s(Kﬂg) & g > 24. Tn acest caz M, este de tip general.

. Conjectura pantei (Harris-Morrison 1990) Fiecare divizor D C M, are
panta s > 6 + 91%
e O consecintd ar fi: M de tip general < g > 24.

Theorem
(Farkas 2006-2009) Conjectura pantei este falsa pentru g > 10.
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Dimensiunea Kodaira a lui Moy si Mog

Theorem
(Farkas-Jensen-Payne 2020) Ambele spatii Moo si Mas sunt de tip genera/.J

5

In ambele cazuri am construit un divizor D C M, avand panta s < %

e Pentru g = 22 divizorul D C My constd din acele curbe C' de gen 22
care admit o scufundare C' < PS de grad 25, care st3 pe o hipersuprafat3
cuadric3 in PS.

e Panta divizorului D este s = 12l — 6.495... < 6.5.
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Spatii de moduli si geometrie tropicala

Divizorul D C Mgy const3 din acele curbe care admit C' < PY stand pe o
cuadric3. In demonstratie (179 pagini), partea cea mai dificil¥ este de a
exclude c3 fiecare curbd admite o astfel de scufundare (Transversalitate!).
Pentru asta folosim geometrie tropicala.

e Geometrie tropicald: Nou domeniu al geometriei: adunarea a doud
numere este inlocuitd cu maximul celor dou3 numere, iar multiplicarea este
inlocuitd cu adunarea. Curbele algebrice sunt inlocuite cu curbe tropicale,
reprezentate ca si reuniuni de segmente. Cele mai importante caracteristici
ale curbelor algebrice se pastreazi, in particular orice problem3 de
transversalitate poate fi tropicalizatd. Conditia de transversalitate este
studiatd la nivel tropical, de unde si consecintele geometrice.
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Dimensiunea Kodaira a lui Mg

Theorem

(Farkas-Verra 2024) Spatiul Mg este uniriglat. In particular, dimensiunea
Kodaira a lui M este negativd.

WH"‘\"\

e Dimensiunea Kodaira a lui M, e necunoscutd pentru g = 17,...,21.

e Printr-un punct general [C] € Mg trece o curb3 rationald

[C] € P* < Mq. Aceastd curbd se poate construi explicit cand [C] st pe
doi divizori expliciti Dy si Do in M1g. Un complicat argument de
deformare arat3 ca aceast3 curb3 se poate deforma in afara acestor divizori,
acoperind si cazul cand [C] € Mg este un punct general.
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Curba vietii- in stilul lui Mihai Eminescu (ChatGPT, versiunea gratis):

Nu-i scrisd-n carti, nici in ecuatii,
Acea curbat3, tainica fiintd —

Un gen g greu, nascut din trepidatii,
Ce scapd mintii orice biruintd.

Nu-i chip s-o pui in forme explicite,
Nici s-o reduci la linii si taceri —

E curba vietii, plind de ispite,

Cu noduri, ramuri, lacrimi si cdderi.

Cine esti tu, spatiu de moduli,
Ce-aduni in tine tot ce-a fost si vei fi?
Cu straturi largi, taceri si vestibuli,
Tu-nchizi un rai de geometrii pustii.

Creste miezul tainic al fiintei,

Genul se-ntinde — g devine mare,
Si-atunci, in haina grea a nefiintei,
Tu esti de tip general — o Intrupare.
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Sfarsit!
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