Klassifikation ebener affiner Abbildungen

Die Analyse und Klassifikation der affinen Abbildungen der Ebene ist ein hervorragendes
Beispiel fur das, was Freudenthal ,,lokales Ordnen‘ nennt. Die affinen Abbildungen spielen
eine Rolle bei der Klassifikation der Band- und Flachenornamente, einem wunderschonen
mathematischen Gebiet, das man auf vielen Abstraktionsniveaus von der Grundschule bis zur
Universitat studieren kann. Fl&chenornamente kennt man unter anderem von den arabischen
Pflasterungen (z. B. in der Alhambra) oder von den Graphiken Eschers. Fir eine ausfuhrliche-
re, elementare Behandlung vgl. Henn (2012, Kap. 3.4 und 3.5). Der Ansatz der mathemati-
schen Klassifikation solcher Ornamente ist die Unterscheidung nach ihrer Symmetriegruppe,
d. h. der Gruppe der Abbildungen, die das Ornament invariant lassen. VVoraussetzung hierfur
ist die folgende Klassifikation der ebenen affinen Abbildungen.

Fixelemente affiner Abbildungen
a) Affine Abbildung o : R* — R?* sei definiert durch OX = A-OX+c¢

Zugehorige Vektorabbildung o* : V2 — V? ist dann definiert durch X'= Ax
Beachte: o : X — X" via OX — OX, dagegen o*: OX — O'X’

b) Fixpunkte affiner Abbildungen sind Losungen des LGS (A —E)-x =—c
Fir o = Id gibt es 3 Falle fur Fixpunktmengen (im Folgenden FP fiir Fixpunkt):
e Fixpunktegerade (FPG) (dann ist a eine Achsenaffinitat)
e Genau ein Fixpunkt
o Kein Fixpunkt
Begrunden Sie diese Fallunterscheidung!

c) Eigenwerte und Eigenvektoren der zugehdrigen Vektorabbildung
Zur Klassifikation der Abbildungen ist die Betrachtung von Eigenwerten und Eigenvekto-
ren der zugehdrigen Vektorabbildung nétig:
Ist f eine Fixgerade, so wird ihr Richtungsvektor m auf eine Vielfaches Am, 2 0 abge-
bildet.
Diese Uberlegung fiihrt zu den Begriffen Eigenvektor (EV), Eigenwert (EW) und Eigen-
raum (ER).
Die Kenntnis der EV und EW ist also notwendig flr die Bestimmung der Fixgeraden.

EV-Gleichung:  Ax=Ax < (A-AE)x=0 mit x 0. Die nichttriviale Losbarkeit die-
ser Gleichung ist dquivalent zur Bedingung det(A—kE) =)\?—2a,b,\ +det(A) =0.
4 Félle: - 2 verschiedene EW mit jeweils eindimensionalen ER
-1EW - miteindimensionalen ER
- mit zweidimensionalen ER (= V%)
- kein EW
Hier zeigt sich der Unterschied zwischen geometrischer und algebraischer Vielfachheit von A.

Satz: a hat 1 als EW < « hat keinen FP oder o hat FPG



. a-1 b |0) . .
Beweis: a hat 1 als EW < ist nicht trivial 10sbar
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j ist unldsbar oder mehrfach losbar

d) Fixgeraden
Der folgende Abschnitt ,,Klassifikation und Normalform* liefert auch die Fixgeraden.

Klassifikation und Normalformen
Gegeben: affines KS {O; e,, e, }, affine Abbildung o.:x = Ax+c

Ziel: Abbildungstyp, Normalform bezlglich eines angepassten KS {O; f: ﬁ} (das
natlrlich i. A. nicht kartesisch ist).

Bestimme Fixpunkte, Eigenwerte und Eigenraume von o. Es bedeute im Folgenden ER;, Ei-
genraum zum Eigenwert A.

Fall 1:| Es existiert eine Fixpunktgerade f mit Richtungsvektor v

[La] Nur &, =1 ist EW

dimER, =2 o ist die Identitat

dim ER, = 1, ER, = (V)
Wahle das KS {O; v, w} mit Oef, we (V)
Esgilt: O=0, v=v, w=aw-+kv, a,k=0.Warea= 1, so hatten wir a als weite-
ren Eigenwert (betrachte die zugehdérige Matrix!). Also ist a = 1 und wir haben:

— (1 k)-
o:X'= X Scherung
01
Fixgeraden sind f und alle Parallelen zu f.

Beziiglich der neuen Basis {O; v %W} gilt

— (1 1j-
a.X = X
01
2EW A =1,4, =4 (%0, 1)
Wahle KS mit Oef, v, w mit ER, =(V) und ER, =(w)

0 A
speziell: A =-1 Schréagspiegelung

— (10)-
oc:X':[ ]x Parallelstreckung

Fixgeraden sind f und alle Geraden mit RV w.



Abbildungen des Falls 1 heiRen Achsenaffinitat. Sie sind durch die Achse a und ein Paar
Punkt P und Bildpunkt P’ gegeben.

Fall 2:|Es existiert genau ein Fixpunkt F. Wahle O =F, jetzt ist 1 kein EW.

2EW A, Ay (20, 1)
Wahle KS {F, v, W} mit zugehorigen EV v, w

— (A 0 )= .
o:X'= X Eulersche Affinitat

0 2,
Genau 2 Fixgeraden durch F mit Richtungen v, w .

1 Eigenwert A (# 0, 1)
dim ER,, = 2, d. h. ER; = V?

Wiahle KS {Fﬁﬂ} mit f,,f, linear unabhangig (sonst beliebig).

— (A 0)-
o:X = (0 }JX zentrische Streckung

speziell L. =-1  Punktspiegelung
Fixgeraden sind genau die Geraden durch F

dim ER, =1, d. h. ER;, = <\7>
Wahle KS {F,v,w}
Es gilt w =aw-+bv mita, b = 0. Damit haben wir

. Aa)-
o x'=[ jx. Da nur ein EW existiert, muss b = A sein! Also gilt

. a 12
o:X = Xx=A| A |X Scherstreckung
0A 01

Wihle speziell w = S w , dann gilt beziiglich {F, \”/,W} noch einfacher
a

— (A1)~
o:X = X
oA
Vi Es gibt genau eine Fixgerade g:x=1v, teR.
ul Weitere kann es nicht geben; infrage kdmen nur noch
/ h echte Parallele h zu g. Wegen der Abbildungsgleichung

ist jedoch h™ n h = & (vgl. nebenstehende Skizze).
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«
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L4 Xw

Kein Eigenwert (also auch keine Fixgerade)



Wir suchen eine Basis {F, v, W}, bezuglich der die Abbildungsmatrix méglichst einfa-

che Form hat:

(1) Wahle v =0 beliebig, w=p-Av+qv mitp, g € R beliebig, aber mit p = 0 (trick-
reicher Ansatz!). Da v, Av linear unabhéngig sind (es gibt ja keine EW!), sind
v,w stets linear unabhangig.

(2) Damit gilt zunéchst Av=-3vilw *)
p p

und weiter Aw = pA(A\?)+ gAV.
Es gilt A(A\?): s-Av+t-v mit bestimmten Zahlen s, t € IR, die nur von v ab-

hangig sind.
Damit schreiben wir weiter:

Aw = p(sA\7+t\7)+qA\7 =(ps+q)Av+ptv.

Jetzt setzen wir (*) fir Av ein und erhalten:

AW=(ps+q)(—%\7+%Wj+pt\7:{—(ps+q)%+pt}7+(s+ﬂjw

p
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Der Term © in der eckigen Klammer ist eine quadratische Gleichung fir 9 wir-

de diese quadratische Gleichung eine Losung besitzen, so ware Aw Vielfaches

von w, was nicht geht (da ja kein EW existiert). Also ist die Diskriminante der

quadratischen Gleichung negativ, also s>+ 4t < 0.

p, q sind noch frei wéhlbar (es ist nur p = 0 nétig). Wahle jetzt p und q eindeutig
durch die Gleichungen

Damit sind sogleich die beiden Werte a und b definiert, und es stehen jetzt in den
Gleichungen (*) und (**):
AV =+av+bw.

=l () oo [ e

Bezuiglich der so bestimmten Basis {F; v, W} gilt also



— (a —b)a
o X'= X
+b a

Definieren wir noch die Zahlen r und ¢ durch r?:=a*+b?, a=:r-cos(¢), also auch
b =r-sin(p), so erhalten wir die iibliche Darstellung mit einer ,,Drehmatrix‘

- coso —Sing)-
oc:x'=r[ ) ¢ (ij
sing CosQ

affine Drehstreckung, speziell affine Drehung bei r = 1 (Drehung fur r = 1 und kar-
tesisches KS)

Fall 3:| Es gibt keinen Fixpunkt, also ist A, =1 Eigenwert

[3a] Es gibt 2 Eigenwerte &, =1, %, = A(#0,1)
Es gelte ER, :<v> < > ahle KS

R

Da keine Fixpunkte existieren, muss ¢; = 0 sein.

O beliebig. Damit gilt

Falls eine Fixgerade existiert, so muss sie den RV v oder w haben. Fir P(alb) gilt

. c
P(a+c,|Ab+c,) und damit PP’ = '

_[(x—1)b+c2

gerade. Fir Pef gilt dann PP’|| v oder || w . Es gibt also zwei Méglichkeiten:

“ L o b=—22
(A-1)b+c, 0 a1

c 0
((x 1)1b . j (J das kann aber nie sein, da ¢, = 0.
— + 2

]. Wir nehmen an, f sei eine Fix-

Es gibt also genau eine Fixgerade f zum Eigenwert A, =1 mit v, namlich

0
- 1
fix= o +k-(oj.

A1
Wabhle einen neuen Ursprung O ef, also istauch O'ef . Sei Q:E
Damit gilt beztiglich KS {O; v, W}

- (10~ (1
o X= (O QJXJF(OJ affine Schub-Schragspiegelung

Speziell A =-1: affine Schubspiegelung (Verkettung von Achsenaffinitat und Ver-
schiebung)

Nur Eigenwert A, =1



dim ER, =2, ER, =V?

— (10)- (¢ i
oiX'= X+ Verschiebung
01 c,

C .
Wihle neues KS {O; L 1}, w} , dann erhalten wir die einfachste Darstellung
C

2

. (10)- (1
o.X = X+ .
01" (o
dim ER, =1, ER1:<\7>
Wahle O beliebig, =00, KS {O; v, w}mit w’ =aw+bv . Jetzt gilt

o)

Da nur 1 EW existiert, ista = 1, wegen dim ER; = 1 ist b = 0, also

— (1b)- (O
a:x’=( jx—%—( j Schubscherung
01 1

Wihle das neue KS {O; v, %Vv} Dann vereinfacht sich die Darstellung zu

— (11)- (O
oc:X':( jx{lj =Beoy miteiner Scherung y und einer Verschiebung 3.

Es gibt keine Fixgeraden: Infrage kdmen nur solche mit RV v. Diese bleiben bei
der Scherung fest und werden bei der Verschiebung echt verschoben, kénnen also
nicht fix sein.



