
Affine Abbildungen und Zufallsfolgen1 
 
1  Fraktale – nur scheinbar zufällig  
 
Der folgende, leicht programmierbare Algorithmus erzeugt eine Punktfolge, die oft zu ästhe-
tisch ansprechenden Figuren führt:  

Man wähle m Punkte A1, ..., Am des 2 und ein festes Teilverhältnis r:s. Dann wird die Punkt-
folge ( )

o
n n

P
∈�

wie folgt definiert: Po ist beliebig. Pn entsteht aus Pn-1, indem man zufällig ei- 

ne der Ecken A1, ..., Am, etwa Ai, „würfelt“ und als Pn denjenigen Punkt der Strecke Pn-l Ai 
wählt, für den  n 1 n n 1 iP P : P A− −  = r : s gilt.  

 

Wählt man z. B. m = 3, A1, A2, A3 als Ecken eines gleichseitigen Dreiecks und r = s = 1, so 
zeigt sich nach einigen Tausend Wiederholungen des Algorithmus approximativ das Fraktal, 
das als „Sierpinski-Dreieck“ bekannt ist, auf dem Bildschirm. Im folgenden, linken Bild sind 
hierfür 50.000 Punkte gezeichnet worden. Wählt man m = 8, A1, ..., A8 als Ecken und Sei- 
tenmitten eines Quadrates und r : s = 2 : 1, so zeigt sich bald der „Sierpinski-Teppich“. Im 
folgenden Bild rechts wurden ebenfalls  50.000 Punkte gezeichnet  (vgl. auch [5]2).  
 

 
 

 
Einige weitere schöne Beispiele zeigen die Fig. 4 bis 11 auf der nächsten Seite, es sind jeweils 
20.000 Punkte gezeichnet; Eckenkoordinaten sind gewählt bezüglich VGA-Graphik).  
 
Diese Methode, Fraktale zu erzeugen, wurde wohl zuerst von Barnsley unter dem Stichwort 
„Random Iterated Function Systems“ (kurz „IFS“) beschrieben (vgl. [1; 8]). Erste Vorschläge 
für den Einsatz im Unterricht finden sich in [3; 5; 6; 7]. Die Darstellung in diesem Abschnitt 
ist für die Behandlung mit Oberstufenschülern gedacht, die eine interessante Anwendung af-
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finer Abbildungen kennen lernen sollen. Die Möglichkeit, durch einfache Computer-Program-
me selbst mit den Figuren experimentieren zu können, erhöht den Reiz der Beschäftigung mit 
diesem Thema. Diesen Weg kann man weiter gehen und hochaktuelle Methoden der Bild-
kompression studieren, die weitere Motivationen für affine Abbildungen sein können (für 
einen ersten Zugang vgl. [8] und die Internet-Enzyklopädie WIKIPEDIA). 
 
Das Auftreten von Fraktalen hat aber nichts mit „Zufall“ zu tun, sondern damit, dass durch 
die Wahl der Startpunkte A1, ..., Am und des Teilverhältnisses r : s eine gewisse Punktmenge

2ℜ⊂ �  definiert ist. Jede Zufallsfolge, unabhängig vom Startpunkt Po,  approximiert diese 
Menge ℜ , in der Sprache der Fraktale gesprochen ist ℜ  Attraktor jeder Zufallsfolge. Ist z. B. 
Po = A1, so liegen sogar alle Pi ∈ ℜ .  Auf jeden Fall erscheint auf dem Computerbildschirm 
nach dem Zeichnen genügend vieler Punkte „im wesentlichen“ die Punktmenge ℜ . Ist ℜ  
zufälligerweise ein Fraktal, so zeigt das Schirmbild trivialerweise ein (unscharfes) Bild dieses 
Fraktals. ℜ  kann aber auch z. B. ganz einfach die konvexe Hülle der Punkte A1, ..., Am sein. 
Dies kann man sich leicht z. B. für m = 4, A1, ..., A4 als Ecken eines Quadrates und r = s = 1 
überlegen. Bei jeder Punktwahl wird für r < s die konvexe Hülle dargestellt. 
 

 
 

 
 



 
 

 
 
 
2  Die Zufallsfolge { }

on n
P

∈�
 

 
Es seien die Punkte A1, …, Am und das Teilverhältnis r : s fest gewählt. Bezüglich eines affi-
nen Koordinatensystems möge gelten Ai = (ai | bi). Ist A die zufällig gewählte Ecke, so ergibt 
sich nach der ersten Figur von 8.8 der Punkt Pn(xn|yn) aus dem Punkt Pn-1(xn-1|yn-1) zu 
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ist. 
 
Man kann sich die Folge { }

on n
P

∈�
 also auch durch Verkettung der zufällig gewählten affinen 

Abbildungen 1 m,...ϕ ϕ , ausgehend vom Startpunkt P0, entstanden denken. Damit lassen sich 
die Punkte P1, P2, … wie folgt darstellen: 
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3   Die Punktmenge ℜ 
 
Die Darstellung (2) motiviert die Definition der Punktmenge ℜ, die durch die Punkte A1, …, 
Am und das Teilverhältnis r : s definiert ist: 
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Für die Menge ℜ gilt: 
 
a) Die (auf die Komponenten xP und yP zu beziehende) unendliche Summe ist wohldefiniert: 
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Analog ist 
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b) ℜ ist unabhängig vom gewählten Ursprung O: 
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c) ℜ ist Teilmenge der konvexen Hülle A von A1, …, Am. Da sich die konvexe Hülle schrei-

ben lässt als 
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folgt die Behauptung sofort aus der Darstellung (3). 

 
d) Je nach Lage von A1, …, Am (die nicht alle verschieden sein müssen) und Wahl des Teil-

verhältnisses werden Punkte von ℜ mehrfach dargestellt. 
 
 
4  Die Zufallsfolge und die Punktmenge ℜ 
 
Das affine Koordinatensystem möge zur Einfachheit den Ursprung O = A1 haben. Der Ver-
gleich mit der Darstellung von Pn in (2) und von ℜ in (3) zeigt: 
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ist. Die Folge {Pn} hat also einen Grenzwert in ℜ, ℜ ist Attraktor für {Pn}. Insbesondere 
gilt z. B. für P0 = A1, dass {Pn} Teilmenge von ℜ ist. 

 
b) {Pn} füllt ℜ dicht auf: Sei 
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ein beliebiger Punkt und sei die Punktfolge bei Pn angelangt. Die nächsten t + 1 zufällig 
gewählten Ecken seien die Punkte Bt, …, B0 (in dieser Reihenfolge). Dann gilt für den 
Punkt Pn+t+1 
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sind Pn+t+1 und P in der Bildschirmauflösung für genügend großes t nicht zu unterscheiden. 
Da jede Punktfolge Bt, …, B0 gleichwahrscheinlich ist, ist also auch die Konvergenz ge-
gen jeden Punkt von ℜ gleichwahrscheinlich, und das Schirmbild zeigt nach einiger Zeit 
das scheinbar vollständige Bild von ℜ. 

c) Ist z. B. P0 = A1, so lässt sich ℜ auch schreiben als 
ℜ = {alle möglichen Folgenglieder} ∪ {alle möglichen Grenzwerte}. 

 
 
  



5   Fraktale Dimension von ℜ 
 
Die Darstellung (3) von ℜ lässt sich wie folgt umschreiben: 
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Also gilt 
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mit den in (2) definierten zentrischen Streckungen iϕ . Die Menge ℜwird also in m kongru-

ente Komponenten zerlegt. Jede Komponente ist das um den Faktor s
r s+

 verkleinerte Bild ℜ 

mit Zentrum Ai. Sind die Komponenten disjunkt, so lässt sich sofort die fraktale Dimension 
D(ℜ) von ℜ berechnen (vgl. z. B. [4], S. 52). Die hierfür nötige Idee verwendet die grundle-
genden Eigenschaften des Messens, die die gesamte Mathematik von der Grundschule bis zur 
Maßtheorie der Universität bestimmen: 
 

- kongruente Objekte haben das gleiche Maß; 
- Eigenschaft der Zerlegungsgleichheit (das Maß des Objekts ist gleich der Summe 

der Maße der Teilobjekte); 
- wird ein Objekt mit Maß M einer zentrischen Streckung mit Streckfaktor k unter-

worfen und hat das gestreckte Objekt das Maß M’, so gilt M’ = |k|D ⋅M, wobei D die 
Dimension der Objekte ist.  

Die letzte Formel kann man benutzen, um bei unbekannter Dimension D diese zu bestimmen:  
 

Bei der Vergrößerung von ℜ um den Faktor r s
s
+  findet man m zu ℜ kongruente Komponen-

ten, für die Dimension D = D(ℜ) gilt also 
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woraus sofort 
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6   Rekursive Darstellung von ℜ 
 
Die Zerlegung von ℜ in m Komponenten zeigt, wie man sich die bisher eher unanschauliche 
Menge ℜ leichter vorstellen kann: 
 
Es sei A die konvexe Hülle der m Punkte A1, …, Am. Die Menge ℜ ist bekanntlich Teilmenge 
von A. Für die folgende Rekursion 
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folgt aus dem Bisherigen sofort 
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Die Näherungen ℜn lassen sich leicht durch ein Computerprogramm graphisch darstellen und 
geben so einen guten Eindruck von der Struktur der Menge ℜ. Einige Beispiele sind in den 
folgenden Bildern dargestellt. Dabei wurden die gleichen Ecken A1, …, Am wie bei den Bil-
der der „Zufallsfraktale“ in 1, Fig. 4, 5, 7 und 8, verwendet und jeweils die ersten 5 Rekursio-
nen gezeichnet. Die entsprechenden Bilder für die Ausgangsfiguren in 8.8.1 finden sich z. B. 
in [5].  
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