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Ubungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie N := (/V;);>0 von INo-wertigen Zufallsvaria-
blen auf (2, F,P) heifit Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0, falls N folgende vier Eigenschaften
erfiillt:

a) No =0 IP-fast sicher.
b) Fiir alle 0 < s < t gilt (N — Ns) ~ Poisson(A(t — s)).

c) Fiir beliebige Zeitpunkte 0 < to < t; < -++ < tp, mit n € IN, ist die Familie der Zuwi#chse
{Ni, — Ny, _, | 1 <i < n} unabhéngig.

d) Die Pfade t — N sind PP-fast sicher rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwerten (wofiir cadlag die
iibliche franzosische Abkiirzung ist).

N,
Zeigen Sie, dass IP-fast sicher gilt: lim RS
t—oo t

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien X; fiir ¢ = 1,...,n unabhingige Zufallsvariablen und S := Z X;. Zeigen Sie durch Berechnung

i=1
der charakteristischen Funktionen von X; und S, dass die folgenden Verteilungsfamilien faltungsstabil
sind (d.h., die Verteilung von S gehért zur selben Verteilungsfamilie wie die von X7).

a) X; ~ Poisson()\;) mit A\; >0 furi=1,...,n.
b) X; ~ N(pi,o?) mit g; € Rund o; >0 fiiri=1,...,n.

c) X; ist Gamma-verteilt mit Parametern a > 0 und r; > 0 firi =1,...,n.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger, reellwertiger, standard-Cauchy verteilter Zufallsvariablen (d.h.,

X, besitze die Verteilungsdichte fx, (z) = m)

a) Zeigen Sie, dass fiir die charakteristische Funktion ¢px, gilt:

ox,(u) =e U vueR.

b) Wie kann aus der Form von ¢y, gefolgert werden, dass X; ¢ L'(P)?

wiederum standard-Cauchy verteilt ist.

. . Xq4 X,
c) Zeigen Sie, dass =1+F=n

d) Erfiillt die Folge (X, )nen die Voraussetzungen des starken Gesetzes der grofien Zahlen? Gilt die
Schlussfolgerung aus dem starken Gesetz der groflien Zahlen?

Abgabe: Montag, 26. Juni 2017, vor der Vorlesung.

Die Losungen konnen in festen Zweiergruppen abgegeben werden. Die Aufgaben sind auf getrennten
Blattern zu bearbeiten, da sie separat korrigiert werden. Auf jedes Blatt schreiben Sie bitte ihre
Namen, Matrikelnummern und Ubungsgruppe.



