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Ubungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei  := [0,1). Zeigen Sie, dass es keine Abbildung P : 2% — [0,1] gibt, welche die folgenden drei
Bedingungen erfiillt:

a) PO =1,
b) P[U Ak} = 3" P[] fiir disjunkte A, € Q, k € I, und
keN keIN

c¢) P[A] = P[T,(A)] fiir alle A € 22 und = € R, fiir T}, : 2 — 2 definiert durch
Tp(A):={a+zmodl|ac A} ={yeQ|y—zmod1le A}

Hinweis: Betrachten Sie die Aquivalenzrelation w ~ w' = w —w' € Q auf Q.

Aufgabe 2 (5 Punkte 4+ 1 Zusatzpunkt)
Sei F eine o-Algebra iiber Q2 und seien A, B, (A, )nen Ereignisse aus F.
a) Zeigen Sie, dass fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf F gilt:
(i) (Monotonie) A C B = P(A) < P(B),
(i) (o-Subadditivitiit) ]P[U An] <3 P4,

n>1 n>1

(iif) (o-Stetigkeit) Falls A, | A, d.h. A1 D A3 > ... und A= (1] Ap, so gilt

n=1

P[A,] — P[A] fir n — oo.

(iv) Falls A, — A, d.h. 14, (w) = 1a(w) Yw € Q, so gilt P[A4,] — P[A] fir n — oo, wobei
1 A
Ta(w):=1 " we die Indikatorfunktion einer Menge ist.
0, sonst
b) (Zusatz) Zeigen Sie, dass eine normierte, additive Mengenfunktion p : F — [0, 1] (d.h. u(Q) =1,
w(AUB) = u(A)+p(B) fiir disjunkte A, B), welche o-stetig ist, auch ein Wahrscheinlichkeitsmafl
ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte 4+ 2 Zusatzpunkte)

In einer Urne liegen r rote und b blaue Kugeln mit » > b. Wir ziehen die Kugeln nacheinander (ohne
Zuriicklegen). Uns interessiert das Ereignis A, ;, dass dabei nach jedem Zug stets (strikt) mehr rote
als blaue Kugeln gezogen wurden.

a) Geben Sie einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum an, der das Problem gestaltet.

b) Was ist die Wahrscheinlichkeit von A, 1, also bei einer blauen Kugel und r > 1 roten Kugeln?

)

c) Was ist die Wahrscheinlichkeit von A4 2?

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit von A, 7
)

e) (Zusatz) Was ist die allgemeine Wahrscheinlichkeit von A, ,?



Aufgabe 4 (Prisenzaufgabe)
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie.

a) Bei drei Wiirfeln ist die Wahrscheinlichkeit, einen Zweierpasch zu bekommen genau ég

b) Fiir beliebige Ereignisse A, B € F ist P[A N B] = P[A]P[B].
c) Esist o({Q}) = 29, wobei 29 die Potenzmenge von Q ist.
d) Aus P[A] = 0 folgt P[AU B] = P[B] fiir Ereignisse A, B € F.

f) Der Durchschnitt zweier o-Algebren {iber € ist wiederum eine o-Algebra iiber (2.

)
)
)
)
e) Aus P[A] =1 folgt A =, falls || < co und 4 € F.
)
g) Es gibt eine o-Algebra mit 42 Elementen.
)

h) Seien p und v Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, B(R)) mit p((a,b]) = v((a,b]) V a < b. Dann ist
w=v.
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