Ubungsaufgaben 14
Integration lings eines Weges

Aufgabe 1. Seien Intervallgrenzen a, » € R mit a < b des abgeschlossenen be-
schrinkten Intervalls X = [a, b] C R sowie zwei Stammfunktionen p : X — R und
a : X — R regulierter Funktionen gegeben, so dal3 p(t) > po fiir jedes 1 € X und
eine untere Schranke py > 0 gilt. Sei desweiteren der Weg y : X — C definiert durch

y(t) = p(t) ExpQria(t)) = p(t)(cos2ma(t),sin2wra(t)) firt € X.

1. Man zeige, dal3 unter diesen Voraussetzungen stets folgende Beziehung gilt:
d .
[ = mp®) = n(p(@) + 2ri@(b) ~ e
v

2. Man gebe zugleich notwendige und hinreichende Bedingungen an p und « an, un-
ter denen y ein geschlossener Weg ist und berechne fiir diesen Fall die Windungszahl
ind(y, 0) € Z von y in bezug auf den Nullpunkt! ®

Aufgabe 2. Seien der geschlossene Weg y : [0,2n] — C entlang der Einheitskreislinie
S = {z € C | |z| = 1} und die stetige Funktion g : S — C durch

1
y(t) = Exp(it) = (cost,sint) firt € [0,27] und g(¢) = m fir¢c eS
vorgegeben. Man berechne die Werte
1 d
f(z) = s i ec\s

2ri J, {—z
der Funktion f : C \ S — C durch Teilbruchzerlegungen! ®
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Aufgabe 3. Seien die Wege yx, oy : [ £, W] — C fiir k € {0, 1,2} durch
2k 2n(k+1)]
3 b

21k 27'r(k+1)]
3

yi(t) = (3cost + L cos2z, 2sint — §sin2¢) fiirs e [2Z5

ok(t) = (3cost — 2 cos4r, $sint — sindr) firs € [22Z5

definiert sowie die drei geschlossenen Wege y = yo @ y1 @ v» : [0,27n] — C und
0=00®00190,:[0,27] > Csowiew =y Do By, Doo®y1 Doy :[0,4n] - C
durch entsprechende Zusammensetzungen gegeben.
1. Man bestimme die Lange des geschlossenen Weges w!
2. Man berechne die Windungszahl
L[
27 T 2ni y ¢ 2

des Weges w in bezug auf 0, mdem man einen der folgenden Losungswege wihlt:

ind(w, 0) =

2.1. Man berechne die beiden Integrale lings y und o direkt (und mithsam) mit-
tels elementarer Variablentransformationen zur Integration der Verkettung rationaler
und trigonometrischer Funktionen!

2.2. Sei der geschlossene Weg x : [0, 2] — C entlang einer Kreislinie durch

x(t) = Exp(it) = (cost,sint) fiirt € [0, 27r] gegeben.

Man finde eine geschlossene Deformation ¢ : [0, 2] %[0, 1] = C von y in x innerhalb
von C \ {0} sowie eine geschlossene Deformation ¢ : [0,27] x [0,1] — C von ¢ in x
innerhalb von C \ {0}, die eine (elegante) Zuriickfithrung beider Integrale lings y
und o auf Integrale langs » mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy gestattet!



