
Übungsaufgaben 4

Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Aufgabe 1. Sei die Folge .fn/ von Funktionen fn W R! R durch

fn.x/ D
nx

.nx/2 C 1
für x 2 R und n 2 N definiert:

1. Man zeige, daß die Funktionenfolge .fn/ punktweise gegen die durch f .x/ D 0

für x 2 R definierte Grenzfunktion f W R! R konvergiert!
2. Seien a, b 2 R mit a < b beliebig vorgegeben. Man weise nach, daß die Funktio-

nenfolge .fn/ genau dann gleichmäßig auf dem abgeschlossenen Intervall Œa; b� gegen
die Grenzfunktion f konvergiert, wenn 0 … Œa; b� gilt! ±

Aufgabe 2. Seien eine reelle Zahl r 2 ��1; 1Œ beliebig vorgegeben und zwei Funktio-
nenreihen .cn/ und .sn/ als Folgen von Teilsummen cn, sn W R! R durch

cn.x/ D

nX
kD0

rk cos kx und sn.x/ D

nX
kD0

rk sin kx für x 2 R, n 2 N [ f0g

definiert. Man zeige, daß die Funktionenreihe .cn/ bzw. .sn/ jeweils gleichmäßig ge-
gen die durch

c.x/ D
1 � r cos x

1 � 2r cos x C r2
bzw. s.x/ D

r sin x

1 � 2r cos x C r2
für x 2 R

definierte Grenzfunktion c W R! R bzw. s W R! R konvergiert! ³

Aufgabe 3. Sei die Folge .ak/ komplexer Zahlen durch die rekursive Vorschrift

a0 D 1; a1 D �i; ak D �2iak�1 C ak�2 für alle k 2 N, k � 2 gegeben:

1. Man bestimme den Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe .sn/ der durch
sn.x/ D

Pn
kD0 akxk für n 2 N [ f0g und x 2 C definierten Teilsummen sn W C ! C

mit den Koeffizienten .ak/ um den Nullpunkt sowie die Grenzfunktion s W X ! C,
gegen die diese Potenzreihe im Kreis X D

˚
x 2 C j jxj < R

	
konvergiert!

2. Man finde eine explizite Darstellung für die Folge .ak/ der Koeffizienten! ±


