Ubungsaufgaben 6
Differenzierbare Funktionen

Aufgabe 1. Seiena > b > 0 und § = va? — b? > 0 gegeben sowie die Ellipse mit
den Brennpunkten zy = (6,0) € C und z_ = (—4,0) € C sowie den Halbachsen a
und b durch die Funktion f : [0,27] — C beschrieben, welche durch

f() = (acost,bsint) fiurt € [0,2n]

definiert wird. Sei ferner t € [0, 2] ein beliebig fixierter Punkt.
1. Man weise nach, daB | f(t) — z4| + | f(r) — z_| = 2a gilt, somit die Kreislinien

{xE(C||x—Z_|:2a} und {xEC||x—f(‘E)|:|Z+—f(‘E)|}
genau einen Punkt x; € C und die Kreislinien
{xeCl|lx—z4|=2a} und {xeC||x—f(0)|=|z——fOl}

genau einen Punkt x_ € C gemeinsam haben!
2. Wird die Linearisierung g : R — C, welche f in t tangential beriihrt, durch

gty = f(x)+ Df(r)(t —7) firteR

gegeben, so zeige man, dall es Punktery € Rund - € R mit g(t4) = %(er +z4)
und g(z-) = %(x_ + z_) gibt und auBerdem |g(z+)| = |g(t-)| = a gilt!
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Aufgabe 2. Seien die Intervalle X; = |—o0, —1[, X, = ]—1, 1] und X5 = ]1, oo und
die Funktionen f : R — R sowie g : X; U X, U X3 — R wie folgt definiert:

1
f(x) =arctanx firx eR, g(x)= Earctanl— firx € X; U X, U X3.

— x2
1. Man weise nach, daB3 Df(x) = Dg(x) firalle x € X; U X, U X3 gilt!
2. Man zeige, dal3 es Konstanten a1, a,, az € R gibt, so daB} fiir jedes £ € {1,2, 3}

f(x)—g(x) =a, furallex € X,
gilt und berechne diese Konstanten ay, a,, az € R! ®

Aufgabe 3. Man zeige durch vollstindige Induktion iiber £ € N U {0} und Differen-

tiation, daB die Reihe (ZZ=O (“lfk)xk> fiir jedes x € K, |x| < 1 gegen die Summe

i(“k)k '

X = —
_ L

—\ ¢ (1 — x)it1

konvergiert! ©



