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Hinweise

. Bitte fiillen Sie das Deckblatt vollstindig und gut lesbar aus!

. Sie konnen als Hilfsmittel ein beidseitig handbeschriebenes A4-Blatt benutzen.
. Sie haben 90 Minuten Zeit fiir die Losung der Aufgaben.

. Bitte fangen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt an!

. Versehen Sie alle Losungsblétter mit [hrer Matrikelnummer und Threm Namen!
. Die Losungen zu den Aufgaben sollen moglichst gut begriindet werden!

. Aufgaben konnen auch in Teilen bearbeitet werden.

. Nach dem Klausurende sind die Losungsblétter im Faltblatt abzugeben!
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Aufgabe 1. Man weise (durch Teilung des Einheitskreises) nach, da3 die Beziehung

" 2wk
X:2cos2 N =1
k=0 n+

fur alle n € N gilt!

Losung. 1. Seien n € N sowie die (2n + 1)-ten Einheitswurzeln

2k 2wk
v = | cos il ,sin il eC firke{0,1,...,2n}
2n + 1 2n + 1

2n+1

vorgegeben. Da wegen der Moivre-Formel v] = (cos2m,sin2x) = 1 gilt, liefert

die Summenformel der geometrlschen Reihe fiir v; # 1 zunéchst

und demzufolge

2n

2k 2k < <IN

k=0

2. Da die Beziehung cos x = cos(2w — x) fiir alle x € R gilt, folgt daraus
2n n 2k 2n
OZX_:COSZn 1:1—|—X_:coszn+1+ _X;rlcos

2k
=1 27 —
+Zcos - Z cos(n 2n+1)

2n

27(2n +1—k) z 2k
=1 =1 2
+Zcoszn +kzn;1° 2+ 1 +§ O 1

und somit schlieBlich

2cos =24 2cos
Z Z

fiir jedes n € N. 0




Aufgabe 2. Sei die Potenzreihe (s,) durch die Teilsummen s,(z) = Y }_, axz* fiir
z € C, n € N und die Koeffizienten

ar = (k + 1)(k +3) fiirk € N U {0} vorgegeben.

Man zeige, daB die Potenzreihe (s,) im Einheitskreis E = {z € C | |z| < 1} punkt-
weise konvergiert und bestimme die Grenzfunktion s : E — C, gegen welche die
Potenzreihe (s,) in E konvergiert!

Losung. 1. Mit Hilfe des Quotientenkriteriums
2 4 1+2)(1+ 2
lim A gy GG (D)
k—oo dj k—oo (k + 1)(k +3) k—oo (1 + E)(l + E)

ergibt sich der Konvergenzradius R = 1 der gegebenen Potenzreihe (s,). Damit kon-

vergiert (s,) in E punktweise gegen eine analytische Grenzfunktion s : E — C.

2. Ferner konvergiert die durch die Teilsummen f,,(z) = > ;_, ¥ firzeC,neN
definierte geometrische Reihe ( f,) in E punktweise gegen die durch f(z) = & fir
z € E definierte analytische Grenzfunktion f : E — C und somit auch die m-mal
summandenweise differenzierte Potenzreihe (D™f,) in E fiir jedes m € N gegen die
m-te Ableitung D”f : E — C der Grenzfunktion f : E — C. Firm € {1,2} und
jedes z € E folgt

1 C k—1 C k
(]]__—Z)ZZDf(Z):ZkZ :Z(k+1)Z,
k=1 k=0
2 o0 o0
———— =D*(z) =) k(k+ 1" = 1 2)z*
TR 1(2) k; (k + 1)z I;(k + Dk +2)z
und somit schlieBlich durch Addition die Gestalt
1 2 > P
s(z) = TR T i = > (k+ Dk +3)z5 firallez € E

k=0
der Grenzfunktion s : E — C der konvergenten Potenzreihe (s,). OJ



Aufgabe 3. Seien die Intervallgrenzen a, b € R mit 0 < a < b beliebig vorgegeben.
Man berechne fiir jeden Parameter § € R den Wert des Integrals

b
7 = [ 5 ) dx
und weise nach, daf3 die dadurch definierte Funktion f : R — R stetig ist!

Losung. 1. Im Falle B # 0 fiihrt teilweise Integration auf ein Grundintegral: Es gilt

b b
f(B) = / P In(x) dx = b2 In(b) ; aP In(a) B % )lcdx
_bPIn)—afIn(@) " xP! e b In(b) —a’ In(a)  bF —af
- B « B B B

2. Im Falle B = 0 wird das Integral durch teilweise Integration reproduziert: Es gilt

b b
1 1
/ —-In(x)dx + f In(x) - — dx = In*(b) — In?(a),
a X a X
woraus sich folgender Wert des Integrals ergibt:

/b In(x)dx _ In?(b) — In*(a)

fO= [ = .

3. Als Verkettung von Exponential- und rationalen Funktionen ist f : R — R in
jedem Punkt B # 0 stetig. Die Stetigkeit im Punkt 8 = 0 wird durch Anwendung der
Regel von Bernoulli-de L’Hospital nachgewiesen: Wegen Schritt 1 gilt

. _ (B In(b) — 1) exp(B In(b)) — (B In(a) — 1) exp(p In(a))
Jim f(B) = Jim 52
~ lim B In*(b) exp(B In(b)) — B In(a) exp(p In(a))
B—0 28
— lim In2(b) exp(B In(h)) — In?(a) exp(B In(a)) _ In?(b) — In%(a)
B—0 2 2
und somit tatsdchlich limg_,¢ f(B) = f(0) aufgrund von Schritt 2. OJ




Aufgabe 4. Man zeige, daB3 das beidseitig uneigentliche Integral

* dx
/0 (1+x)/x
als Grenzwert eigentlicher Integrale existiert und berechne diesen Wert (durch eine
dafiir geeignete Variablentransformation)!

Lésung. Definiert man durch ¢(¢) = t? die Transformation ¢ : ]0, co[ — ]0, oo[ der
neuen Variablen ¢ € |0, oo| in die alte Variable x € ]0, ool so fiihrt die Transformati-
onsformel fiir die neuen Grenzen a, b € ]0, oo[ auf das Grundintegral

/W’) dx _/b De(t)ydt —_ (* 24t
o@ T+0VX  Jo (L +e@) Vo) Ja 1412

Wegen der Beziehungen lim, o ¢(a) = 0 und limp_, o ¢(b) = 0o sowie

= 2arctanb — 2 arctana.

. i T
limarctana =0 und lim arctanh = —
alo b—o0 2

ist damit die Existenz des Grenzwerts

/°° dx _
0 (1+x)ﬁ_n

nachgewiesen. O



Aufgabe 5. Sei ein Parameter § > 0 gegeben und ein uneigentlicher Weg y : R — C
entlang einer Kettenlinie mittels

y(t) = (t,8cosh %) firr e R
definiert und fiir jedes 7 € R durch
g:(t) =y()+ Dy(x)(t — 1) firreR

die Linearisierung g, : R — C gegeben, welche y in t tangential beriihrt.
1. Man weise nach, daB3 die Kreislinie {z € C | |z — (7,0)| = §} und die Gerade
{g:(1) € C | t € R} fiir jedes T € R genau einen Punkt o(7) € C gemeinsam haben!
2. Man zeige, daB3 fiir den so konstruierten uneigentlichen Weg o : R — C sowohl

= |y(x) —o ()|
fiir jedes t € R gilt!

Do(r) = jtanh % - ((r,0) —o(r)) alsauch '/r |Dy(t)|dt
0

y(1)
y(7)

o (1) o(7)

(t.0) 0 (z.0)




Lésung. 1. Die Linearisierung g, : R — C von y in t € R hat die Gestalt
g:(t) = (r.8cosh ¥) + (r —7) (I,sinh §) firs € R.
Somit muB jeder Punkt z = (¢,£) € C, welcher auf der Geraden {g(r) € C | t € R}
und der Kreislinie {z € C | |z — (z,0)| = §} liegt, den beiden Gleichungen
(1) Scoshg + (1 —1)sinh g =§
(2) (t—1)?+& =8

geniigen. Setzt man die Gleichung (1) in die Gleichung (2) ein, dann ergibt sich auf-
grund des Additionstheorems coshz(al) — sinh2(§) = 1 die quadratische Gleichung

0=(t—1)>+ (§cosh + (r — ) sinh §)*> — §?

= (t — 7)* (1 + sinh*()) + 28(t — 7) cosh £ sinh £ + 8% cosh?(§) — §°

= (t — t)*cosh®(%) + 28(t — 7) cosh £ sinh £ + 8% sinh?()

= ((t —t)cosh ¥ + §sinh £)?
in 7, welche die eindeutig bestimmte Losung 1 = 7 —§ tanh £ € R hat. Setzt man diese
Losung in Gleichung (1) ein, so erhilt man wegen cosh?(F) — sinh?(§) = 1 folglich
§cosh?(§) —8sinh*(5) &

cosh § cosh §

£ =6cosh i —dtanh sinh § =

Fiir den anfangs beliebig vorgegebenen Punkt t € R ist somit

§sinh £
U(‘C)Z(‘L’— o s ’ )E(C

T T
cosh 5 cosh 5

der einzige Punkt, welcher auf der gegebenen Gerade und der angegebenen Kreislinie
liegt, wodurch ein differenzierbarer uneigentlicher Weg o : R — C definiert wird.
2. Der uneigentliche Weg o : R — C hat in t € R die Ableitung

cosh?(%) — sinh?(% sinh £ sinh £ /sinh 1
DU(T): 1 — (8) (5)’_ § — i( i’_ r)-
coshz(g) cosh2(§) cosh¥ \coshf’ coshf
Aufgrund der Gestalt der Differenzen
o 5 sinh § 1 d 5 sinh © 1 sinh §
(t,0)—a(x) = coshZ’ _coshg und y(z)—o(r) = dsinh 5 cosh Z ' cosh %

ergibt sich fiir jedes r € R einerseits Do (r) = 5 tanh - ((z,0) — o(7)) und wegen

/ |Dy(t)|a’t=/ !(l,sinhé)‘dt:/ cosh £ dr = §sinh £
0 0 0

auch die Ubereinstimmung | [, |Dy(¢)| dt| = |y(r) — o ()| der Weglingen. O



