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Hinweise

1. Bitte füllen Sie das Deckblatt vollständig und gut lesbar aus!
2. Sie können als Hilfsmittel ein beidseitig handbeschriebenes A4-Blatt benutzen.
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Aufgabe 1. Man weise (durch Teilung des Einheitskreises) nach, daß die Beziehung
nX
kD0

2 cos
2�k

2nC 1
D 1

für alle n 2 N gilt! ³

Lösung. 1. Seien n 2 N sowie die .2nC 1/-ten Einheitswurzeln

vk D

�
cos

2�k

2nC 1
; sin

2�k

2nC 1

�
2 C für k 2 f0; 1; : : : ; 2ng

vorgegeben. Da wegen der Moivre-Formel v2nC11 D .cos 2�; sin 2�/ D 1 gilt, liefert
die Summenformel der geometrischen Reihe für v1 ¤ 1 zunächst

2nX
kD0

vk1 D
1 � v2nC11

1 � v1
D 0

und demzufolge
2nX
kD0

�
cos

2�k

2nC 1
; sin

2�k

2nC 1

�
D

2nX
kD0

vk D

2nX
kD0

vk1 D 0:

2. Da die Beziehung cos x D cos.2� � x/ für alle x 2 R gilt, folgt daraus
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2�.2nC 1 � k/
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und somit schließlich
nX
kD0

2 cos
2�k

2nC 1
D 2C

nX
kD1

2 cos
2�k

2nC 1
D 1

für jedes n 2 N. �



Aufgabe 2. Sei die Potenzreihe .sn/ durch die Teilsummen sn.z/ D
Pn
kD0 akz

k für
z 2 C, n 2 N und die Koeffizienten

ak D .k C 1/.k C 3/ für k 2 N [ f0g vorgegeben:

Man zeige, daß die Potenzreihe .sn/ im Einheitskreis E D
˚
z 2 C j jzj < 1

	
punkt-

weise konvergiert und bestimme die Grenzfunktion s W E ! C, gegen welche die
Potenzreihe .sn/ in E konvergiert! ³

Lösung. 1. Mit Hilfe des Quotientenkriteriums

lim
k!1

akC1

ak
D lim

k!1

.k C 2/.k C 4/

.k C 1/.k C 3/
D lim

k!1

�
1C 2

k

��
1C 4

k

��
1C 1

k

��
1C 3

k

� D 1
ergibt sich der Konvergenzradius R D 1 der gegebenen Potenzreihe .sn/. Damit kon-
vergiert .sn/ in E punktweise gegen eine analytische Grenzfunktion s W E! C.

2. Ferner konvergiert die durch die Teilsummen fn.z/ D
Pn
kD0 z

k für z 2 C, n 2 N

definierte geometrische Reihe .fn/ in E punktweise gegen die durch f .z/ D 1
1�z für

z 2 E definierte analytische Grenzfunktion f W E ! C und somit auch die m-mal
summandenweise differenzierte Potenzreihe .Dmfn/ in E für jedes m 2 N gegen die
m-te Ableitung Dmf W E ! C der Grenzfunktion f W E ! C. Für m 2 f1; 2g und
jedes z 2 E folgt

1

.1 � z/2
D Df.z/ D

1X
kD1

kzk�1 D

1X
kD0

.k C 1/zk;

2

.1 � z/3
D D2f .z/ D

1X
kD1

k.k C 1/zk�1 D

1X
kD0

.k C 1/.k C 2/zk

und somit schließlich durch Addition die Gestalt

s.z/ D
1

.1 � z/2
C

2

.1 � z/3
D

1X
kD0

.k C 1/.k C 3/zk für alle z 2 E

der Grenzfunktion s W E! C der konvergenten Potenzreihe .sn/. �



Aufgabe 3. Seien die Intervallgrenzen a, b 2 R mit 0 < a < b beliebig vorgegeben.
Man berechne für jeden Parameter ˇ 2 R den Wert des Integrals

f .ˇ/ D

Z b

a

xˇ�1 ln.x/ dx

und weise nach, daß die dadurch definierte Funktion f W R! R stetig ist! ³

Lösung. 1. Im Falle ˇ ¤ 0 führt teilweise Integration auf ein Grundintegral: Es gilt

f .ˇ/ D

Z b

a

xˇ�1 � ln.x/ dx D
bˇ ln.b/ � aˇ ln.a/

ˇ
�

Z b

a

xˇ

ˇ
�
1

x
dx

D
bˇ ln.b/ � aˇ ln.a/

ˇ
�

Z b

a

xˇ�1

ˇ
dx D

bˇ ln.b/ � aˇ ln.a/
ˇ

�
bˇ � aˇ

ˇ2
:

2. Im Falle ˇ D 0 wird das Integral durch teilweise Integration reproduziert: Es giltZ b

a

1

x
� ln.x/ dx C

Z b

a

ln.x/ �
1

x
dx D ln2.b/ � ln2.a/;

woraus sich folgender Wert des Integrals ergibt:

f .0/ D

Z b

a

ln.x/ dx
x

D
ln2.b/ � ln2.a/

2
:

3. Als Verkettung von Exponential- und rationalen Funktionen ist f W R ! R in
jedem Punkt ˇ ¤ 0 stetig. Die Stetigkeit im Punkt ˇ D 0 wird durch Anwendung der
Regel von Bernoulli-de L’Hospital nachgewiesen: Wegen Schritt 1 gilt

lim
ˇ!0

f .ˇ/ D lim
ˇ!0

.ˇ ln.b/ � 1/ exp.ˇ ln.b// � .ˇ ln.a/ � 1/ exp.ˇ ln.a//
ˇ2

D lim
ˇ!0

ˇ ln2.b/ exp.ˇ ln.b// � ˇ ln2.a/ exp.ˇ ln.a//
2ˇ

D lim
ˇ!0

ln2.b/ exp.ˇ ln.b// � ln2.a/ exp.ˇ ln.a//
2

D
ln2.b/ � ln2.a/

2

und somit tatsächlich limˇ!0 f .ˇ/ D f .0/ aufgrund von Schritt 2. �



Aufgabe 4. Man zeige, daß das beidseitig uneigentliche IntegralZ 1
0

dx

.1C x/
p
x

als Grenzwert eigentlicher Integrale existiert und berechne diesen Wert (durch eine
dafür geeignete Variablentransformation)! ³

Lösung. Definiert man durch '.t/ D t2 die Transformation ' W �0;1Œ ! �0;1Œ der
neuen Variablen t 2 �0;1Œ in die alte Variable x 2 �0;1Œ, so führt die Transformati-
onsformel für die neuen Grenzen a, b 2 �0;1Œ auf das GrundintegralZ '.b/

'.a/

dx

.1C x/
p
x
D

Z b

a

D'.t/ dt

.1C '.t//
p
'.t/

D

Z b

a

2 dt

1C t2
D 2 arctan b � 2 arctan a:

Wegen der Beziehungen lima#0 '.a/ D 0 und limb!1 '.b/ D1 sowie

lim
a#0

arctan a D 0 und lim
b!1

arctan b D
�

2

ist damit die Existenz des GrenzwertsZ 1
0

dx

.1C x/
p
x
D �

nachgewiesen. �



Aufgabe 5. Sei ein Parameter ı > 0 gegeben und ein uneigentlicher Weg  W R! C

entlang einer Kettenlinie mittels

.t/ D
�
t; ı cosh t

ı

�
für t 2 R

definiert und für jedes � 2 R durch

g�.t/ D .�/CD.�/.t � �/ für t 2 R

die Linearisierung g� W R! C gegeben, welche  in � tangential berührt.
1. Man weise nach, daß die Kreislinie

˚
z 2 C j jz � .�; 0/j D ı

	
und die Gerade˚

g�.t/ 2 C j t 2 R
	

für jedes � 2 R genau einen Punkt �.�/ 2 C gemeinsam haben!
2. Man zeige, daß für den so konstruierten uneigentlichen Weg � W R! C sowohl

D�.�/ D 1
ı

tanh �
ı
�
�
.�; 0/ � �.�/

�
als auch

ˇ̌̌̌Z �

0

jD.t/j dt

ˇ̌̌̌
D j.�/ � �.�/j

für jedes � 2 R gilt! ³

.�; 0/
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�.�/

.t; 0/

.t/

�.t/

0



Lösung. 1. Die Linearisierung g� W R! C von  in � 2 R hat die Gestalt

g�.t/ D
�
�; ı cosh �

ı

�
C .t � �/

�
1; sinh �

ı

�
für t 2 R:

Somit muß jeder Punkt z D .t; �/ 2 C, welcher auf der Geraden
˚
g�.t/ 2 C j t 2 R

	
und der Kreislinie

˚
z 2 C j jz � .�; 0/j D ı

	
liegt, den beiden Gleichungen

ı cosh �
ı
C .t � �/ sinh �

ı
D �(1)

.t � �/2 C �2 D ı2(2)

genügen. Setzt man die Gleichung (1) in die Gleichung (2) ein, dann ergibt sich auf-
grund des Additionstheorems cosh2

�
�
ı

�
� sinh2

�
�
ı

�
D 1 die quadratische Gleichung

0 D .t � �/2 C
�
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in t , welche die eindeutig bestimmte Lösung t D � �ı tanh �
ı
2 R hat. Setzt man diese

Lösung in Gleichung (1) ein, so erhält man wegen cosh2
�
�
ı

�
� sinh2

�
�
ı

�
D 1 folglich

� D ı cosh �
ı
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ı
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D
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D
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:

Für den anfangs beliebig vorgegebenen Punkt � 2 R ist somit

�.�/ D

�
� �

ı sinh �
ı

cosh �
ı

;
ı

cosh �
ı

�
2 C

der einzige Punkt, welcher auf der gegebenen Gerade und der angegebenen Kreislinie
liegt, wodurch ein differenzierbarer uneigentlicher Weg � W R! C definiert wird.

2. Der uneigentliche Weg � W R! C hat in � 2 R die Ableitung

D�.�/ D

 
1 �

cosh2
�
�
ı

�
� sinh2

�
�
ı

�
cosh2

�
�
ı

� ;�
sinh �

ı

cosh2
�
�
ı

�! D sinh �
ı

cosh �
ı

�
sinh �

ı

cosh �
ı

;�
1

cosh �
ı

�
:

Aufgrund der Gestalt der Differenzen
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�
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;
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�
ergibt sich für jedes � 2 R einerseits D�.�/ D 1

ı
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ı
�
�
.�; 0/ � �.�/

�
und wegenZ �
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dt D ı sinh �

ı

auch die Übereinstimmung
ˇ̌R �
0
jD.t/j dt

ˇ̌
D j.�/ � �.�/j der Weglängen. �


