Ubungsaufgaben 1
Reelle Zahlen

Aufgabe 1. Man beweise, dal die Beziehung

n

Lk +1)  n+1

fir jedes n € N gilt! ®
Losung. Der Beweis soll induktiv liber n € N gefiihrt werden:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ergibt sich tatsichlich
1

]; kk+1) 2
Induktionsschritt: Unter der Induktionsvoraussetzung, da3 die Formel

n

Lk +1)  n+1

fiir ein n € N gilt, ergibt sich durch die Rechnung

oo 1 1 n 1

Zk(k—l—l) Zk(k+1) n+1DH(n+2) n+1 (n—l—l)(n+2)

_onm+2)+1  (m4+1)> a4l
S+ Dn+2 m+Dm+2) n+2
in der Tat die Induktionsbehauptung. Damit ist der Induktionsbeweis erbracht. [

Alternative Losung. Der Beweis kann auf direktem Wege mit Hilfe der Zerlegung
1 1 1
—— =———— firkeN
Kk+1) Kk k+1
in Teilbriiche gefiihrt werden: Eine Indexverschlebung liefert namlich
n+1

“ 1 n
;m k Zk+1_Z Zk n+1 T+l

und somit die gewunschte Formel fiir jedes n € N. 0J
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Aufgabe 2. Sei K ein geordneter Korper und n € N. Seien ferner beliebige Elemente
V1, ..., Vn € K sowie geordnete Elemente x1, ..., x, € K derart vorgegeben, dal3

Xy <x¢ furallek,fe{l,...,n}jmitk <¥¢
gilt. Ist f : {1,...,n} — {1,...,n} irgendeine bijektive Abbildung, die die Ordnung
Ve < Vre furallek,fe{l,....njmitk </{

herstellt, so zeige man, da3 dann stets die Ungleichung

n n
Z Xk Yk = Z Xk Vf k)
k=1 k=1

erfullt ist!

Losung. Der Beweis wird induktiv iiber die Anzahl n € N gefiihrt:
Induktionsanfang: Im Falle n = 1 gilt fiir alle x;, y; € K und die einzige (durch
f(1) = 1 definierte) bijektive Abbildung f : {1} — {1} offensichtlich x;y; = x1yrq).
Induktionsschritt: 1. Unter der Induktionsvoraussetzung, da3 die Aussage fiir ein
n € N gilt, soll die Aussage fiir n + 1 nachgewiesen werden: Seien dazu geordnete
Elemente xq,...,x,+1 € K derart vorgegeben, dal3

(1) xp <xg furallek,fe{l,...,n+ 1}mitk </
giltund 2 : {1,...,n+1} — {1,...,n+ 1} eine bijektive Abbildung, die die Ordnung
(2) Yoy < yne furallek,fe{l,....n+1}mitk </{
unter den beliebig vorgegebenen Elementen yq, ..., y,+1 € K herstellt.
2. Definiert man die bijektive Abbildung g : {1,...,n+ 1} = {1,...,n + 1} durch
gm+1)=hn+1), ghn+1)=n+1,
glk)y=k furke{l,...,n}\{h(n + 1)},

so soll zuerst gezeigt werden, dal3 folgende Ungleichung gilt:
n+1 n+1

(3) D Xk <) XV
k=1 k=1

Da aufgrund von (1) und (2) sowohl x5, 4+1) < X,+1 alsauch y,+1 < yru+1) gelten,
ergibt sich 0 < (Xp+1 — Xn(1+1)) Vr(n+1) — Yn+1) und somit zunéchst
Xh(n+1)Yh(n+1) T Xn+1Vn+1 < Xn(+1)Yn+1 + Xn+1Vh(n+1)
= Xn(n+1)Yg(h(n+1)) T Xn+1YVgn+1)-

2.1. Im Falle h(n + 1) € {1,...,n} gelangt man durch Addition aller fehlenden
Terme xxyx = Xk ygi) fir k € {1,...,n} \ {h(n + 1)} auf beiden Seiten der letzten
Ungleichung zur Abschitzung (3).
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2.2.Im Falle h(n 4+ 1) = n 4 1 ist g die Identitit, woraus die Gleichheit in (3) folgt.

3.1. Die Verkettung f = goh : {1,...,n + 1} — {l,...,n + 1} von g und &
ist eine bijektive Abbildung. Da die bijektive Abbildung g mit ihrer Inversen g—!
iibereinstimmt, giltauch go f = gogoh = h.

3.2. Man definiert die Elemente z4, ..., z,+1 € K durch

2t =Ygy €K firle{l,...,n+1}
und erhdlt wegen g o f = h somit
Zf(k) = Vg(f() = Yhy furallek € {1,....n+1}.
Wegen (2) stellt die bijektive Abbildung f : {1,...,n+ 1} — {1,...,n + 1} somit die
Ordnung
Zrk) = Yht) < Ynw) = zrwy furallek,fe{l,...,n+ 1} mitk </

unter den Elementen zy,...,z,4+; € K her. Da wegen f(n + 1) = n + 1 auch die
Einschrankung f|{1,...,n} : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv ist, gilt nach Indukti-
onsvoraussetzung die Ungleichung

n+1 n+1

n n
Zxkzk < Zxsz(k)’ also auch Zxkzk < Zxsz(k)’
k=1 k=1 k=1 k=1

woraus sich aufgrund der Ungleichung (3) schlieBlich die Induktionsbehauptung
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Zkak = Zxkyg(k) = Zxkzk = ZXka(k) = Zxkyh(k)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

ergibt, womit der Induktionsbeweis erbracht ist. OJ
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Aufgabe 3. Man weise nach, da3 in einem Korper K stets die Identitdt
n+1 {—1
ka_ Hyk = Z( I1 Xk) (X¢ — ye) (nyk)
=1 \k={+1 k=0

fir alle n € N, X1,...,X, € K sowie yq,...,y, € K gilt, wenn die Voraussetzung
Yo = Xp+1 = 1 erfiillt ist! ®

Losung. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir die rechte Seite
n+1 -1
R = Z ( [ Xk) (X¢ = ye) (1_[ yk)
k=0+1 k=0
der zu beweisenden Identltat die Beziehung

R ()5 (11 ) ()

k={+1 =1 \k={+1
n n+1 {—1 n n+1 12
5 (1) i)-£(1 ) (017)
{=1 \k={ k=0 £=1 \k={+1 k=0

Durch eine Indexverschiebung in der zweiten Summe ergibt sich daraus

oo () (1) (11 (1)

() (1) (I (1) =11

aufgrund der Voraussetzung yy = x,4+1 = 1. O



Aufgabe 4. Man zeige, daB3 in einem Korper K die Lagrange-Identitit

n n n 2 n—1 n
YD) vi- (Zxkyk) =Y > (aye—xn)?
k=1 (=1 k=1 k=1t=k+1

firallen € N, xq1,...,x, e Kund yq,...,y, € K gilt!

Losung. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion tiber n € N gefiihrt:
Induktionsanfang: Fir n = 1 gilt tatsichlich

1 1
2 2
Zxk Zye - (
k=1 =1 k

1

2
xkyk) = x7y; — (xin1)?
1

0 1
=0=Y > (uye—xew)’

k=1t=k+1
Induktionsschritt: 1. Elementare Umformungen liefern zunéchst

n+1 n+1 n+1 2 n n
zxzzyz—(zmk) =(zx,z+xs+l)(zyz+yzﬂ)
k=1 k=1 (=1

k=1 £=1

" 2
- (Z Xk Yk + Xn+1)’n+1)

k=1

n n n 2
Y ey e (zxkyk)
1 k=1

k=1 =

n
+ Z (x/?yiﬂ + xr%+1)’/% - 2xkyn+1xn+1yk)

k=1
n n n 2
— 2 2
= Zxk Ye — <Zkak)
k=1 =1 k=1

+ Y (kY1 — Xnt1k)’
k=1

fur alle n € N sowie xq,...,X,, Xp+1 € Kund y1,..., v, yn+1 € K.



2. Unter der Annahme, daf3 die Induktionsvoraussetzung

n n n 2 n—1 n

Dok Y v (Zkak) =Y D (ye—xem)?
k=1 £=1 k=1 k=1{=k+1

fiir ein n € N gilt, ergibt sich daraus die Induktionsbehauptung

n+l  n+l n+l e n
in ny - (Zxkyk) = Z Z (xkye — xeyx)* + Z(xkyn-l—l — Xnt17%)
k=1  £=1 k=1

k=14{=k+1 k=1

n—1 n
=D > Cye—xew)?

k=14=k+1
n—1

+ Z(xkyn—i-l - xn+1yk)2 + (XnYnt1 — Xn—i—lyn)2
k=1

n—1 n+1 n+1

= Z Z (Xkye — xeye)* + Z (XnYe — Xeyn)?

k=1{=k+1 {=n+1

n n+1

=D > (ye—xew),

k=10=k+1
womit der Induktionsbeweis erbracht ist. O



Alternative Losung. 1. Furallen e N, xq,...,x, € Kund yy,...,y, € K gilt

n n n n n n
DD Vi Y Xk ) xeye =y Y (XFyZ — xkyrxeye) .
1 k=1 {=1

k=1 = k=1£=1
2. Spaltet man die Doppelsumme auf der rechten Seite in drei Summen tiiber die
Indexbereiche | <k <{ <n,1 <k =4{<n,1 <{ <k <n auf, dann ergibt sich

n n
ZZ (XI?y? _ka’kxéy@) = Z (Xiiyez —xkykxeye)

k=1 (=1 1<k<{<n

n
+ Z (X2 Vi — Xkyixeye) + Z (Xeyi — Xkyrxeye) -
k=1 1<l<k<n

Beachtet man, dal3 die zweite Summe auf der rechten Seite verschwindet und ver-
tauscht man die Indizes k£ und £ in der dritten Summe, so erhilt man

n n
ZZ (Xiy? - xkykx@y@) = Z (x;%y? - xkykxzyz)

k=11{=1 1<k<l<n

+ Z (xezy;%—xeyexkyk)

1<k<{<n

= Z (¥2vE = 2xeyexiyr + X VF)

1<k<f<n
— 2
= > (xrye—xeve)’.
1<k<f<n

Zusammen mit Schritt 1 folgt daraus die Lagrange-Identitét. OJ
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Aufgabe 5. Sei fiir jedes k € N ein offenes Intervall Sy = ]ag, bx[ mit den Grenzen
ag, by € R und a; < by gegeben.

1. Man beweise, dal3 der endliche Durchschnitt N} _, Sk fiir jedes n € N ein offenes
Intervall oder die leere Menge ist!

2. Man zeige durch Diskussion eines Gegenbeispiels, da3 der unendliche Durch-
schnitt N2 | Sx im Allgemeinen weder ein offenes Intervall noch leer ist!

Losung. 1. Die Aussage wird mit Hilfe vollstindiger Induktion nach n € N bewiesen:
Induktionsanfang: Fir n = 1ist N} _ Sk = S ein offenes Intervall.
Induktionsschritt: Unter der Annahme der Induktionsvoraussetzung, dall N7 _ Sk

ein offenes Intervall oder die leere Menge fiir ein n € N ist, existieren im ersten Falle

zwei reelle Zahlen a, b € R mita < b und N}_, Sk = ]a, b[. Man erhilt somit

ﬂZIiSk = (mZ=1Sk) NSpy1=la.b[N]aps1, bp]
={xeR|a<x<bunda,+; <x <byi1}

={x e R | max{a,an+1} < x <min{b, b, 11}}.

Bildet man ¢ = max{a,a,+1} € R und d = min{b,b,11} € R, dann ist N}L] Sk im

Falle ¢ < d das offene Intervall |c, d[ und im Falle ¢ > d oder N}_,Sx = @ die lee-
re Menge. Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen und der Induktionsbeweis
erbracht.

2. Der Durchschnitt einer unendlichen Familie offener Intervalle ist im Allgemei-
nen weder ein offenes Intervall noch leer:

Bildet man die offenen Intervalle Sy = |-, ¢[ fir k € N, dann erhilt man
N Sk = {0}: In der Tat gilt — < 0 < 7 fiir jedes k € N, also 0 € N, Sk.
Fiir jedes x € R mit x # 0 existiert ein £ € N mit £ > blc_l und somit 0 < § < |x|. Es
gilt also x ¢ S¢ und damit erst recht x ¢ N72 | Sk. OJ
Aufgabe 6. Man zeige, dal} in einem geordneten Korper K fiir allen € N und x € K

mit 1 + x > 0 die Bernoulli-Ungleichung (1 + x)” > 1 + nx gilt!

Lésung. Der Nachweis der Bernoulli-Ungleichung soll induktiv tiber n € N erfolgen:
Induktionsanfang: Firn = lund allex e K gilt 1 +x > 1 + x.
Induktionsschritt: Unter der Induktionsvoraussetzung, da3 (1 + x)” > 1 4 nx fiir
allex e Kmit x + 1 > 0 und ein n € N gilt, ergibt sich die Induktionsbehauptung
A+x)" =0 +x)"A+x)> Q+nx)A+x)=14+@n+Dx+nx*>>14+0n+Dx

wegen nx? > 0, womit der Induktionsbeweis erbracht ist. O
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Aufgabe 7. Sein € N gegeben. Eine bijektive Abbildung g : {1,...,n} — {1,...,n}
heil3t Vertauschung, wenn k, £ € {1, ..., n} mit folgender Eigenschaft existieren:

gk)y=4¢, g(f)=k sowie g(m)=m fiurallem e {l,...,n}\ {k,£}.

Man zeige, dal3 sich jede bijektive Abbildung f : {1,...,n} — {1,...,n} als Verket-
tung f = f, o--- 0 f; von n Vertauschungen f,,..., f; : {1,...,n} — {l,...,n}
darstellen 1463t!

Losung. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion tiber n € N gefiihrt:

Induktionsanfang: Im Falle n = 1 wird durch f(1) = 1 die einzige bijektive Abbil-
dung f : {1} — {1} definiert, die offenbar auch eine Vertauschung g, ist.

Induktionsschritt: Unter der induktiven Voraussetzung, dal3 sich jede bijektive Ab-
bildung f : {1,...,n} — {1,...,n} als Verkettung f = f, o--- o f; von n Vertau-
schungen f,,..., f1 : {1,...,n} — {1,...,n} darstellen 14Bt, soll die entsprechende
Induktionsbehauptung fiir n + 1 nachgewiesen werden:

Sei eine bijektive Abbildung 4 : {1,...,n+1} — {1,...,n+1} beliebig vorgegeben.
Man definiert die Vertauschung g : {1,...,.n + 1} — {1,...,n + 1} durch

gm+1)=hn+1), ghn+1)=n+1,
gm)y=m furme{l,...,n}\{h(n + 1)}.

Dagoh:{l,....,n+1} = {1,...,n+ 1} bijektiv ist, mull somit auch die Einschrin-
kung (g o h)|{1,...,n} : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv sein. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es n Vertauschungen f,,..., f1 : {1,...,n} = {1,...,n} derart, dal3

(gOh)Hl,...,n}:an---Ofl

gilt. Definiert man die Vertauschung gz : {1,...,n + 1} — {1,...,n + 1} fir jedes
k € {1,...,n} jeweils als Fortsetzung von f; durch

gk(m+1)=n+1 sowie gr(m)= fr(m) firme{l,..., n},
so erhdlt man die Darstellung
goh:gno...ogl.

Da wie jede Vertauschung auch g mit ihrer Inversen g~! iibereinstimmt, ergibt sich
schlieBlich die gewiinschte Darstellung von 4 als Verkettung

h=gogoh=gogyo---0g

von n + 1 Vertauschungen g, g,,...,g1 :{l,...,n+ 1} = {1,...,n + 1}, womit die
Induktionsbehauptung bewiesen ist. O
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Aufgabe 8. Man beweise, daB3 die Beziehung

o, n(n+1DQn+1)
Zk_ 6

fir jedes n € N gilt!

Lésung. Der Beweis soll induktiv iiber n € N gefiihrt werden:
Induktionsanfang: Fir n = 1 ergibt sich

1
» . (1+DE+1)
}:k_l_ - .

Induktionsschritt: Unter der Induktionsvoraussetzung, dal3 die Formel

N, n(n+1DQ2n+1)
Zk_ 6

fir ein n € N gilt, ergibt sich durch die Rechnung

n+1
Zkz Zkz—i-(n-l—l)z n(n-|—1)6(2n+1) 1)
k=1
_ m+1)(n2n+1)+6(n+1)) _ m+1D)m+2)QHr+1)+1)
6 6

in der Tat die Induktionsbehauptung. Damit ist der Induktionsbeweis erbracht. [J

Aufgabe 9. Man zeige, daB3 in einem Korper K die Formel

n+1
E xk T firallex e K\ {1}undn € N
—X

flr die geometrlsche Summe gilt!

Losung. Seix € K ein beliebiges Element. Dann erhélt man durch Indexverschiebung
n+1

n n n n
CEE) SETED SIS SECLIS) DETRD DI
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

wegen x° = 1. Da im Falle x # 1 stets 1 — x # 0 gilt, folgt daraus durch Multiplika-
tion mit (1 — x)~! € K die Formel fiir die geometrische Summe. O



Aufgabe 10. Man zeige, dal3 die Binomialkoeffizienten die Beziehungen

(Z) :( nk) flirallek,n e NU {0} mitk <n

1
(n;: ): (kil)—i_(Z) fiiralle k, n € N mit k < n

erfiillen und schlie3e daraus, dafl aullerdem auch

k
k+1
Z(”er):(’“L +) fiir alle k, n € N U {0}

sowie

m k

m=0

gilt!

Lésung 1. In der Tat gelten die Beziehungen

ny n! _ n! _ n
(k) N k!'(n —k)! N (n—FK)!'(mn-—mn-k))! _( —k)

fiir alle k, n € N U {0} mit k < n sowie

n ny n! n!
(k—1)+(k) Ck—=D'(n—k+ 1) +k!(n—k)!

B 1 1 n!
- (n—k+l +%) (k — 1) (n —k)!
B n+1 n! B (n+ 1)! _(n+1
Ckn—k+1D) (k—D'mn—k) kKln—k+1)! ( k )
firallek,n € Nmitk <n.
2. Der Beweis der dritten Beziehung wird fiir ein beliebiges n € N U {0} durch
Induktion iiber k € N U {0} gefiihrt:
Induktionsanfang: Tm Falle k = 0 giltin der Tat 3o, _, ("*") = (2) = 1 = ("{").

m 0

Induktionsschritt: Unter der Annahme der Induktionsvoraussetzung, dal3
Xk:(ner) B (n+k+1)
—\ m k
fir ein k € N U {0} gilt, ergibt sich die Induktionsbehauptung
k! n+m k n+m n+k+1
Z m B Z m + k+1
m=0 m=0
_ (kA1 (kT (k2
B k k+1 ) \ k+1

aufgrund der zweiten Beziehung fiir Binomialkoeffizienten. O
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Aufgabe 11. Man beweise, daB3 in einem Korper K die binomische Formel
n
(a+b)" = Z (Z) akb"*  firjedesn € N und alle a, b € K gilt!
k=0
Losung. Der Nachweis der binomischen Formel wird induktiv iiber n € N gefiihrt:
Induktionsanfang: Da fiir alle a € K stets a® = 1 gilt, ergibt sich fiir n = 1 offenbar

1
n\ kon—k _ (1) o 1 0 _
Z(k)ab —(O)ab—l—(l)ab =a-+b.

k=0
Induktionsschritt. Unter der Annahme der Induktionsvoraussetzung, dal3 die bi-
nomische Formel fiir ein n € N gilt, ist die Giiltigkeit der entsprechenden Aussage
fiir n 4+ 1 zu beweisen. Aus (a + b)" "' = a(a + b)" + b(a + b)" folgt unter Benutzung
der Induktionsvoraussetzung durch Indexverschiebung

n+1l _ = (n k+1pn—k = (n kpn—k+1
(a+b) —Z(k)a b -I—Z(k)ab
k=0 k=0
n+1

_ n kpn—k+1 — (n kpn—k+1
_Z(k—l)ab +Z(k)ab
k=1 k=0

Q£ )0

Somit liefert die Formel (,”,) + (}) = (";") schlieBlich die Induktionsbehauptung

+1 n+1 " m+1
py+1l — n n+l pr+l kpn+1-k
@by = (07 e (M ()
+1
_ nX: (” + 1) gk pnti-k
k=0 k
womit der Induktionsbeweis erbracht ist. O



