
Übungsaufgaben 10

Stammfunktionen reeller Funktionen

Aufgabe 1. Man berechne für alle k, m 2 N die IntegraleZ 2�

0

cos kx cosmx dx;
Z 2�

0

cos kx sinmx dx;
Z 2�

0

sin kx sinmx dx

mit Hilfe der Additionstheoreme! ±

Lösung. 1. Seien ` 2 Z und c, s W R ! R durch c.x/ D cos `x sowie s.x/ D sin `x
für x 2 R definiert. Dann gilt Dc.x/ D �` sin `x sowie Ds.x/ D ` cos `x und somitZ 2�

0

cos `x dx D
sin 2�`
`
�

sin 0
`
D 0 für alle ` 2 Z, ` ¤ 0;Z 2�

0

cos `x dx D
Z 2�

0

1 dx D 2� für ` D 0;Z 2�

0

sin `x dx D �
cos 2�`
`

C
cos 0
`
D 0 für alle ` 2 Z, ` ¤ 0;Z 2�

0

sin `x dx D
Z 2�

0

0 dx D 0 für ` D 0:

2. Für alle k, m 2 N und x 2 R gelten die Additionstheoreme

2 cos kx cosmx D cos.k Cm/x C cos.k �m/x;

2 cos kx sinmx D sin.k Cm/x � sin.k �m/x;

�2 sin kx sinmx D cos.k Cm/x � cos.k �m/x;

woraus sich mit Schritt 1 die gesuchten IntegraleZ 2�

0

cos kx cosmx dx D
Z 2�

0

cos.k Cm/x C cos.k �m/x
2

dx D

8<:� für k D m;

0 für k ¤ m;Z 2�

0

cos kx sinmx dx D
Z 2�

0

sin.k Cm/x � sin.k �m/x
2

dx D 0;

Z 2�

0

sin kx sinmx dx D
Z 2�

0

cos.k �m/x � cos.k Cm/x
2

dx D

8<:� für k D m;

0 für k ¤ m;

für alle k, m 2 N ergeben. �
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Aufgabe 2. Sei eine Längeneinheit ı > 0 sowie die Funktion � W �0; �Œ! R durch

�.t/ D �
ı cos 2t

sin t
für t 2 �0; �Œ gegeben:

Sei ferner die Strophoide durch die Funktion s W �0; �Œ! C in Polarkoordinaten

s.t/ D �.t/.cos t; sin t / für t 2 �0; �Œ

sowie ein beliebiger Punkt � 2
�
0; �

2

�
vorgegeben.

1. Man zeige, daß die Punkte s.�/, s
�
�
2

�
und s

�
� C �

2

�
auf einer Strecke liegen undˇ̌

s.�/ � s
�
�
2

�ˇ̌
�
ˇ̌
s
�
� C �

2

�
� s

�
�
2

�ˇ̌
D ı2 giltŠ

2. Man beweise, daß der Punkt 1
2

�
s.�/C s

�
� C �

2

��
auf der reellen Achse liegt und

1
2

ˇ̌
s.�/C s

�
� C �

2

�ˇ̌
D

1
2

ˇ̌
s.�/ � s

�
� C �

2

�ˇ̌
giltŠ

3. Man berechne den Flächeninhalt jener Teilmenge der Ebene, welche von der
Schleife

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
�
4
; 3�
4

�	
der Strophoide umschlungen wird!

4. Man bestimme den Flächeninhalt derjenigen Teilmenge der Ebene, welche von
den Bögen

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
0; �

4

�	
und

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
3�
4
; �
�	

sowie der Asymptote
der Strophoide eingeschlossen wird! ³

Lösung. 1. Aufgrund der Additionstheoreme ergeben sich zunächst die Beziehungen

s.�/ D �ı cos 2� � .cot �; 1/; s
�
�
2

�
D .0; ı/; s

�
� C �

2

�
D ı cos 2� � .� tan �; 1/:

2.1. Daraus folgt sowohl

s.�/ � s
�
�
2

�
D �ı � .cos 2� cot �; cos 2� C 1/ D �ı � .cos 2� cot �; 2 cos2�/

D �ı cot � � .cos 2�; 2 sin � cos �/ D �ı cot � � .cos 2�; sin 2�/

als auch

s
�
� C �

2

�
� s

�
�
2

�
D ı � .� cos 2� tan �; cos 2� � 1/ D �ı � .cos 2� tan �; 2 sin2�/

D �ı tan � � .cos 2�; 2 sin � cos �/ D �ı tan � � .cos 2�; sin 2�/:

Somit liegen die Kurvenpunkte s.�/, s
�
�
2

�
und s

�
� C �

2

�
auf einer Strecke, und es giltˇ̌

s.�/ � s
�
�
2

�ˇ̌
�
ˇ̌
s
�
� C �

2

�
� s

�
�
2

�ˇ̌
D ı2:

2.2. Außerdem erhält man aus Schritt 1 und den Additionstheoremen auch
s.�/C s

�
� C �

2

�
2

D �
ı cos 2�
2

�

�
cos �
sin �

C
sin �
cos �

; 0

�
D �ı cot 2� � .1; 0/;

s.�/ � s
�
� C �

2

�
2

D �
ı cos 2�
2

�

�
cos �
sin �

�
sin �
cos �

; 2

�
D �ı cot 2� � .cos 2�; sin 2�/:

Somit liegt der Mittelpunkt 1
2

�
s.�/C s

�
� C �

2

��
auf der reellen Achse, und es gilt

1
2

ˇ̌
s.�/C s

�
� C �

2

�ˇ̌
D

1
2

ˇ̌
s.�/ � s

�
� C �

2

�ˇ̌
:
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s.�/

s
�
�
2

�

s
�
� C

�
2

�

3. Jene Fläche, welche von der Schleife
˚
s.t/ 2 C j t 2

�
�
4
; 3�
4

�	
der Strophoide

umschlungen wird, hat gemäß der Leibniz-Sektorformel den Inhalt

FS D

Z 3�=4

�=4

�2.t/ dt

2
D

Z 3�=4

�=4

ı2 cos22t dt
2 sin2t

:

Wegen cos 2t D 1 � 2 sin2t ergibt sich der Flächeninhalt

FS D

Z 3�=4

�=4

ı2dt

2 sin2t
�

Z 3�=4

�=4

2ı2dt C

Z 3�=4

�=4

ı2.1 � cos 2t/ dt

der Schleife der Strophoide als Summe dreier Grundintegrale

FS D
ı2
�
cot �

4
� cot 3�

4

�
2

�
ı2.3� � �/

4
�
ı2
�
sin 3�

2
� sin �

2

�
2

D 2ı2 �
�ı2

2
:

4. Seien neben dem Nullpunkt 0 2 C durch ˛ 2
�
0; �

4

�
sowie ˇ 2

�
3�
4
; �
�

zwei
weitere Eckpunkte .�ı cot˛;�ı/ 2 C und .�ı cotˇ;�ı/ 2 C eines Dreiecks auf der
Asymptote der Strophoide vorgegeben. Gemäß der Leibniz-Sektorformel wird aus
diesem Dreieck durch die Bögen

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
0; �

4

�	
und

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
3�
4
; �
�	

der Strophoide eine Fläche mit dem Inhalt

FA.˛; ˇ/ D
ı2.cot˛ � cotˇ/

2
�

Z �=4

˛

�2.t/ dt

2
�

Z ˇ

3�=4

�2.t/ dt

2

herausgeschnitten. Wie zuvor erhält man durch Berechnung von Grundintegralen

FA.˛; ˇ/ D
ı2.cot˛ � cotˇ/

2
�
ı2
�
cot˛ � cot �

4

�
2

C
�ı2

4
� ˛ı2 C

ı2
�
sin �

2
� sin 2˛

�
2

�
ı2
�
cot 3�

4
� cotˇ

�
2

C ˇı2 �
3�ı2

4
C
ı2
�
sin 2ˇ � sin 3�

2

�
2

D 2ı2 C
ı2.sin 2ˇ � sin 2˛/

2
C .ˇ � ˛/ı2 �

�ı2

2
:

Die Grenzprozesse ˛ # 0 und ˇ " � liefern schließlich den Flächeninhalt

lim
ˇ"�

lim
˛#0

FA.˛; ˇ/ D 2ı
2
C
�ı2

2

jener Teilmenge, welche von der Asymptote und den Bögen
˚
s.t/ 2 C j t 2

�
0; �

4

�	
und

˚
s.t/ 2 C j t 2

�
3�
4
; �
�	

der Strophoide eingeschlossen wird. �
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Aufgabe 3. Sei die gebrochene rationale Funktion g W R! R durch

g.x/ D
2x2 C 4

..x � 1/2 C 1/..x C 1/2 C 1/
für x 2 R gegeben:

Man berechne das Integral
R b
a
g.x/ dx für beliebige Intervallgrenzen a, b 2 R durch

eine Zerlegung von g in Teilbrüche und deren anschließende Integration! ±

Lösung. 1. Im Teilbruchansatz

2x2 C 4

..x � 1/2 C 1/..x C 1/2 C 1/
D

a1x C a0

.x � 1/2 C 1
C

b1x C b0

.x C 1/2 C 1

müssen aufgrund der reellen Nullstellenfreiheit der quadratischen Nenner vier unbe-
kannte Koeffizienten a1, a0, b1, b0 2 R bestimmt werden: Für alle x 2 R gilt dann

2x2 C 4 D .a1x C a0/..x C 1/
2
C 1/C .b1x C b0/..x � 1/

2
C 1/

D
�
a1x

3
C 2a1x

2
C 2a1x C a0x

2
C 2a0x C 2a0

�
C
�
b1x

3
� 2b1x

2
C 2b1x C b0x

2
� 2b0x C 2b0

�
;

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

0 D a1 C b1

2 D 2a1 C a0 � 2b1 C b0

0 D 2a1 C 2a0 C 2b1 � 2b0

4 D 2a0 C 2b0

für die vier Unbekannten a1, a0, b1, b0 2 R ergibt. Subtrahiert man das Doppelte
der ersten von der dritten Gleichung, dann erhält man 2a0�2b0 D 0. Mit der vierten
Gleichung 2a0 C 2b0 D 4 folgt daraus a0 D b0 D 1. Setzt man dies in die zweite
Gleichung ein, so bekommt man a1� b1 D 0. Die erste Gleichung a1C b1 D 0 liefert
somit a1 D b1 D 0. Das führt auf die Teilbruchzerlegung

g.x/ D
2x2 C 4

..x � 1/2 C 1/..x C 1/2 C 1/
D

1

.x � 1/2 C 1
C

1

.x C 1/2 C 1
für x 2 R:

2. Mit Hilfe des GrundintegralsZ b

a

dx

.x � x0/2 C 1
D arctan.b � x0/ � arctan.a � x0/ für x0 2 R

ergibt sich schließlichZ b

a

g.x/ dx D arctan.b � 1/ � arctan.a � 1/C arctan.b C 1/ � arctan.aC 1/

für alle a, b 2 R. �
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Aufgabe 4. Seien eine Folge .gn/ von Treppenfunktionen gn W Œ�1; 0�! R durch

gn.�/ D

8<: 1
k
C

1
kC1

für � 2
�
�
1
k
;� 1

kC1

�
und k 2 f1; : : : ; ng;

0 für � 2
�
�

1
nC1

; 0
�
;

sowie eine Folge .fn/ von Stammfunktionen fn W Œ�1; 0�! R für n 2 N durch

fn.x/ D

Z x

�1

gn.�/ d� für alle x 2 Œ�1; 0� definiert:

1. Man zeige, daß die Funktionenfolge .gn/ gleichmäßig gegen eine (regulierte)
Grenzfunktion g W Œ�1; 0�! R konvergiert und bestimme diese Grenzfunktion!

2. Man weise nach, daß die Funktionenfolge .fn/ gleichmäßig gegen eine Stamm-
funktion f W Œ�1; 0�! R von g konvergiert und berechne diese Stammfunktion!

Lösung. 1. Definiert man die Funktion g W Œ�1; 0�! R durch

g.�/ D

8<: 1
k
C

1
kC1

für � 2
�
�
1
k
;� 1

kC1

�
und k 2 N;

0 für � D 0;

dann erhält man für jedes n 2 N als Differenz

g.�/ � gn.�/ D

8̂̂<̂
:̂
0 für � 2

�
�1;� 1

nC1

�
;

1
k
C

1
kC1

für � 2
�
�
1
k
;� 1

kC1

�
und k 2 N, k � nC 1;

0 für � D 0:

Daraus ergibt sich

jg.�/ � gn.�/j �
1

nC 1
C

1

nC 2
für alle n 2 N und � 2 Œ�1; 0�;

woraus die gleichmäßige Konvergenz der Folge .gn/ von Treppenfunktionen gegen
die Grenzfunktion g W Œ�1; 0�! R folgt, die somit reguliert ist.

2. Sei die Folge .xk/ von Punkten aus Œ�1; 0� durch xk D � 1k für k 2 N definiert
und n 2 N beliebig vorgegeben. Die durch

fn.x/ D

Z x

�1

gn.�/ d� für alle x 2 Œ�1; 0�

definierte Stammfunktion fn W Œ�1; 0� ! R von gn W Œ�1; 0� ! R ist als stückweise
lineare Funktion auf jedem der Teilintervalle Œx1; x2�; : : : ; Œxn; xnC1�, ŒxnC1; 0� linear.
Für jedes k 2 f1; : : : ; nC 1g erhält man die Funktionswerte

fn.xk/ D

Z xk

�1

gn.�/ d� D

k�1X
`D1

Z x`C1

x`

gn.�/ d� D

k�1X
`D1

gn.x`/.x`C1 � x`/

D

k�1X
`D1

�
1

`
C

1

`C 1

��
1

`
�

1

`C 1

�
D

k�1X
`D1

1

`2
�

k�1X
`D1

1

.`C 1/2
D 1 �

1

k2
:



6

�1 0

1

2

�1 0

1

2

�1 0

1

2

Mit diesen Werten ergibt sich aus der allgemeinen Darstellung

fn.x/ D

8<:fn.xk/C gn.xk/.x � xk/ für x 2 Œxk; xkC1� und k 2 f1; : : : ; ng;

fn.xnC1/C gn.xnC1/.x � xnC1/ für x 2 ŒxnC1; 0�;

für jedes n 2 N die konkrete Darstellung

fn.x/ D

8<:1 � 1
k2 C g.xk/.x � xk/ für x 2 Œxk; xkC1� und k 2 f1; : : : ; ng;

1 � 1
.nC1/2

für x 2 ŒxnC1; 0�:

Somit konvergiert die Funktionenfolge .fn/ punktweise gegen die durch

f .x/ D

8<:1 � 1
k2 C g.xk/.x � xk/ für x 2 Œxk; xkC1� und k 2 N;

1 für x D 0;

gegebene Grenzfunktion f W Œ�1; 0�! R.
3. Da sich für alle x 2 Œxk; xkC1� und k 2 N, k � nC 1 die Differenz

0 � f .x/ � fn.x/ D
1

.nC 1/2
�
1

k2
C g.xk/.x � xk/

�
1

.nC 1/2
�
1

k2
C g.xk/.xkC1 � xk/

D
1

.nC 1/2
�
1

k2
C

�
1

k
C

1

k C 1

��
1

k
�

1

k C 1

�
abschätzen läßt, ergibt sich

jf .x/ � fn.x/j �
1

.nC 1/2
für alle n 2 N und x 2 Œ�1; 0�;

woraus die gleichmäßige Konvergenz der Folge .fn/ stetiger Funktionen gegen die
stetige Grenzfunktion f W Œ�1; 0� ! R folgt. Da außerdem Df.x/ D g.x/ für jedes
x 2 �xk; xkC1Œ und k 2 N gilt, ist f eine Stammfunktion von g. �
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Aufgabe 5. Seien eine Längeneinheit ı > 0, zwei Brennpunkte z˚ D .ı; 0/ 2 C und
z	 D .�ı; 0/ 2 C sowie die Lemniskate durch die Funktion s W Œ0; 2��! C mittels

s.t/ D

 
ı
p
2 sin t

1C cos2t
;�
ı
p
2 sin t cos t
1C cos2t

!
für t 2 Œ0; 2�� vorgegeben:

1. Man weise nach, daß js.t/ � z˚j � js.t/ � z	j D ı2 für alle t 2 Œ0; 2�� gilt!
2. Man finde eine Parametertransformation ' W

�
�
�
4
; �
4

�
! Œ0; ��, welche eine

Darstellung � W
�
�
�
4
; �
4

�
! Œ0;1Œ in Polarkoordinaten

s.'.�// D �.�/.cos �; sin �/ für alle � 2
�
�
�
4
; �
4

�
der rechten Schleife der Lemniskate liefert!

3. Man berechne den Flächeninhalt jener Teilmenge der Ebene, welche von der
rechten Schleife

˚
s.t/ 2 C j t 2 Œ0; ��

	
der Lemniskate umschlungen wird!

z˚z	

s.t/
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Lösung. 1. Für jedes t 2 Œ0; 2�� erhält man

js.t/ � z˚j
2

ı2
D

 p
2 sin t

1C cos2t
� 1

!2
C

 p
2 sin t cos t
1C cos2t

!2
D
2 sin2t � 2

p
2 sin t

1C cos2t
C 1 ;

js.t/ � z	j
2

ı2
D

 p
2 sin t

1C cos2t
C 1

!2
C

 p
2 sin t cos t
1C cos2t

!2
D
2 sin2t C 2

p
2 sin t

1C cos2t
C 1

und somit wegen cos2t C sin2t D 1 schließlich das Produkt

js.t/ � z	j
2 � js.t/ � z˚j

2

ı4
D

�
2 sin2t C 2

p
2 sin t

1C cos2t
C 1

��
2 sin2t � 2

p
2 sin t

1C cos2t
C 1

�
D

�
2 sin2t
1C cos2t

C 1

�2
�

8 sin2t
.1C cos2t /2

D
4.1 � cos2t / sin2t � 8 sin2t

.1C cos2t /2
C

4 sin2t
1C cos2t

C 1 D 1:

2. Die Parametertransformation ' W
�
�
�
4
; �
4

�
! Œ0; �� und die gesuchte Darstel-

lung � W
�
�
�
4
; �
4

�
! Œ0;1Œ müssen die Bedingung

(1) �.�/.cos �; sin �/ D

 
ı
p
2 sin'.�/

1C cos2'.�/
;�
ı
p
2 sin'.�/ cos'.�/
1C cos2'.�/

!
für jedes � 2

�
�
�
4
; �
4

�
erfüllen. Betrachtet man das Verhältnis von Imaginär- und

Realteil, so folgt daraus für alle � 2
�
�
�
4
; �
4

�
wegen �.�/ > 0 die Beziehung

tan � D
�.�/ sin �
�.�/ cos �

D �
sin'.�/ cos'.�/

sin'.�/
D � cos'.�/

und somit

cos'.�/ D � tan � sowie sin'.�/ D
p
1 � tan2� für jedes � 2

�
�
�
4
; �
4

�
:

Setzt man diese Werte in die Gleichung (1) ein, so ergibt sich aus cos2� C sin2� D 1

und cos 2� D cos2� � sin2� D .1 � tan2�/ cos2� die gesuchte Darstellung

�.�/.cos �; sin �/ D
ı
p
2.1 � tan2�/
1C tan2�

� .1; tan �/

D
ı
p
2.1 � tan2�/
1C tan2�

�
cos2�
cos2�

� .1; tan �/ D ı
p
2 cos 2� � .cos �; sin �/

der Lemniskate in Polarkoordinaten � 2
�
�
�
4
; �
4

�
.

3. Diejenige Fläche, welche von der rechten Schleife
˚
�.�/ 2 C j � 2

�
�
�
4
; �
4

�	
der

Lemniskate umschlungen wird, hat somit den Inhalt

F.ı/ D

Z �=4

��=4

�2.�/ d�

2
D

Z �=4

��=4

ı2 cos 2� d� D
ı2 sin �

2
� ı2 sin

�
�
�
2

�
2

D ı2

gemäß der Leibniz-Sektorformel. �
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Aufgabe 6. Sei X D R n f�1; 1g der Definitionsbereich der durch

g.x/ D
4

.x � 1/2.x C 1/2
für x 2 X

definierten gebrochenen rationalen Funktion g W X ! R. Für beliebige Intervall-
grenzen a, b 2 R mit a < b und Œa; b� � X berechne man das Integral

R b
a
g.x/ dx

durch eine Zerlegung von g in Teilbrüche und deren anschließende Integration!

Lösung. 1. Im Teilbruchansatz

4

.x � 1/2.x C 1/2
D

a0

x � 1
C

a1

.x � 1/2
C

b0

x C 1
C

b1

.x C 1/2

werden vier unbekannte Koeffizienten a1, a0, b1, b0 2 R bestimmt: Für x 2 X gilt

4 D a0.x � 1/.x C 1/
2
C a1.x C 1/

2
C b0.x C 1/.x � 1/

2
C b1.x � 1/

2

D a0
�
x3 C x2 � x � 1

�
C a1

�
x2 C 2x C 1

�
C b0

�
x3 � x2 � x C 1

�
C b1

�
x2 � 2x C 1

�
;

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

0 D a0 C b0

0 D a0 C a1 � b0 C b1

0 D 2a1 � a0 � b0 � 2b1

4 D a1 � a0 C b0 C b1

für die vier Unbekannten a1, a0, b1, b0 2 R ergibt. Addiert man die erste zur dritten
Gleichung, dann erhält man 2a1 � 2b1 D 0. Addiert man die zweite zur vierten
Gleichung, so ergibt sich 2a1 C 2b1 D 4. Zusammen mit 2a1 � 2b1 D 0 folgt daraus
a1 D b1 D 1. In die vierte Gleichung eingesetzt, bekommt man b0 � a0 D 2. Die
erste Gleichung a0 C b0 D 0 liefert somit a0 D �1 und b0 D 1. Das führt auf die
Teilbruchzerlegung

g.x/ D
4

.x � 1/2.x C 1/2
D �

1

x � 1
C

1

.x � 1/2
C

1

x C 1
C

1

.x C 1/2
für x 2 X:

2. Mit Hilfe der GrundintegraleZ b

a

dx

x ˙ 1
D ln jb ˙ 1j � ln ja˙ 1j und

Z b

a

dx

.x ˙ 1/2
D �

1

b ˙ 1
C

1

a˙ 1

ergibt sich schließlichZ b

a

g.x/ dx D ln

ˇ̌̌̌
b C 1

b � 1

ˇ̌̌̌
� ln

ˇ̌̌̌
aC 1

a � 1

ˇ̌̌̌
�

1

b C 1
�

1

b � 1
C

1

aC 1
C

1

a � 1

für alle a, b 2 R mit a < b und Œa; b� � X . �


