Ubungsaufgaben 10
Stammfunktionen reeller Funktionen

Aufgabe 1. Man berechne fiir alle k, m € N die Integrale

2n 2n 2
/ coskxcosmx dx, / coskxsinmx dx, / sinkx sinmx dx
0 0 0

mit Hilfe der Additionstheoreme! ®

Losung. 1.Seien £ € Z und ¢, s : R — R durch c(x) = cosfx sowie s(x) = sinfx

fiir x € R definiert. Dann gilt Dc¢(x) = —£ sin £x sowie Ds(x) = £ cos £x und somit
= in27f sin0
/ cosﬁxdxzsm A =0 furalle f € Z, ¢ # 0,
0 14 14
2r 2r
/ cosfxdx:/ ldx =2x furf{ =0,
0 0

2 24 0
/ sinﬁxdx:—cosgn +C°; —0 firallefeZ, ¢ 0,
0

27 27
/ sinfxdx:/ 0dx =0 fir £ = 0.
2. Fur allf(:) k,m € N und xoe R gelten die Additionstheoreme
2coskxcosmx = cos(k + m)x + cos(k —m)x,
2coskx sinmx = sin(k + m)x — sin(k —m)x,
—2sinkx sinmx = cos(k + m)x — cos(k —m)x,

woraus sich mit Schritt 1 die gesuchten Integrale

d 27 cos(k + m)x + cos(k —m)x n firk =m,
coskxcosmx dx = dx =
0 0

2 0 firk # m,
27 27 o o _
/ coskxsinmxdx = f sin(k + m)x —sin(k —m)x dx =0,
0 0 2
S . 27 cos(k —m)x — cos(k + m)x n firk =m,
/ sinkxsinmx dx = / dx =
0 0 2 0 firk # m,

fiir alle k, m € N ergeben.
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Aufgabe 2. Sei eine Langeneinheit § > 0 sowie die Funktion p : |0, [ — R durch
§cos2t
p(t) = ——
s ¢
Sei ferner die Strophoide durch die Funktion s : ]0, 7[ — C in Polarkoordinaten

fir ¢ €0, 7| gegeben.

s(t) = p(t)(cost,sint) firt €]0, 7]
sowie ein beliebiger Punkt € ]0, Z[ vorgegeben.
1. Man zeige, daB3 die Punkte s(), s(Z) und s(t + Z) auf einer Strecke liegen und
5@ =s(F)[-[s(x + 5) —s(5)| =8 gilt
2. Man beweise, daB der Punkt 1 (s(t) + s(t + Z)) auf der reellen Achse liegt und
2|s(r) + S(‘L’ +Z ‘ = 2‘s(t) —s(r + )! gilt!

3. Man berechne den Flicheninhalt jener Teilmenge der Ebene, welche von der
Schleife {s(r) € C | t € [£, 2%]} der Strophoide umschlungen wird!

4. Man bestimme den Flacheninhalt derjenigen Teilmenge der Ebene, welche von
den Bogen {s(r) € C | 1 € ]0,%]} und {s(r) € C | t € [2F, x|} sowie der Asymptote

der Strophoide eingeschlossen wird!
Losung. 1. Aufgrund der Additionstheoreme ergeben sich zunichst die Beziehungen
s(r) = —§cos2t - (cotr, 1), (%) =1(0.8), s(t+ %) =35cos2r-(—tant,1).

2.1. Daraus folgt sowohl

s(r) —s(%) = =8 (cos2t cotT,c08 27 + 1) = —§ - (cos 2t cot 7, 2 cos’T)
= —§cott-(cos2t,2sintcost) = —§cott - (cos2t,sin2r)
als auch
s(t +Z)—s(%) =68 (—cos2rtant,cos 2t — 1) = —§ - (cos 2t tan , 2 sin’1)
= —§tant - (cos2t,2sintcost) = —ftant - (cos 2z, sin 27).

Somit liegen die Kurvenpunkte s(t), s(Z) und s(r + E) auf einer Strecke, und es gilt
s(t) —s(Z)|-[s(r + % Z)| =2

2.2. AuBBerdem erhilt man aus Schritt 1 und den Additionstheoremen auch
s(v) +s(t+ %) _ 8cos2rt (cosr N sint 0)

= —§cot2t - (1,0),

2 2 sint  cost’

s(t)—s(t+ 2 dcos2t [cost sint )

(t) ( 2) = — A — - ,2 ) = —b8cot2t - (cos2t,sin27).
2 2 SINT COST

Somit liegt der Mittelpunkt 2 (s(r) + s(r 4+ %)) auf der reellen Achse, und es gilt
2s@ +s(x 4+ Z)| = Ls() —s(r + Z)|.



s(3)

2
s(7)

3. Jene Fliche, welche von der Schleife {s(t) € C | t € [%,3%]} der Strophoide
umschlungen wird, hat gemal3 der Leibniz-Sektorformel den Inhalt

37/4 52(1) dt 37/4 82 00522t dit
FS = = —2 .
/4 2 /4 2 sin?t

Wegen cos 2t = 1 — 2sin?s ergibt sich der Fldcheninhalt

3/4 82dl‘ 3w/4 3r/4
Fg =/ —/ 282dt+/ §2(1 — cos 2t) dt

/4 2 sin?t /4 /4
der Schleife der Strophoide als Summe dreier Grundintegrale
Fy = §%(cot§ —cot )  §2(3x —x) & (sinF —sin%) s 78
2 4 2 2

4. Seien neben dem Nullpunkt 0 € C durch « € |0, Z[ sowie f € |2Z, 7| zwei
weitere Eckpunkte (—§ cota, —§) € C und (-6 cot B, —§) € C eines Dreiecks auf der
Asymptote der Strophoide vorgegeben. Geméal3 der Leibniz-Sektorformel wird aus
diesem Dreieck durch die Bogen {s(r) e C |t € ]0,Z]} und {s(t) € C | 1 € [3Z, =}

der Strophoide eine Fliche mit dem Inhalt

§2(cota — cot ™4 02(1) dt B p2(t)dt
Faap = B_["E0d_[* 70
2 a 2 3r/4 2
herausgeschnitten. Wie zuvor erhilt man durch Berechnung von Grundintegralen
Fola.B) = §*(cota —cotf)  8*(cotar —cot%) w8 0?4 §%(sin Z — sin 2c)
2 2 4 2
B §%(cot 22 — cot B) g5 3n8? N §%(sin 2B — sin 3F)
2 4 2
PYEI 82(sin2,82— sin 2¢) LB — nT(')’z
Die Grenzprozesse « |, 0 und 8 1 n liefern schlieBlich den Flacheninhalt
lim lim Fy (e ) = 287 + "2
Brm al0 AV N 2

jener Teilmenge, welche von der Asymptote und den Bogen {s(r) € C | t € ]0,%]}
und {s(r) € C | t € [2F, x[} der Strophoide eingeschlossen wird. O
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Aufgabe 3. Sei die gebrochene rationale Funktion g : R — R durch
2x2 + 4
(x=D24+D((x+1)2+1)

Man berechne das Integral fab g(x) dx fiir beliebige Intervallgrenzen a, b € R durch

gx) = fir x € R gegeben.

eine Zerlegung von g in Teilbriiche und deren anschlieBende Integration! ®

Lésung 1. Im Teilbruchansatz
2x% + 4 _aix+a bix + by
G-+ DT 12+D)  G-12+1 G+ +1
missen aufgrund der reellen Nullstellenfreiheit der quadratischen Nenner vier unbe-

kannte Koeffizienten ay, ag, b1, by € R bestimmt werden: Fiir alle x € R gilt dann
2x% 4+ 4 = (a1x + ao)((x + D? 4+ 1) + (byx + bo)((x — 1)* + 1)
= (a1x3 + 2a1x% +2a;x + apx? + 2apx + 2a0)
+ (b1x3 —2byx% 4 2byx + box? — 2box + 2b0),

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

0=a;+b;

2:201 +a0—2b1 +b0

0 = 2611 —+ 2610 —+ 2b1 —2b0

4 = 2(10 =+ 2b0
fiir die vier Unbekannten ay, ag, b1, by € R ergibt. Subtrahiert man das Doppelte
der ersten von der dritten Gleichung, dann erhilt man 2ao —2bo = 0. Mit der vierten
Gleichung 2ay + 2by = 4 folgt daraus ag = by = 1. Setzt man dies in die zweite

Gleichung ein, so bekommt man a; — by = 0. Die erste Gleichung a; + b; = 0 liefert
somit a; = by = 0. Das fiithrt auf die Teilbruchzerlegung

2x%2 + 4 1 1

= = - fiir x € R.
8 ((x=1)24+D((x+1)2+1) x—-D>+1 (x+1)2+1
2. Mit Hilfe des Grundintegrals
b dx
/a G xep g1~ dretan(b —xo) —arctan(a = xo) - fiirxo € R

ergibt sich schlieBlich

b
/ g(x)dx = arctan(b — 1) — arctan(a — 1) + arctan(b + 1) — arctan(a + 1)

fur alle a, b € R. 0J



Aufgabe 4. Seien eine Folge (g,) von Treppenfunktionen g, : [-1,0] — R durch

i+ firfe[—f. -5 undk e{l,....n},

fiir £ € [—%H,O],

gn(g) =

sowie eine Folge ( f,) von Stammfunktionen f, : [-1,0] — R fiir n € N durch

fu(x) = /x gn(§)d& furalle x € [—1, 0] definiert.
-1

1. Man zeige, daB3 die Funktionenfolge (g,) gleichmaBig gegen eine (regulierte)
Grenzfunktion g : [—1, 0] — R konvergiert und bestimme diese Grenzfunktion!

2. Man weise nach, daf3 die Funktionenfolge ( f,,) gleichmiBig gegen eine Stamm-
funktion f : [—1,0] — R von g konvergiert und berechne diese Stammfunktion!

Losung. 1. Definiert man die Funktion g : [-1,0] — R durch

t+ o5 furée[—¢. —gz5[undk €N,

g = fir — 0.

dann erhélt man fiir jedes n € N als Differenz

0 fir § € [-1, —35].
gE) —gn®) =+t + 5 firfe[-t.—25[undk e N k>n+1,
0 fiir & = 0.

Daraus ergibt sich

86— gn®) = —= +——

woraus die gleichmédfBige Konvergenz der Folge (g,) von Treppenfunktionen gegen

furallen € N und ¢ € [-1,0],

die Grenzfunktion g : [—1,0] — R folgt, die somit reguliert ist.
2. Sei die Folge (xz) von Punkten aus [—1, 0] durch x; = —% fiir k € N definiert
und n € N beliebig vorgegeben. Die durch

fulx) = /j g.(£)dE fiiralle x e [~1,0]

definierte Stammfunktion f, : [-1,0] — R von g, : [—1,0] — R ist als stiickweise
lineare Funktion auf jedem der Teilintervalle [x1, x2], ..., [Xn, Xn+1], [Xn+1, 0] linear.
Fiir jedes k € {1,...,n + 1} erhélt man die Funktionswerte

e k-1
ﬁ@m=/l&@ws—zjn en®) dE =3 gu(r0)(xesr — x0)
- (=1

k k—1

1 1 1 1 & 1
jzl(z*m)("m) D B

{=1 {=1




2 2 2
1 1 1
f/-‘
yd
/ //
/
/
-1 0 -1 0 —1 0

Mit diesen Werten ergibt sich aus der allgemeinen Darstellung

£1x) = Jn(xi) + &n(xi) (X — xg) fiir x € [xk, Xg+1] und k € {1,...,n},
n fn(xn+1) + gn(x,,+1)(x — Xn+1) fir x € [xn—i-l, 0],

fiir jedes n € N die konkrete Darstellung

o) = 1— 2+ g(xx)(x —xg) firx € [xg,xxqq]und k € {1,....n},
— e fir x € [x,41,0].

Somit konvergiert die Funktionenfolge ( f,) punktweise gegen die durch

) = 1— &+ g(x)(x —xg) fiir x € [xg,xx41] und k € N,
firx =0,

gegebene Grenzfunktion f : [—1,0] — R.
3. Da sich fiir alle x € [xg, xx+1] und k € N, k > n + 1 die Differenz

0= f(x)— falx) =

1
TEEEE + & (xx) (x — xi)

1 1
T R + & (xk) (X1 — Xk)

N SR U A B 11
C(m+ 12 k2 k k+1)\k k+1
abschitzen 1aBt, ergibt sich
1
10 = )| =

woraus die gleichmafBige Konvergenz der Folge ( f,,) stetiger Funktionen gegen die
stetige Grenzfunktion f : [—1,0] — R folgt. Da aulerdem Df(x) = g(x) fiir jedes
X € |xk, Xr+1[und k € N gilt, ist f eine Stammfunktion von g. OJ

=

fir allen € N und x € [-1,0],



7

Aufgabe 5. Seien eine Langeneinheit § > 0, zwei Brennpunkte zg, = (§,0) € C und
zg = (—4,0) € C sowie die Lemniskate durch die Funktion s : [0, 27] — C mittels

§+/2sint §+/2sint cost
s(t) =

, — fir t € [0, 2] vorgegeben.
1 + cos?t 1 + cos?t ) [0.27] vorgeg

1. Man weise nach, daB |s(7) — zg| - [s(t) — zg| = §2 fuir alle ¢ € [0, 27] gilt!

Z] — [0, x], welche eine

2. Man finde eine Parametertransformation ¢ : [—%, A

Darstellung p : [—%, %] — [0, oo[ in Polarkoordinaten
s(¢(1)) = p(t)(cost,sint) firallet € [-Z, Z]

der rechten Schleife der Lemniskate liefert!
3. Man berechne den Flicheninhalt jener Teilmenge der Ebene, welche von der
rechten Schleife {s(t) eC|te]0, TL’]} der Lemniskate umschlungen wird!

Zo Ze
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Losung. 1. Fiir jedes ¢ € [0, 2] erhédlt man

2 2
|s(t) — zg|? _ ( V2sint 1) L (ﬁsintcost) _ 2sin2t — 2+/2sint

_ 1 ,
52 1 4+ cos?t 1 4+ cos?t 1 4+ cos?t +

2 2
|s(t) — zg|? _ ( V2sint 1) N (ﬁsintcost) _ 2sin2t 4+ 2+/2sint +1

52 1 4+ cos?t 1 4+ cos?t 1 4+ cos?t

und somit wegen cos?t + sin?t = 1 schlieBlich das Produkt

Is(t) — zg|? - |s(t) — zg|? _ (2 sin?t + 2+/2sint N 1) (2 sin?t — 2+/2sint N 1)

54 1 + cos?t 1 4 cos?t
_( 2sin’t +1 2 8 sin?t
~ \1 + cos?t (1 4 cos?t)?
4(1 — cos?t) sin’t — 8 sin’¢ 4sin’t
(1 + cos?t)? 1 4 cos?t
2. Die Parametertransformation ¢ : [—%, %] — [0, 7] und die gesuchte Darstel-
lung p : [-Z, Z] — [0, oo[ miissen die Bedingung
. S/ 2si 8/ 2si
) p(z)(cos 7.sin 7) = V2 sin ¢(7) _ V2 sin ¢(t) cos ¢(7)
1 + cos?¢(1) 1 + cos?¢(1)

fir jedes t € [—Z, Z] erfiillen. Betrachtet man das Verhiltnis von Imaginir- und

Realteil, so folgt daraus fiir alle 7 € ]—%, %[ wegen p(t) > 0 die Beziehung

tant — p(t)sint _ _sin ¢(t)cosg(T) — —coso(2)

p(t)cost sin ¢(7)

und somit
cosp(r) = —tant sowie sing(r) = V1 —tan?t firjedes v € [-Z, Z].

Setzt man diese Werte in die Gleichung (1) ein, so ergibt sich aus cos®t + sin’t = 1
und cos 2t = cos?t — sin’t = (1 — tan?7) cos?t die gesuchte Darstellung

8+/2(1 — tan?1)

COST,sINT) = - (1, tan
p(r)(eos TsinT) = TS (1 tan )
§+/2(1 —tan27) cos? .
= ( T)- T-(l,tal’lt)=5\/2C082‘L’-(COST,SIHT)
1 + tan?t cos2t

der Lemniskate in Polarkoordinaten r € [—%, Z].
3. Diejenige Fliche, welche von der rechten Schleife {o(r) € C | T € [ - £, Z]} der

Lemniskate umschlungen wird, hat somit den Inhalt

/4 2(1) d /4 §?sin £ — §%sin (—Z
F(5)=/ rFode T=/ §2cos2rdt = 2 ( 2):52
—n/4 2 —n/4 2

gemil der Leibniz-Sektorformel. O



Aufgabe 6. Sei X = R\ {—1, 1} der Definitionsbereich der durch
4
= fii X
g(x) G2+ 172 ur x €

definierten gebrochenen rationalen Funktion g : X — R. Fiir beliebige Intervall-

grenzen a, b € R mita < b und [a,b] C X berechne man das Integral fab g(x)dx
durch eine Zerlegung von g in Teilbriiche und deren anschlieBende Integration!

Lésung. 1. Im Teilbruchansatz
4 ao a by by

(x—1D2(x+1)2 x-1 * (x —1)2 +x—|—1 + (x+1)?
werden vier unbekannte Koeffizienten a4, ag, b1, bg € R bestimmt: Fiir x € X gilt
4d=ag(x—D(x+D*+a1(x+D*+bo(x + D(x — 1>+ by (x — 1)?
:ao(x3+x2—x—l) —l—al(x2—|—2x+ 1)
+ bo(x® —x* —x + 1) + by (x* —2x + 1),

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

0 =agy + by

0=ag+a; —bo+ by

0=2a; —ag—by—2b;

4d=a;—ag+ by + b
fir die vier Unbekannten aq, ag, b1, by € R ergibt. Addiert man die erste zur dritten
Gleichung, dann erhilt man 2a; — 2b; = 0. Addiert man die zweite zur vierten

Gleichung, so ergibt sich 2a; + 2b; = 4. Zusammen mit 2a; — 2b, = 0 folgt daraus
a; = by = 1. In die vierte Gleichung eingesetzt, bekommt man by — ay = 2. Die

erste Gleichung ay + by = 0 liefert somit a9 = —1 und by = 1. Das fiihrt auf die
Teilbruchzerlegung
4 1 1 1 1
gx) = = firx € X.

(x —D2(x + 1)? _x—1+(x—1)2+x+1+(x+1)2
2. Mit Hilfe der Grundintegrale

/b D lnb+1|—Inla+1] und fb dx Py
= —In|a u =—
Xt 1 L (xE D2 b1 a=xl

ergibt sich schlieBlich
b+1 a—+1 ‘ 1 1 1 1

b
dx =1 - —
/ag(x)x Mr - b+1 b1t ati a1
firallea,b e Rmita < bund [a,b] C X. O

‘—ln

a—1



