Ubungsaufgaben 11
Integration reeller Funktionen

Aufgabe 1. Seien eine Langeneinheit d > 0 und ein Formparameter t € [O, %] sowie
das Bifolium durch die Funktion s : [-t, 7 — 7] — C in Polarkoordinaten

s(t) = d sin(t + 7) cos®t - (cost,sint) fiirt € [—7, w — 7] vorgegeben.

Man zeige, daB jene Fliche, welche vom ganzen Bifolium {s(1) € C | t € [-t, 7 — 1]}
umschlungen wird, den Inhalt

/,,_, s()[2dt (1 + 4sin’t) 7d?

. 2 32
besitzt, indem man (in geeigneter Weise mehrmals) teilweise integriert! ®
T = 0 T = % T = %

Losung. 1. Wahrend der gesamten Rechnung wird stets von den Beziehungen
sin(—t) = —sint, sin(w —7)=sint, cos(—7) =cost, cos(m —7) = —cCOST

Gebrauch gemacht. Durch das Additionstheorem sin(z + t) = sinz cos t +cos¢ sin t
wird das gesuchte Integral

T—T 2 2 qin2 T—T =T
s(t)|*dt  d*sin“t , ,
/ Is@lFdr _ / cos6tdt+d251ntcosr/ sint cos’t dt

T 2 2 T -t
d?cos’t [T° .
+ T/ sin’t cos*t dt
—T

auf drei Integrale iiber Produkte trigonometrischer Funktionen zuriickgefiihrt:
2.1. Durch teilweise Integration

n—T
/ cost - cos’t dt = sin(wr — 1) cos’ (w — 1) — sin(—7) cos’ (—7)
—T

T—T
-l-[ sint - 5sint cos*t dt

T

wird das erste Integral

T—T T—T
/ cos®t dt = 5/ sin’t cos*t dt

T T

in ein Vielfaches des dritten Integrals umgeformt, welches spater berechnet wird.



2.2. Fiir das zweite Integral erhédlt man auf direktem Wege

/Tr—‘r —cosb(mw — 1) + cos®(—1) _

sint cos’t dt = 0.

6
T
2.3. Teilweise Integration liefert fiir das dritte Integral zunachst

T—T T—T
/ sin’t cos*r dt = [ sin’t cost - cos>t dt

T -7

sin3(w — ) cos(m — 1)  sin?(—71) cos®(—1)
3 3

7T sin3t .
+/ 3 .3sint cos?t dt.

T

Daraus ergibt sich wegen sin?s + cos?s = 1 die Beziehung

T—T T—T T—T
/ sin’t cos*t dt = / sin*t cos?t dt = / (1 — cos?t) sin?t cos’t dt

T —T —-T
T—T T—T
= / sin’t cos?t dt — / sin’z cos*t dt
—T —T
und somit wegen sin 27 = 2sin¢ cost und cos 4t = 1 — 2sin?2¢ folglich
T—T 1 T—T 1 T—T
/ sin’t cos*t dt = 5[ sin’t cos’t dt = gf sin?2¢t dt

T T -7

1 T—T
=Te 8 (1 —cos4t)dt
. sind(x—71)—sin(—4r) 7w
16 64 167

3. Insgesamt liefern die Ergebnisse der Schritte 1 und 2 schlieBlich
T s()]?dt  (5sin?t 4+ cos?t) wd? (1 + 4sin?t) wd?
/_r 2 32 - 32
als Inhalt der Flache, die vom Bifolium eingeschlossen wird.




z=(x,y) z=(x,y)

0 Zg 0 Zg

Aufgabe 2. Seien reelle Zahlen 0 < ¢ < § < a sowie ferner b = va? —§2 > 0 und
d = /82 — ¢2 > 0 gegeben. Der Bogen E = {(acos®,bsinf) € C | 6 € [0, Z]} bzw.
H = {(ccosht,dsinht) € C | ¢ € [0, 00} ist Teil einer Ellipse bzw. einer Hyperbel
mit den gemeinsamen Brennpunkten zg = (—6,0) und zg = (6, 0).

1. Man zeige, daB sich die Bdgen E und H in z = (4, 2) senkrecht schneiden!

2. Man leite her, daB3 jene Flache, welche von den Bogen E und H sowie der reellen

Achse eingeschlossen wird, den Inhalt F = %ab arccos § — % cd arcosh § besitzt!

Losung. 1.1. Fir jeden Schnittpunkt z = (x, y) € C der Bégen E und H gilt

X2 y? Cox2 2
;—Fﬁ:l SOWIC C_2_ﬁ:1
aufgrund der Additionstheoreme, woraus sich zunichst
2 2 1 1 2 2 1 1
a + Y 4 und 2 + Y o
(ad)?  (bc)? d? b2 (ad)?> = (be)? 2 a?

und somit
»  (ac)*(b* +d?) _ (bd)*(a® —c?)

: 2
YT @dy e MY T T @d (o
ergibt. Da wegen §2 = a? — b? = ¢? + d? stets die Beziehung

a’d? + b*c? = b*(c®> + d?) + d*(a* — b*) = §*(b* + d?) = §*(a®* — ¢?)

gilt, folgt daraus mit x > 0 und y > 0 schlieBlich 6x = ac und §y = bd.

1.2. Seien die Funktionen s : [0, 2] — C und A : [0, co[ — C durch

s(0) = (acosf,bsinf) fir6 €[0.Z], h(t) = (ccoshr,dsinht) fiirs € [0, 00]

definiert sowie a € ]O, %[ und 7 € ]0, oo[ jeweils die Parameter des Schnittpunkts

bd
2= (x,y) = (% , 7) — (acosa, bsina) = (c cosht, d sinh 7).
Daraus ergibt sich fiir die Ableitungen von s in & und von 4 in t die Beziehung
d b d b
Dh(z) = (c sinht,d cosh 1) = (% , XT) - (% , %) = (% , yb—a)
b
— i (—M , x—) — —i-(—asina,bcosa) = —i - Ds(a).
b a
Demnach schneiden sich die Bogen E und H senkrecht im Punkt z = (x, y) € C.



2.1. Sei die Funktion f : [0,a] — R durch die Vorschrift

f¢) = g\/az —£2 fiir £ € [0, a] definiert.
Die Teilmenge {(¢,7) € C | § € [x,a]. n € [0, f(§)]} hat den Flacheninhalt

Fe= [ r@ae=2 [ Vg

Zur Berechnung des Integrals eignet sich die durch ¢(f) = acos6 fiir 6 € [0, %]
definierte Transformation ¢ : [O, %] — [0, a] der neuen Variablen 6 nach £ = ¢(0).
Fiir die Intervallgrenzen x = a cosa und a = a cos 0 erhdlt man zunéchst

b ¢ b [°
FE:—/ dee:—/ 4> = p?(6) Dy(6) db
a X a o
o o b o
:ab/ V1 —cos?6 sin6 db :ab/ sin®6 df = %/ (1 —cos20)d6b
0 0

0
wegen cos20 = 1 —2sin?6. Aus z = (x, y) = (a cosa, b sina) und §x = ac folgt

ab(e —sinacosa)  abarccosg — xy
e = 2 - 2

2.2. Sei die Funktion g : [c, x] = R durch
g = g\/m fir £ € [c, x] gegeben.
Die Teilmenge {(¢£,7) € C | § € [c, x], n € [0, g(§)]} hat den Flicheninhalt
Fa= [ s@ae =5 [ VE=ca

Zur Berechnung des Integrals eignet sich die durch ¥ (1) = ccosht fiir t € [0, 7]
definierte Transformation ¢ : [0, 7] — [c, x] der neuen Variablen ¢ nach § = v (¢).
Fiir die Intervallgrenzen ¢ = ¢ cosh 0 und x = ¢ cosh 7 ergibt sich zunichst

Fy = i/‘ VE2—c?2dE = i/ VY2(t) —c2 Dy (t) dt
C Je C Jo
T T d T
= cd/ v/cosh?t — 1 sinht dt = cd/ sinh®t dt = %/ (cosh2r — 1) dt
0 0 0

wegen cosh 27 = 2sinh?/ 4+ 1. Aus z = (x, y) = (c cosh 7, d sinh 7) und §x = ac folgt
cd(sinhtcosht — 1)  xy —cd arcosh 3
2 2
2.3. SchlieBlich erhilt man den gesuchten Flicheninhalt
ab arccos § — cd arcosh §

2
als Summe der zuvor berechneten Inhalte. O

Fy =

F =Fg + Fyg =



Aufgabe 3. Man berechne das Integral

/ 52(1 + §2)?

fiir beliebig vorgegebene Intervallgrenzen a, b € R mit 0 < a < b! ®

Lésung. 1. Zunéchst wird der Integrand in Teilbriiche zerlegt: Im Teilbruchansatz
1 _a_1+a_2 b1§+01+b2§+62
s2+¢62)> & & 1+8  (1+8)
werden aufgrund der reellen Nullstellenfreiheit der quadratischen Nenner sechs un-
bekannte Koeffizienten ay, a,, by, b,, c1, ¢ € R bestimmt: Fiir alle £ € R gilt
L=aif(1 4837 +ax(1+ 6% + (01§ + ) (1 +§2) + (baf + c2) §
= a1 (874 28+ §) + ax(E'+ 287+ 1) + 51(E7+ &) + 528 + 16+ £) + e,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in £ das li-

neare Gleichungssystem mit sechs Gleichungen
0=a; + by, 0 =2a; + by + bs, 0=ay,
0=a,+ci, 0=2as+c; + ca, I =a,

fiir die sechs Unbekannten ergibt. Wegen a; = 0 und a, = 1 liefern die beiden linken

Gleichungen b; = 0 und ¢; = —1. Aus den beiden mittleren Gleichungen erhidlt man
schlieBlich b, = 0 und ¢, = —1 und somit die Teilbruchzerlegung
1 1 1 1

E2(1+8) &2 1+§ 1+
2. Die Integration iiber die beiden ersten Teilbriiche liefert die Grundintegrale
b b
§ gz_%Jral und / T+&
Das Integral {iber den dritten Teilbruch wird durch teilweise Integration
bodg b a boog2d¢
/a [+&2  1+b2 T+a? ), (14822

b a b 2dg 2dE
T 1462 14a? fa1+52 /(1+52)2

auf das Integral des zweiten Teilbruchs zuruckgefuhrt. Daraus folgt insgesamt

[ / e[ wier
£2(1 +£2)2 +$2)2 1+§2 (1+£2)2
a
_E+Z 2(1+b2)+2(1+a2)_§
firallea,b e Rmit0 <a < b. O

= arctan b — arctana.

3
arctan b + 3 arctana
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Aufgabe 4. Seien eine reelle Zahl r € ]—1, 1] beliebig vorgegeben und die beiden
differenzierbaren Funktionen ¢, s : R — R durch
1 —rcosx r sin x

c(x) = und s(x) = fir x € R definiert.
1 —2rcosx + r? 1 —2rcosx + r?

Man berechne fiir jedes m € N die vier Integrale

2n 2w 2w 2n
/ c(x)cosmx dx, / c(x)sinmx dx, / s(x)cosmxdx, / s(x)sinmx dx,
0 0 0 0

indem man jeweils eine geeignete Funktionenreihe (c,) bzw. (s,) nutzt, welche gleich-
maBig gegen die Grenzfunktion ¢ : R — R bzw. s : R — R konvergiert!

Losung. 1. Die beiden Funktionenreihen (c,) und (s,), welche als Folgen von Teil-
summen ¢y, s, : R - R fir x € Rund n € N U {0} durch

n n
cn(x) = Z rkcoskx und s,(x) = Z rksinkx definiert werden,
k=0 k=0
konvergieren gleichmiBig gegen die Grenzfunktionen ¢ : R — R bzw. s : R — R.
2. Nutzt man fir alle k, m € N die Werte der Integrale

n furk =m,

2
/ coskxcosmx dx =
0 0 firk # m,

2
/ coskxsinmxdx =0,
0

x furk =m,

2w
/ sinkxsinmx dx =
0 0 firk # m,

dann liefert die Vertauschbarkeit der Integration und der Summation gleichméaBig
konvergenter Reihen wegen fozn cosxdx = fozn sin x dx = 0 die gesuchten Integrale

27 o0 27
/ c(x)cosmxdx = Zrk/ coskxcosmxdx = nr™,
0 i—o Y0
27 o 2w
/ c(x)sinmx dx = Z rk / coskxsinmx dx = 0,
0 i—o Y0

21 o0 27
/ s(x)cosmxdx = Z rk[ sinkx cosmxdx =0,
0 i—o 0

21 o 27
/ s(x)sinmx dx = E rk/ sinkxsinmx dx = nwr’™
0 i—o YO

fir jedes m € N. O
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Aufgabe 5. Man zeige, daB die Reihe (3j_; zgp £°) fir jedes £ € X = ]-1,1]
gegen den Grenzwert

o= 1 fiir £ = 0,
|1+ la-om—g) firs e X\ {0},

konvergiert!

Losung. 1. Die durch die Teilsummen g, : R — R mittels
2(x) = — firxe€Rundn e N

gn(x) ,; 2 ur x und n
definierte logarithmische Potenzreihe (g,) um xo = 0 besitzt den Konvergenzradius
R = 1 und konvergiert fiir jedes r € ]0,1[ in [—r, r] gleichméBig gegen die durch
g(x) = —In(1 — x) fiir x € X = ]—1, 1] definierte Grenzfunktion g : X — R. Die
(summandenweise) Integration iiber g von 0 bis £ € X liefert somit die Beziechung

°° é_—k—H

§ £ 20 xk xdx
[, swax= | ,Z}?‘”—Z/ =2

2. Fiir alle £ € X ergibt sich auf der linken Seite durch tellwelse Integration

3 3
dx = — [ 1-In(1 = x)dx = —EIn(1 — ) —
/()g(x)x /01 n(1 = x)dx = —EIn(1 — £) /0

£ xdx

1—x

§ £ 4
:—gln(l—g)+/0 1dx—/0 ; xx=s+(1—é)ln(l—$)-

Wegen Schritt 1 konvergiert die Reihe (3_;_; o £F) fiir jedes £ € X \ {0} gegen

o gk _E+(-Hh(-§) _
Zk(kH) s/ ¢(x) dx 5 = ()

und offensichtlich auch fiir £ = 0 gegen den Grenzwert f(§) = 0. OJ
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Alternative Losung. 1. Die Potenzreihe (s,) um xo = 0 mit den durch @y = 0 und

ax = m fir k € N definierten Koeffizienten (a;) hat wegen des Quotientenkrite-
riums den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert in X = |—1, 1] gegen die durch

definierte analytische Grenzfunktion s : X — R.

2. Die summandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um xo = 0 mit den Koef-
fizienten ((k + 1)ag+1) hat den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert in X gegen
die Ableitung Ds : X — R der Grenzfunktion s : X — R. Es gilt

o0 k—1

Ds(§) = Z 1 firalle £ € X undsomit Ds(0) = =

Die Summenformel

0 ok
Z% =—In(1—§) firallef e X
k=1

der logarithmischen Reihe liefert
ght g ln(1 —§ 1
D -
(6 = 522“1 SZZ g
3. Die durch die obige Vorschrift definierte Funktion f : X — R ist stetig, denn
nach Bernoulli-de I’'Hospital gilt

| e (1=H(-§) _
lim /() = 1 + lim :

Dartiberhinaus hat f in jedem Punkt & € X \ {0} die Ableitung

C mi-®  1-§ _ m(-g§ 1
PIO =" "1 g EER

und ist zudem in £ = 0 differenzierbar, denn nach Bernoulli-de I'Hospital gilt

JO-fO) _ . §+ 0= —8)

fur alle £ € X \ {0}.

hm(ln(l —-&)+1)=0.

Df(0) = lim
§—0

£-0 sﬁo &2
_ -9 11
T b0 28 es02(1-8) 2

Aufgrund von Schritt 2 hat die Differenz h = s — f fiir jedes § € X die Ableitung
Dh(§) = 0, es gilt also h(§) = h(0) firalle ¢ € X. Da f(0) = 0und s(0) = 0 gelten,
ergibt sich schlieBlich s(§) = f(§) firalle £ € X. OJ



Aufgabe 6. Sei fiir jedes n € N U {0} das Integral S,, = fon/2 sin”§ d & gegeben.
1. Man weise (durch teilweise Integration) nach, daf3 die Rekursionsformel

So = g, Si=1, nS,=m-1)8S,_, firjedesn € N,n > 2 gilt!
2. Man schlieB3e daraus (induktiv), daB stets
k k
g 20 —1 ) 24 ; :
Sor = 551:[1 SCY sowie  Sox41 = E 21 fir alle k € N gilt!

3. Man zeige, daB fiir alle k € N die Abschiatzung Ssr+1 < S < Sar—1 gilt und
leite daraus die Grenzwertbeziehung

) 2
lim nkHW =1 her!

k—o00

Losung. 1. Fiir jedes n € N, n > 2 ergibt sich durch teilweise Integration
/2 /2
Sp = / sin"éd§& = / (—sin""'§) - (—sin§) d§
0 0

/2 /2
= / (n—1)sin" 2§ -cos? £dE = / (n —1)sin" 2§ - (1 —sin*§) d €
0 0

und somit S, = (n — 1)(S,—2 — S»), alsonS,, = (n — 1)S,—,. AuBerdem erhilt man
mit Hilfe von Grundintegralen

/2 P /2
SO=/ 1dé = — sowie Slz/ sinédé = 1.
0 2 0

2. Der Beweis der Darstellungen fiir S,x und Sz erfolgt induktiv iiber k£ € N:

Induktionsanfang: Fir k = 1 gelten aufgrund der Rekursionsformel tatsdchlich
sowohl S, = 38y = Z -1 alsauch §3 = 2§, = 2.

Induktionsschritt: Sei die Induktionsvoraussetzung fiir ein k € N erfiillt. Dann
liefern die beiden Darstellungen fiir S,; und S>x+; aufgrund der Rekursionsformel

o %Al k4l mpg2-l wfroe—d
T k2™ Tak+2 20 20 T2 o
o _2%kt2 _2k+2ﬁ 20 _’ﬁ 20
T k37 T k3o Moy

woraus sich die Induktionsbehauptung ergibt.
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3. Dafiralle § € [0, Z] stets 0 < sin§ < 1 gilt, liefert das Vergleichsprinzip

/2 /2 /2
/ sin* g dg < / sin?*g dg < / sin?*"1g dg,
0 0 0
also Sor1 < Sk < Spk—1 fiir jedes k € N, und mit Schritt 2 folgt die Abschidtzung

k k—1
20 —1 24 2k+ll—[

I <
e =1l e

Nach Multiplikation mit ]_[f,f_1 21 erhilt man

|

{=1

k k
1 2€ — 1 —1)? —
2k+1 /12 =3 L2 2k L0417 2kQk+1) 2%
fur alle k € N und somit schlieBlich
2k (2¢ —1)2 i 2L — 1)2
<1, 1 | k =
T H 202 = 0 I H (20)2

als gewtiinschte Grenzwertbenehung.



s(t1)

5(t2)

Aufgabe 7. Sei eine Ellipse {s(7) € C | ¢ € [0,2x]} mit den Halbachsen a > 0 und
b > 0 um den Nullpunkt durch die Funktion s : [0, 27] — C mittels

s(t) = (acost,bsint) firt € [0,27] dargestellt.
Man weise nach, dal3 der elliptische Sektor
S(t1.12) = {As(r) e C | t € [11,12], A € [0, 1]}
fiir 1y, 1, € [0,27] mit #; < 1, den Flacheninhalt F(t1,%,) = 1(t2 — 1) ab besitzt!

Lésung. 1. Um die Leibniz-Sektorformel verwenden zu konnen, soll eine streng mo-
noton wachsende und bijektive Parametertransformation ¢ : [0,27] — [0, 2x] des
Polarwinkels 7 € [0, 2] in die alte Variable t = ¢(t) € [0,27] bestimmt werden,
welche eine Darstellung der Ellipse in Polarkoordinaten

(1) p(t)(cost,sint) = s(p(t)) = (acose(t),bsinp(r)) firzt € [0,27]

mit Hilfe einer Abstandsfunktion p : [0,27] — ]0, oo[ gestattet. Funktionen mit
diesen Eigenschaften liefert eine Ellipsenkonstruktion zwischen den Kreislinien um 0
mit den Halbachsen a und b als Radien: Teilt man in Gleichung (1) die Realteile
durch a und die Imaginéarteile durch b, so erhdlt man die Betragsquadrate

cos? sin? .
0% (1) ( azt + 1b21) = cos?(1) + sin®p(t) = 1

und somit fiir jedes t € [0, 2] die Darstellungen

ab i (bcost,asint)
p(t) = . und (cos¢(z),sin(z)) = .
/b2 cos?t + a?sin2t /b2 cos?t + a? sin?t

der (unendlichmal) differenzierbaren Funktionen p und ¢.
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2. Seien t, t, € [0,27] mit t; < t, gegeben. Sind 7y, 7, € [0,27] mit 7; < 7, die
entsprechenden Polarwinkel mit ¢(t;) = #; und ¢(t;) = f,, so hat der elliptische
Sektor S(1, 1) gemal der Leibniz-Sektorformel den Flacheninhalt

1 (2 1 12
F(t,,tp) = 5/ p*(t)dt = 5/ p*(7)(cos’*t + sin’t) dt

1 1

1 (7
=3 / p(t)sint - (p(r)sint — Dp(r)cost)drt
71

1 (=
+ 3 / p(t)cost - (p(r)cost + Dp(r)sint)dr.
T1

Da sich durch Differentiation in Gleichung (1) die Beziehungen
—aDo(t)sing(t) = Dp(tr)cost — p(r)sint
bDg(t)cosp(t) = Dp(t)sint + p(r)cost
fir © € [0, 2] ergeben, folgt daraus fiir den Fldcheninhalt

1 (=
F(t,) = 5 / ap(t)sintsing(t) - De(r)dt
71

1 (7
+ > bp(t)costcose(t) - Dop(r)dr.
71
Die Parametertransformation ¢ : [0,27] — [0, 2x] des Polarwinkels 7 € [0, 2] in
die alte Variable t = ¢(7) € [0, 27] liefert wegen Gleichung (1) schlieBlich
(fz — tl) ab
2

als Flacheninhalt des elliptischen Sektors S(¢1, 3). O

2

1 . 1 [~
F(t1,t2) = 5/ ab(sin®t + cos’t) dt = 5/ abdt =
151 n



|
AY
7
N

Aufgabe 8. 1. Seiz = (x, y) € C auf dem Kreis {(cosa, sina) € C | « € [0, 27]} mit
x > 0, y > 0 vorgegeben. Man zeige, dal3 das Flachenstiick, das von der Kreislinie
zwischen den Punkten z und z und dem Streckenzug von z iiber 0 zu z begrenzt wird,
den Inhalt F = arccos x = arcsin y besitzt!

2.Seiz = (x,y) € C auf der Hyperbel {(cosht,sinh7) € C | T € R} mit x > 1,
y > 0 vorgegeben. Man zeige, dal3 das Flachenstiick, das von der Hyperbel zwischen
den Punkten z und z und dem Streckenzug von z iiber 0 zu z begrenzt wird, den
Inhalt F = arcosh x = arsinh y besitzt!

Losung. 1. Seia € |0, Z[ jener Winkel, fiir den die Darstellung (x, y) = (cosa, sina)
gilt und die Funktion f : [0, 1] — R durch die Vorschrift

ftana  fur € € [0, x],
V1—§&% furé€ € [x,1],

gegeben. Dann erhédlt man F = 2 fol f (&) dé& als gesuchten Flacheninhalt, das heil3t,

F:[x2$tanad§+/12\/1—§2d§:sinacosa+f12\/1—§2d§.
0 X

X

) =

Zur Berechnung des letzten Integrals eignet sich die durch ¢(6) = cos 6 fiir 6 € [O, %]
definierte Transformation ¢ : [O, %] — [0, 1] der neuen Variablen 6 nach &. Fiir die
Intervallgrenzen x = cosa = ¢(«) sowie 1 = cos0 = ¢(0) erhdlt man zunéchst

/12\/1 24k = /02\/1—¢2(0)D¢(9)d9 = /a2«/1 — cos20 sin 6 df

0

und somit wegen sin?6 + cos?0 = 1 sowie cos 20 = 1 — 2sin?6 auch

1 o o
/ 2\/1—$2d§:/ 2sin29d9=/ (1 —c0s20)df = o — sina cosa.
X 0

0
Mit (x, y) = (cosa, sin«) folgt daraus schlieBlich F = o = arccos x = arcsin y.
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2. Sei t € |0, oo[ jener Parameter, fiir den die Darstellung (x, y) = (cosh 7, sinh 1)
gilt und die Funktion f : [0, x] — R durch die Vorschrift

Etanht fur & € [0, 1],
Etanht — /€2 —1 fiuré& €1, x],
gegeben. Dann erhdlt man F = 2 fox f(&) d§ als gesuchten Flacheninhalt, das heil3t,

F:/xzfgtanhrdé—/xZ\/Sz—ldé:sinhrcoshr—/x%/éz—ldé.
0 1

1

fé) =

Zur Berechnung des letzten Integrals eignet sich die durch ¢(¢) = cosht fiir ¢ € [0, 7]
definierte Transformation ¢ : [0,7] — [1, x] der neuen Variablen ¢ nach &. Fiir die
Intervallgrenzen 1 = cosh 0 = ¢(0) sowie x = cosh t = ¢(7) erhilt man zunichst
X T T
/ 2E2—-1d& = / 2/ @%(t) — 1 Do(t)dt = / 2+/cosh?t — 1 sinht dt
1 0 0
und somit wegen cosh?s — sinh?¢ = 1 sowie cosh 27 = 1 + 2sinh? auch
P T T
/ 22 —1dE = / 2sinh*t dt = / (cosh2t — 1) dt = sinhtcosht — 7.
1 0 0
Mit (x, y) = (cosh z, sinh t) folgt daraus F = 7 = arcosh x = arsinh y. O
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Aufgabe 9. Seien Intervallgrenzen a, b € R mit a < b gegeben und die Funktion
g :la,b] — R durch g(§) = exp(§) fiir & € [a, b] definiert. Fiir festgehaltenes m € N
werde das Intervall [a, b] durch die Punkte

Xo=a<&=x1=a+6<--<Ep1=fp1=a+m-1)¥5<&,=x,=0>

gleichmdiffig in m Teilintervalle der Liange § = ”;1—" > 0 zerlegt. Man zeige, dal3 die

Riemann-Summe iiber g die Gestalt

8 exp(8) (exp(b) — exp(a))

> g E) ok — xx-1) = o) =1

k=1

besitzt und leite daraus den Wert des Integrals [ ab exp(§) d& = exp(b) — exp(a) her!

Losung. 1. Aufgrund der Formel fiir die geometrische Summe und exp(§) # 1 ergibt
sich folgende Riemann-Summe iiber g beziiglich obiger Zerlegung

m—1

D gk —xe—1) = Y _Sexpla +k8) = Sexp(a +8) Y _ exp(ks)
k=1 k=1 k=0

exp(md) —1  Jexp(d)(exp(b) — exp(a))
exp(6) —1 exp(d) — 1
2. Im GrenzprozeB3 m — oo folgt § | 0 und somit das Integral

b
/ exp(E) dé — %iflg § exp((?)éixp(b)_— exp(a)) _ exp(b) — exp(a)
a p(é) —1

= §exp(a + §)

als Grenzwert wegen lims o % = 1. O
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Aufgabe 10. Seien Grenzen a, b € R mit a < b gegeben. Fiir festgehaltenes m € N
werde das Intervall [a, b] durch die Punkte

a=xo<&=x1=a+28<--<&=xxr=a+2k<---<&En=x,=0b

gleichmdfsig in m Teilintervalle der Lange 2§ = %(b —a) > 0 zerlegt. Man zeige, dal3
die Riemann-Summen Uber Sinus bzw. Cosinus die Gestalt

Z sin(€x) (xx — xk—1) = (cos(a +8) — cos(b + 8))
k=1
Zcos(gk)(xk — Xk—1) = 8 (sm(b + 8) — sin(a + 8))
k=1

besitzen und leite daraus die Werte der Integrale fab sinédé = cosa — cosb und
fab cos€édE = sinb — sina her!

Losung. 1. Man erhilt fiir die Sinusfunktion die Riemann-Summe

D sin(&) (e — xe1) = ) 28 sin(a + 26k) = % > " 2sin(a + 28k) sin 8.
k=1

k=1 k=1
Aufgrund der Additionstheoreme ergibt sich daraus

> sin(E) (xk — xx-1) = o (cos(a + (2k — 1)8) — cos(a + (2k + 1)8))
k=1 so
)
=== (cos(a + 8) — cos(b + §)).
Im GrenzprozeBB m — oo ergibt sich § | 0 und somit wegen limg_, Sig‘s = 1 wie

erwartet fab sinf dé = cosa — cosb.
2. Fir die Cosinusfunktion ergibt sich die Riemann-Summe

]; cos(&x)(xx — Xg—1) = ]; 26 cos(a + 28k) = s ,; 2cos(a + 26k) sin é.

Mit Hilfe der Additionstheoreme erhidlt man demnach

> cos(E) (xk — xp—1) = % ;; (sin(a + (2k + 1)8) —sin(a + (2k — 1)§))

k=1
= i (sin(b + &) — sin(a + §)).
sin §

Im Grenzproze3 m — oo folgt § | 0 und somit wegen lims_, ¢ S“g‘g = 1 erwartungsge-

mana cosédE =sinb —sina. O
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Aufgabe 11. Seien Grenzen a, b € R mit 0 < a < b gegeben und die Funktion
g :la,b] - R durch g(§) = % fir & € [a, b] definiert. Fiir festgehaltenes m € N
werde mit Hilfe des Teilungsverhaltnisses

das Intervall [a, b] durch eine geometrische Folge von Punkten

1

xXo=6=a<xi=&6K=aq<-<xXp1=Em=aq" <xpu=aq" =b

in m Teilintervalle zerlegt. Man zeige, dal3 die Riemann-Summe tiber g die Gestalt

> g (v — xk—1) = m(g — 1)

k=1

besitzt und leite daraus den Wert des Integrals fab % = In(b) — In(a) her!

Losung. 1. Die Riemann-Summe iiber g beziiglich obiger Zerlegung hat die Gestalt

m m k_ k—1 m—1
Y e —xe) =Y % =Y g-1D=mlg-1).
k=1 k=1 k=0

Im GrenzprozeB3 m — oo ergibt sich ¢ | 1 wegen 0 < @ < b und somit das Integral

bag . g—1
/a T = (In(b) — In(a)) - lqlfrll@ = In(b) —In(a)

als Grenzwert wegen m In(g) = In(b) — In(a) und lim,, 1;‘(_‘11) = 1. O]




