Ubungsaufgaben 12
Uneigentliche Integrale

Aufgabe 1. Seien beliebige Parameter w, 8 > 0 und Grenzen a, b € R mita < b
gegeben. Man berechne die beiden Integrale

b b
/ e “'sinBtrdt und f e “'cos Bt dt
a a
und fiihre die Grenziibergdnge a — 0 und b — oo aus! ®

Losung. 1. Die teilweise Integration des ersten Integrals liefert zunéchst

e~®% cos Ba —e~“? cos Bb

b w [?
/ e “'sinBrdt + —/ e “cosBrdt =
a ﬂ a ﬂ
Das zweite Integral wird durch teilweise Integration auf das erste zuriickgefiihrt:

/b w [? e~ b sin Bb — e~?? sin Ba
e :
a

@ cosBtdt —— | e “sinprdt =

B Ja p

Diese Beziehungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir die beiden gesuchten

Integrale: Subtrahiert man das %-fache der zweiten von der ersten Gleichung bzw.
addiert man das g-fache der ersten zur zweiten Gleichung, so folgt mit R? = w? + B?

B(e ?cos fa —e " cos pb)  w(e™"sin b — e~ sin fa)

b
/ e “'sin Bt dt = — ,
a

R2 R2
b e’ sin Bb — e®% sin Ba w(e % cos Ba — e P cos Bb
/ e_“”cosﬂtdtz'g( 'BRZ P )—i- ( 'BRZ 'B).
a

2. Fiithrt man Polarkoordinaten R € ]0, oo[, « € R fiir (—w, B) = (Rcosa, Rsina)
ein, dann liefern die Additionstheoreme die Integrale

e’ sin(Bb — o) e ““sin(Ba — )

b
/ e ' sin Bt dt = ,
a

R R
/b " cos i di — g=@b cos}gﬁb —a) e coslgﬂa — )

in kompakter Schreibweise.
3. Fiir a = 0 liefert der Grenziibergang b — oo wegen @ > 0 schlieBlich die Werte

/‘°° e sin 1 di = lim e *bsin(Bb —a) sina _sina B B
0 b—>00 R R R R? w?+ p?
/Oo e cos fr dt = lim e~ b cos(Bb — a) _Cosa _ cosa o o

0 b—>00 R R R R?  w?+ p?

flr die gesuchten uneigentlichen Integrale. O
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Alternative Losung. 1. Nutzt man fiir { = (—w, ) € C die Darstellung
Exp(t¢) = e “'(cos Bt,sin Bt) fiirt € R,

so liefert die Integration iiber diese komplexwertige Exponentialfunktion sofort

b _
[ Expucyan = 22O . Exp(al) _ (Exp(b) T@EXP(GO) ¥
(e7®%(cos Ba, sin fa) — e~ (cos Bb, sin Bb)) - (w. B)
B w? + p2
und somit

B(e™? sin Bb — e sin Ba) + w(e™® cos fa — e™®” cos Bb)

b
/ e “cosBtdt =
a

w? + B2 w? + B2 ’
/b ~ot sin B di B(e™®cos Ba —e P cos Bb)  w(e™*?sin Bb — e % sin Pa)
e~ sin = _
a w? + B2 w? + B2

durch Vergleich von Real- und Imaginarteil auf beiden Seiten. O
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Aufgabe 2. Seien reelle Zahlen ¢ > b > 0 sowie § = +a? — b? vorgegeben und
die Ellipse {s(§) € C | 6 € [—x, ]} mit den Halbachsen a und b sowie den beiden
Brennpunkten zg, = (6,0) € C und zg = (-4, 0) € C mit Hilfe der durch

p(0) = 5050 und s(0) = zg + p(f)(cosO,sinf) fir O € [—m, 7]

definierten Funktionen p : [—7, 7] — ]0,00[ und s : [-7, 7] — C in Polarkoordina-
ten beziiglich des Pols zg dargestellt. Man berechne den integralen Mittelwert

1 [~ 1 (™ b3do
— 0)do = — _
2 _,,'O( ) Zn/_ﬂa—l—(ﬁcos@

der Abstandsfunktion p tliber alle Polarwinkel 6 € [—r, 7], indem man durch eine
Variablentransformation zu einem Integral iiber eine rationale Funktion gelangt! ®

Losung. 1. Der Vollstandigkeit halber soll die obige Gestalt der Abstandsfunktion
p i [-m, ] — ]0,00[ fir die Darstellung s : [-m,7] — C einer Ellipse mit den
Halbachsen a und b in Polarkoordinaten beziiglich des Pols zg hergeleitet werden:

Um einzusehen, daB fiir jeden Punkt (x, y) € C der Ellipse jeweils ein Polarwinkel
0 € [0,2x] mit (x, y) = s(0) existiert, untersucht man die Gleichung

(p(@)cosO +8)>  (p(B)sinf)> x> y?
o T TatR

Aquivalente Umformungen liefern wegen cos?6 + sin?6 = 1 zunichst

= 1.

P cos™0 + 20p(0) cost + +a“p — COS =ua
b2(0%(6) cos20 + 28p(6) cos 6 + 62) + a2p*(0)(1 — cos20) = a2b?
und somit wegen 8% = a? — b? auch
a’p?(0) = b* —2b*8p(0) cos 6 + §°p*(0) cos*0 = (b> — 8p(6) cos 6)?,
woraus sich
(b2 — p(0)(a + 6 cos ) (b* + p(6)(a — § cos B)) = 0

ergibt. Die Positivitit des zweiten Faktors liefert schlieBlich 52 = p(6)(a + § cos 0)
und somit die obige Gestalt der Abstandsfunktion p : [, 7] — ]0, o0].



2. Seien «, B € |—m, [ vorgegeben. Zur Berechnung des Integrals
Bob2do (! b2De(£)dE
/a a+8cosf /c a+ §cosp(§)
eignet sich die durch ¢(§) = 2arctan ¢ definierte Transformation ¢ : R — |—m, [
der neuen Variablen £ € R in die alte Variable 6 = ¢(§) € |-, [, wobei die neuen
Grenzen ¢, d € R durch ¢(c) = o und ¢(d) = p gegeben sind. Aus der Beziehung
£ = ¢71(0) = tan £ ergibt sich

) 1—£2
20 _ _ 20 _
0085_14-52 und somit cosf = 2cos E—I—TSZ.
Wegen Do(§) = 7 gilt demzufolge
/ﬂ b2do /d 262 d§ [ 262 d§
w a+38cos® J. al+E)+81—-£82) J. (a+8)+ (a—8)E2"

3. Definiert man durch ¢ (¢) = FVZJ—F? t eine Skalierungstransformation ¢ : R — R
der neuen Variablen ¢ € R in die alte Variable £ = y(f) € R, wobei die neuen
Intervallgrenzen u, v € R durch ¥ (#) = ¢ und ¥ (v) = d gegeben sind, so folgt

d 2b2dE e 2b2 Dy (t) dt
e @+8)+@=8e ), (@+8)+@—-§y2)
_20%a+$8 [V dt 2b? v dt
@+ 8Va—38Ju 1412 m/ 1412
Wegen limy, o ¥ (u) = —o0 und limy_ o ¥ (v) = 00 sowie lim.—,_ @(c) = —7

und limy o ¢(d) = 7 erhilt man mit b = v a? — 62 und Schritt 2 insgesamt

/” b>do _/00 2b>d _[00 2bdt _,
aa+8cosl S o@+8+@—-8 J 1412 T

3. Daraus ergibt sich schlieBlich der integrale Mittelwert
| 1 (™ b3do
— 0)do = — — =
2 _,,p() Zn/_na+80059
der Abstandsfunktion p tiber alle Polarwinkel 6 € [—m, ], mit anderen Worten, die
kleine Halbachse b der Ellipse. OJ




Aufgabe 3. Man berechne das uneigentliche Integral
*261n() d§
/o (1+§2)?
durch teilweise Integration, die eine Zuriickfithrung auf ein Integral iiber eine ratio-
nale Funktion ermdglicht, das durch Teilbruchzerlegung berechnet werden kann!

Losung. 1. Seien Intervallgrenzen a, b € ]0, oo beliebig vorgegeben. Durch teilweise
Integration ergibt sich zunichst

b _In(@)  In(b) b1
e 0= G- [ e e

2. AnschlieBend wird der Integrand des verbleibenden Integrals in Teilbriiche zer-

legt: Im Teilbruchansatz
1 i ﬂ n b1§ + 1
E1+6) & 148

werden drei unbekannte Koeffizienten aq, by, ¢; € R bestimmt. Fiir alle £ € R gilt
1 =a;(1+&>)+ (bif + 1§,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in £ die Glei-

chungen a; = 1, ¢; = 0 und a; + b; = 0 und somit b; = —1 ergeben. Daraus folgt
die Teilbruchzerlegung
1 1 &

E1+E) & 148

fir alle £ € ]0, oo
und deshalb
/b dg¢ /b dg¢ [P EdE () — In(a) In(1 + b2) @ + a?)
E0+E) S ' Joive ¢ 2 2
3. Mit Schritt 1 folgt daraus fiir alle a, b € ]0, oo[ die Beziehung
/b 26In(§)dg 1 n b? In(b) In(l1+a?» a®In(a)

(1+€2)2 2 1+4b> 1+5b2 2 14+a2 "
Die Grenziibergange b — oo und a | 0 liefern nach Bernoulli-de I'Hospital

lim (lln b In) ) OO B TR S
b—oo \ 2 1 + b2 1 + b2 2 b—o0 2b2
sowie
(MDY D
alo 2 1+ a2 2 alo 2

und somit den Wert Oo
/ 26In(§)ds _
o (1+£2)2
fir das gesuchte uneigentliche Integral. O
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Aufgabe 4. Man weise die Konvergenz des uneigentlichen Integrals

/Oo exp(—x?)dx = N
O 2

nach, woraus sich unter anderem die Normierungseigenschaft

< 1 (5 —p)? _
/_wamexp(— 202 )ds_l

der Gauf-Normalverteilung fiir alle Parameter u, 0 € R mit o > 0 ergibt!

Losung. 1. Da die Ungleichung exp(z) > 1 + z fiir alle z € R und somit
1
11—z <exp(—z) < —— firallez € [0, 00]
14z
gilt, ergibt sich
(1 —x?* < exp(—kx?) firallex €[0,1]und k € N

sowie

1
exp(—kx?) < TroF fiir alle x € [0, co[ und k € N.

)k
Die Multiplikation mit +/k und die Integration von 0 bis 1 bzw. von 0 bis oo liefern
fir jedes k£ € N aufgrund des Majorantenkriteriums die Abschdtzung

N/
vk / 1(1 —x¥)kdx < vk [ 1exp(—kx2) dx = / exp(—£2) d§

o0 o0 o0 d
5/0 exp(—£2)dE = «/%/0 exp(—kx?)dx < \/E/(; ﬁ
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2. Zur Berechnung des Integrals fol (1 — x?)*dx eignet sich die durch ¢(6) = cos @
definierte Transformation ¢ : [0, Z] — [0, 1] der neuen Variablen 6 € [0, Z] nach x.
Fiir die Intervallgrenzen 1 = ¢(0) sowie 0 = go(%) und jedes k € N ergibt sich

1 0
/0(1—x2)kdx= /2(1—¢2(0))kD¢(6)d9

/2 /2 k
= /O (1 — cos®0)*sinf do = [O sin?*t19 4o = L[l T
3. Zur Bestimmung des zweiten Integrals f0°°(1 + x2)7*dx definiert man durch
¥ () = cot § eine geeignete Transformation y : ]O, %] — [0, oco[ der neuen Variablen
6 € 10, Z] nach x. Fiir die Intervallgrenzen 0 = (%) und b = ¥ (B) mit 8 € ]0, Z]
ergibt sich fiir jedes k € N mit k > 2 die Beziehung

© dx b oax % Dvy(9)do
fo (I+x2)F blinio[) (I +x2)F lﬂl?é/n/z (I + y2(0))

/2 do /2 1201
= lim = / sin2*=Dg dp = .
plo Jg (1 + cot2f)k-1 0 2 Pl 20

4. Die Schritte 1, 2 und 3 liefern fiir alle k € N mit k£ > 2 die Abschiatzung
k

2k 1 1_[ 2/ 2f1—[ 2/
2k +1 xk [ ~20—1

«/_

2k i 20—1 —
=Jx 2 1:[ 2k —1 H
und damit wegen der Grenzwertbeziehung

lim nk]_[m_l)2 | schlieBlich — / Ooex(xz)dx—l
koo 02 Jrly P -

nach Ausfﬁhrung des Grenzprozesses k — o0. OJ
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Aufgabe 5. Zum Nachweis der Existenz und der Berechnung des Werts des uneigent-
lichen Integrals Py = f0°° e~"tkdt fiir k € N U {0} gehe man wie folgt vor: Man zeige
mittels teilweiser Integration und vollstindiger Induktion, daB3 die Rekursionsformel

Po=1, Pry1=((k+1)P, firallek € NU{0}
gilt und schlieBe daraus auf den Wert Py = k! des Integrals fiir alle kK € N U {0}!

Lésung. Der Nachweis wird durch vollstandige Induktion tiber k € N U {0} gefiihrt:

Induktionsanfang: Im Falle k = 0 ergibt sich unmittelbar das Grundintegral

00 b
Py = [ e’'dt = lim | e'dt = lim (1—-e?) =1,
0 b—>oc0 Jo b—o0

Induktionsschritt: Unter der Annahme, dal3 die Induktionsvoraussetzung fiir einen
Index k € N U {0} erfiillt ist, also Pr = k! gilt, soll durch den Nachweis der Rekursi-
onsformel Px4; = (k + 1) Py gezeigt werden, daBB Py = (k + 1)! gilt:

Fiir alle » € R mit b > 0 erhdlt man durch teilweise Integration

b b
/e"-t"“dt:/ et (k + 1) t*dr — e PpFH!
0 0

und im GrenzprozeB b — oo wegen lim,_,o, e ?b¥*1 = 0 die Konvergenzbeziehung

b b
lim e—ftk+1dz:(k+1)blim e~'t*dt = (k + 1) Py,

b—o00 0 0

woraus die Induktionsbehauptung Py, = (k+1)Pr = (k+1)k! = (k+1)! folgt. O



Aufgabe 6. Man berechne fiir alle a, b € R mit a < b das uneigentliche Integral

d§
fa VE—a)b-§)

mit Hilfe einer geeigneten Variablentransformation!

Lgsung. Fihrt man die Parameter § = 2(b—a) > Ound y = 2(b +a) € R ein, dann
gilt y — 6 = aund y + § = b, und man erhélt zunéchst folgendes Integral

/b d g B /b d %-

a VE-a)b-8§ Ja VE-E-»?

Zur Berechnung dieses Integrals definiert man durch ¢(6) = y + 6 sin 8 die Transfor-
mation ¢ : |—Z, Z[ — ]a, b[ der neuen Variable 6 € |—Z, Z[ nach £ € ]a, b[. Fiir die
neuen Intervallgrenzen a,p € ]—5 l[ liefert die Transformationsformel somit

/"’(’3) / Do(0)do _ P §coshdb —B-u
0@ /82 (s DE V82— (p®) —y)? Joa /62cos? 8 '

Wegen limg, /2 () = a und limgy,/2> ¢(B) = b folgt daraus der Wert

d& B
/a VE—a)(b—§)

des gesuchten Integrals unabhédngig von der Wahl vona, b € R mita < b. OJ
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Aufgabe 7. Man weise nach, daf3 das uneigentliche Integral
[T ) e /1 n® Lo, (e

o 1+§& o 1+§2 1 1+§2
existiert und bestimme seinen Wert, indem man eines der Integrale auf der rechten

Seite mit Hilfe einer geeigneten Transformation der Variablen auf das andere Integral
zuriickfiihrt!

Lésung. Um einzusehen, dal3 die beiden uneigentlichen Integrale auf der rechten Sei-
te als Grenzwerte existieren, wird das Majorantenkriterium herangezogen:
1. Fiir das erste Integral gilt fiir alle a € ]0, 1[ die Abschédtzung

' In(o)l dg
[ BOLE < [ inenas = - [ meas

1
=aln(a)—|—/ 1dé =aln(a) +1—a.

Wegen lim, o(a In(a) + 1 —a) = 1 gilt lim, o fal |In(§)|d§é = 1 und somit

1ln(5)d§< 1W< 1 B
fo 1+ &2 _[0 1+ £2 —/O | In(§)| d& = 1.

2. Sei ferner b € |1, oo[ vorgegeben. Definiert man durch ¢(¢) = % die Transforma-
tion ¢ : ]0, 1] — [1, oo[ der neuen Variablen ¢ € |0, 1] nach £ € [1, oo[, dann liefert die
Transformationsformel wegen ¢(1) = 1 und w(%) = b fiir das zweite Integral

/b In(§) d§ _ /Ub In(p(t)) Dy(t)dt _ /1 In(r) dt
1 1+ 82 1 1+ @2(1) iy LH120

Da nach Schritt 1 der Grenzwert des letzten Integrals fiir b — oo existiert, ergibt sich

“InE)de PIn)ds "In(r)dr UIn(r) dt
/1 1+ &2 _blgrolofl 1+ &2 __blggo/ub 1412 __/0 1+12

und somit schlieBlich
/°° In@)d§ _ /1 In(§) d§ 4 /°° In(§) d§
o THE ) 148 [+8
fiir das gesuchte uneigentliche Integral. OJ

=0



Aufgabe 8. Sei eine Lingeneinheit § > 0, die Funktion p : |—Z, 2Z[ — R mittels

3§ sint cost

" firte|-Z, 3=
sin3t + cos3t ] 4 [

4

p(t) =

und das Kartesische Blatt durch die Funktion s : |—%, 2£[ — C in Polarkoordinaten

4
s(t) = p(t)(cost,sint) firt € |-Z, 22| vorgegeben.

1. Man berechne den Flacheninhalt jener Teilmenge der Ebene, welche von der
Schleife {s(r) € C | t € [0, %]} des Kartesischen Blattes umschlungen wird!

2. Man bestimme den Fliacheninhalt derjenigen Teilmenge der Ebene, welche von
der Asymptote und den Bégen {s(t) € C | € |-Z,0]} und {s(r) € C | 1 € [%, [}
des Kartesischen Blattes eingeschlossen wird!

Losung. 1. Jene Fliche, die von der Schleife {s(r) € C | ¢ € [0, Z]} des Kartesischen
Blattes umschlungen wird, hat gemal3 der Leibniz-Sektorformel den Inhalt
Fo— /”/2 pX(t)dt 982 (™ sin?t cos?t di
S A 2 2 Jo (sin3t +cos3t)?’

Da die durch die Vorschrift

= ——
1@ sin3t + cos3t
definierte Funktion f : |-Z, 2Z[ — R die Ableitung

4° 4

3
8L furre -z,

3sint cos?t - (sint + cos’t) + cos’t - (3cost sin?t — 3sint cos?t)

Df(t) = — -
S @) (sin3t + cos3t)?
_ 3sin’tcos’t - (sin’f 4 cos’t)  3sin’f cos’t
(sin3t + cos3t)? ~ (sin3f + cos31)?

besitzt, hat man eine Stammfunktion des Integranden in der Hand und erhélt

RO /(3)
¢ = — 22
2 2
als Inhalt der Fliche, die von der Schleife {s(r) € C | ¢ € [0, Z]} des Kartesischen

Blattes eingeschlossen wird.




s(a)

o(a)

s(t)

0 (=5,0) 0

(0.-9)
s(B)

a(B)

2. Seien neben dem Nullpunkt 0 € C durch o € |-Z,0[ sowie g € |Z, 2| zwei

weitere Eckpunkte

(—8cosa,—dsinw) cC und o(f) = (—d cos B, —4sin B)

. - eC
sina + cos« sin B 4 cos

o(a) =

eines Dreiecks auf der Asymptote des Kartesischen Blattes vorgegeben. Aus diesem
Dreieck wird durch die Bogen {s(t) € C | 1 € |-%,0]} und {s(s) € C | t € [Z.2E[}

2’ 4
des Kartesisches Blattes gemal3 der Leibniz-Sektorformel eine Flache mit dem Inhalt
82 sin B sin o 0 p2(r) dt B p2(t)dt
Fala,B) = = | = — = - - —_—
2 \sinff +cosfB sina + cos« o 2 x2 2

herausgeschnitten. Mit Hilfe der Stammfunktion f ergibt sich daraus der Wert

Fa(o ﬂ)—f( tanf __tana )_352(f(“)—f(0))_352(f(%)—f(ﬂ))
AT l+tanB 1+ tana 2 )

382 N 82 ( tanp tan o N 852 3 3
2 2 \1l+tanB 1+ tana 2 \1+tan3 1 +tan3a /)

Da fiir alle x € R \ {—1} die Beziehung
X 3 x(I1—=x+x2)+3 (I +x)3—2x+x2) 3—2x+x?
x 150 (400242 (+00-x122)  I-xta2
gilt, erhilt man somit
Foa. f) = ﬁ N f (3 — 2tan 8 + tan?p _ 3-2tanqa +tan2a)
2 2 \ 1—tanp + tan?p 1 —tana + tan?«

und wegen limy | —7/4 tan o = limg43,/4 tan B = —1 schlieBlich den Flacheninhalt

2

3
i lim Fy(o,B) = —
BTli’;I}rl/4a¢—n/4 (@) 2

jener Teilmenge, welche von der Asymptote und den Bégen {s(r) € C |t € |-Z,0]}

und {s(t) € C | t € [%,2Z[} des Kartesischen Blattes eingeschlossen wird. O



