Ubungsaufgaben 13
Kurven und Wege in der Ebene

Aufgabe 1. Sei ein Parameter § > 0 gegeben und der uneigentliche Weg y : R — C
langs einer Kettenlinie mittels

y(t) = (t,8cosh %) fiirz € R definiert.

1. Wird die Langenfunktion ¢ : R — R des uneigentlichen Weges y durch
t
o(t) = / |IDy(s)|ds € R fiirt € R gegeben,
0

so bestimme man den durch Verkettung y = o o ¢ definierten und nach seiner Lange
parametrisierten uneigentlichen Weg o : R — C entlang der Kettenlinie!

2. Man berechne die Kriimmung «(7) € R des uneigentlichen Weges o sowie den
Mittelpunkt {(7) € C des Kriimmungskreises an o in 7 € R!

3. Man zeige, daB3 der uneigentliche Weg ¢ : R — C der Kriimmungsmittelpunkte
differenzierbar ist und fiir jedes t € R stets ein Faktor A(7) € R mit

D¢(t) = A7) (Z(r) — O'(‘L')) existiert!

4. Man iiberzeuge sich davon, dal3 die Wegldngen fiir jedes 7 € R die Beziechung

6(t) — o (0)] = 8 + | [T | D¢(r)] dt | exfiillen!
¢(0)
£(0) (@)
o (0)
0
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Lisung. 1. Aus der Ableitung Dy(s) = (1,sinh§) € C von y in s € R ergibt sich
wegen des Additionstheorems cosh?($) = 1+ sinh?($) fiir 7 € R der Wert

t t
T=¢(t) = / |Dy(s)|ds = / cosh § ds = §sinh £
0 0

der Langenfunktion des uneigentlichen Weges y langs der Kettenlinie. Nutzt man die
streng monoton wachsende und bijektive Transformation ¢ : R — R, so wird durch
die Verkettung y = o o ¢ ein nach seiner Linge parametrisierter uneigentlicher Weg
o : R — C entlang der Kettenlinie definiert: Der Wert

t =¢ '(r) =8arsinh i firt eR
der inversen Funktion liefert wegen cosh?(%) = 1 + sinh?(§) = 1+ (§)* demnach
o(t) =y(t) = (t.8cosh%) = (Jarsinh §, /62 + 12) e C firt e R

und somit einen unendlichmal differenzierbaren uneigentlichen Wego : R — C.
2. Da die erste und zweite Ableitung von o in T € R durch

Do(r) = 89 sowie D?0(7) = (=67,
N/ B+ VR + 2
gegeben sind, erhilt man aus der Beziechung D?0 (1) = k() - 1 Do (7) zunichst
6(—1,0) k(t)(—1,9) )
= und somit k(1) = —— € R
P+ )VE2+ 12 /2472 D=

als Kriimmung des uneigentlichen Weges o in t € R, woraus sich der Mittelpunkt
iDo(7)
k()

des Kriimmungskreises an o in 7 € R ergibt. Kehrt man durch r = ¢(¢) = §sinh §

{(r) =0o(v) +

= (8arsinh £ — /62 +12,24/82 +12) € C

zum urspriinglichen Parameter ¢ € R zuriick, so erhélt man die Darstellung

1
K(ga(t)) = m eR SOWie Z((p(t)) = (t_SSinh%COShg,Q,(gCOSh%) G(C
3. Der differenzierbare uneigentliche Weg ¢ : R — C besitzt in t € R die Ableitung
DE() 8 V82 412 72 27 2t(-%, 1)
7) = — _ , _ .
A82 + 12 ) S/82 ¥ 12 /82 ¥ 12 /52 1 12
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Da fiir die Differenz {(t) — o (r) = +/§2 + 12 (—£. 1) gilt, folgt daraus sowohl
2t T

B /t|2t|dt
52 + 12 ), 8 8

fiir jedes t € R und schlieBlich die Beziehung |{(t) —o(7)| =6 + {fot |DC(1)] dt‘ fiir
die Wegliangen. O

Di(r) =

-(¢(x) — o (1)) alsauch '/r|D§(f)|df
0




Aufgabe 2. Sei ein Radius § > 0 und die Funktion « : ]0, co[ — R durch

k(t) = —— fiir r € ]0, oo[ gegeben.

V26T

1. Man bestimme den durch
T

0(1):/0t/<(t)dt, v(t) = (cos O(r),sinH(r)) und a(r)=(5,0)+/0 v(t) dt

fiir t € ]0, oo[ definierten uneigentlichen Weg o : 10, 00[ — C, welcher nach seiner
Léange parametrisiert ist und in jedem Punkt 7 € ]0, oo[ die Kriimmung « (7) besitzt!
2. Man berechne in jedem Punkt t € ]0, oo[ jeweils den Mittelpunkt ¢(7) € C des
Krimmungskreises an o und zeige, daB3 der uneigentliche Weg ¢ : |0, oo[ — C dieser
Kriimmungsmittelpunkte langs einer Kreislinie mit dem Radius § > 0 verlauft! ®

o(7)

¢(x)

NI

/




4

Losung. 1.1. Das uneigentliche Integral zur Berechung des Richtungswinkels 1403t
sich mit Hilfe eines Grundintegrals bestimmen: Man erhilt
T g [T gy Y2 V20 e
o V28t aloJa V28t alo 5 V8
1.2. Die Gestalt der Ableitung DO = k der Transformation 6 : |0, 00[ — R und
die Beziehung 66(¢) - x(¢) = 1 liefern fiir jedes t € |0, oo[ sowohl

0(z) =

fir t € 10, oo].

/rCOSQ(t)dt = /t89(t)c059(t) k(t)dt = /rae(r) cosO(1) - DO(t) dt

6(r) 0(z)
=f 819-00819d19=89(r)sin9(r)—/ 5sin ¥ dv
0 0
und somit
s+ / cosO(t)dt = §cosb(t) + §0(7)sinO(7)
0
als auch

/1 sin0(¢) dt = / 80(t)sin 6() - k(t) dt = / 80(t)sin 6(t) - DO®t) dt
0 0 0

0(z) 0(v)
=/ 519-Silll9dl9=—59(‘L’)COS@(‘L’)+/ dcos v dvt
0 0

und damit

/ sinf(t)dt = 6sinf(r) — 56(t) cosO(7),
0
also insgesamt fiir den uneigentlichen Weg o : |0, oo[ — C die Darstellung
o(r) = (8,0) + / v(t)dt = §(cosB(r) + O(x) sin O(z), sin O(x) — (z) cos O(1)).
0

2. Wegen Do = v ergibt sich fiir den Mittelpunkt des Kriimmungskreises an o in
einem beliebigen Punkt ¢t € ]0, oo[ zundchst
iDo(r)

B iv(r) (—sin6(r),cos H(1))
{(r) =o0(r) + <) =o(7) + (0 =o(r) + pre

und somit aufgrund der Ergebnisse von Schritt 1 schlieBlich die Darstellung

¢(r) = §(cos B(t) + O() sin B(x), sin H(z) — O(t) cos (7))
+ 860(t) - (—sin O(r), cos (1))
= §(cos B(7),sinO(7)) = dv(r).

Demnach verldauft der uneigentliche Weg ¢ : ]0,00[ — C der Kriimmungsmittel-
punkte von o entlang einer Kreislinie um den Nullpunkt mit dem Radius § > 0. [



/7
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Aufgabe 3. Welche Liange hat der durch

()
2

(&
(7

y(t) = 6t Exp(2nit) = 6t(cos2nt,sin2xt) € C fiirt € [0, n]

gegebene Weg y : [0, n] — C ldngs der Archimedischen Spirale mitn € N Windungen,
welche jeweils den Abstand § > 0 voneinander haben? ®

Losung. 1. Nach Definition hat der vorgegebene Weg y die Linge

/ |Dy(t)|a’t:/ 8|Exp(2n1‘it)—I—27r1'itExp(2m‘it)|dt:/ §|1 + 2rit|dt
0 0 0

n 2nn
=/ 8\/1+(2nl)2dt=2i/ V14 s2ds.
0 T Jo

Durch teilweise Integration ergibt sich zunichst

2nn 2mn s
1-\/1—|—s2ds=27m\/1+(27m)2—/ s - ds.
[0 0 V1 + 52

2. Das letzte Integral wird auf das gesuchte und ein Grundintegral zuriickgefiihrt:

/Znn SzdS B f2nn (1 + S2) dS 2nn dS
o A1+s? 0 1+ 52 o /1452

2nn
= / V14 s%2ds — arsinh2zn.
0

Mit Schritt 1 folgt daraus

2nn 2nn
/ V1+s2ds =2an4/1 +(2nn)2—/ V14 s2ds + arsinh 27 n.
0 0
Somit ergibt sich schlieBlich die Lange

n 5 2mhn 8 1 D) 2 8 inh?2
[Miovoran= - [T as = /1T @enf _ Sarsinh2n
0 T Jo

2 4
der Archimedischen Spirale mit n € N Windungen, welche jeweils den Abstand § > 0
voneinander haben. O



6

Aufgabe 4. Sei ein Parameter § > 0 gegeben und der uneigentliche Wegy : R — C
entlang einer Schleppkurve mittels

§sinh £
y(t):(t— sinh % )

cosh§ "cosh £
1. Wird die Langenfunktion ¢ : [0, oo[ — [0, oo[ des uneigentlichen Weges y durch

) fur r € R definiert.

t
() = / |IDy(s)|ds € R fiirt € [0, oo eingefiihrt,
0

so bilde man den durch Verkettung y = o o ¢ gegebenen und nach seiner Linge
parametrisierten uneigentlichen Weg o : [0, oo[ — C langs der Schleppkurve!

2. Man berechne die Kriimmung «(zr) € R des uneigentlichen Weges o sowie den
Mittelpunkt ¢(r) € C des Kriimmungskreises an o in t € ]0,00[ und zeige, daBl
der uneigentliche Weg ¢ o ¢ : ]0,00[ — C der Kriimmungsmittelpunkte langs einer
Kettenlinie verlauft!

¢(s)
¢(x)

o (0)

o (s) o (1)




Losung. 1. Aus der Gestalt der Ableitung
cosh?(%) — sinh?($
oy — (1 coh2 () =sink(5)
cosh?(%)
von y in s € R folgt wegen des Additionstheorems cosh?($) — sinh?(3) = 1 fiir die
Lénge des uneigentlichen Weges y lings der Schleppkurve die Beziehung

sinh &
T 2(s s s
cosh?( 8) cosh§ ' cosh3

_ sinh% sinh% B 1
cosh § ’

sinh 3 )
ds = 8In(cosh %) firt € [0, ool.

t t
r=<p(r)=/ |Dy<s>|ds=/ 5
0 0 COShg

Mit der bijektiven, streng monoton wachsenden Transformation ¢ : [0, co[ — [0, oo
wird durch die Verkettung y = o o ¢ ein nach seiner Lange parametrisierter unei-

gentlicher Weg o : [0, oo[ — C entlang der Schleppkurve definiert: Der Wert

t = ¢~'(z) = §arcosh (e7/%) fiir r € [0, o0]

der inversen Funktion liefert wegen sinh?(%) = cosh?(%) — 1 = ¢*”/% — 1 demnach

o(t) = y(1) = (3 arcosh (e7/%) — e~/ v/e2/6 — | ,Se_t/8> fiir 7 € [0, oo

und somit einen differenzierbaren uneigentlichen Weg o : [0, oo[ — C.
2. Da die erste bzw. zweite Ableitung von ¢ in t € ]0, oo[ die Gestalt
(=)
1

1 1
S 2t/6 _ 1 — 2 —
(\/e 1, 1) bzw. D<o (1) Sor/s T

Do(r) = T

besitzt, erhilt man aus der Beziehung D?0 (1) = «(7) - 1 Do (t) zunichst

1 1 k(7) - ) 1

_ MO Sezess — - -

5ot/ ( S ,1) = (1, e 1) und somit k(1) ST
als Krimmung des uneigentlichen Weges o in 7 € |0, oco[, woraus sich

iD
t(ty=o0(1) + ! (U()T) = (8 arcosh (e/%) ,86’/8) eC
k(T

als Mittelpunkt des Kriimmungskreises an o in t € 0, oo[ ergibt. Kehrt man zum
urspringlichen Parameter ¢ € ]0, oo[ mittels t = ¢(¢) = § In (cosh %) zuriick, so folgt

eR sowie ¢(¢(t)) = (r.8cosh%) e C.

) = —
k) §sinh £
Somit lauft der uneigentliche Weg ¢ o ¢ : |0, oo[ — C der Kriimmungsmittelpunkte
0]

der Schleppkurve lidngs einer Kettenlinie.
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Aufgabe 5. Seien z = (4, f) € C mit § > 0 und B > 0 vorgegeben sowie durch
y(t) = Exp(zt) = ¢ (cos Bt,sinft) e C  fiirr e R

ein uneigentlicher Weg y : R — C entlang einer Logarithmischen Spirale definiert.
1. Wird die Langenfunktion ¢ : R — ]0, oo[ des uneigentlichen Weges y durch

t
o) = / |[Dy(s)|ds € R fiirt € R eingefiihrt,

—0o0
so bilde man den durch Verkettung y = o o ¢ gegebenen und nach seiner Linge
parametrisierten uneigentlichen Weg o : 10, oco[ — C lidngs der Spirale!

2. Man berechne die Kriimmung «(7) € R des uneigentlichen Weges o sowie den
Mittelpunkt ¢(7) € C des Kriimmungskreises an o in t € |0, oo[ und zeige, dal3 der
uneigentliche Weg { o ¢ : R — C der Kriimmungsmittelpunkte ebenfalls entlang
einer Logarithmischen Spirale verlauft!

Losung. 1. Aus der Gestalt der Ableitung Dy(s) = z Exp(zs) von y in s € R ergibt
sich fiir die Langenfunktion des uneigentlichen Weges y in t € R der Wert

t t t | Z| e&t
T = (1) :/ |Dy(s)| ds :/ |ze’* Exp(iBs)| ds :/ Iz| % ds = —5
Mit der bijektiven, streng monoton wachsenden Transformation ¢ : R — 0, oo[ wird
durch die Verkettung y = o o ¢ ein nach seiner Linge parametrisierter uneigentlicher

Weg o : ]0, oo — C entlang der Spirale definiert: Der Wert
t=9¢ (1) = §ln% fiir T €10, oo]
der inversen Funktion liefert demzufolge die Darstellung

o(r) = y(t) = Exp(§In Z) fiir v €10, o0

und somit einen differenzierbaren uneigentlichen Weg o : |0, co[ — C.
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2. Da die erste Ableitung von o in 7 € ]0, oo[ die Gestalt Do (7) = ¢ o () besitzt,

erhidlt man wegen z = (8, B) die zweite Ableitung

z?2 z Bzi

G2’ 75290 = Gz

Die Beziehung D20 (t) = k(7) - 1 Do (7) liefert somit die Kriimmung k(7) = 8‘% >0

D%0(z) = o(7).

des uneigentlichen Weges o in t € ]0, o<|.
3. Fiir den Mittelpunkt des Kriimmungskreises an o in t € |0, oo folgt wegen

z = (6, B) die Darstellung
t(x) = o(x) + “z?t(;) —o(1) + %ﬁo(r) - %ﬁd(‘[).

Kehrt man zum urspriinglichen Parameter ¢t € R mittels t = ¢(¢) zuriick, so erhélt

man {(¢(t)) = %ﬁy(t). Demzufolge verlauft der uneigentliche Weg (o : R — C der
Krimmungsmittelpunkte des Weges o lings einer mit dem Faktor % > 0 skalierten
und um einen rechten Winkel gedrehten Logarithmischen Spirale. O



Aufgabe 6. Sei eine Langeneinheit § > 0 und die Funktion « : |—4§, 4] — R durch

1 "
k(t) = \/ﬁ fiir T € |—46, 48[ gegeben.

1. Man bestimme den durch
0(r) = /r/c(t) dt, v(r) = (cosf(z),sinf(r)) und o(r) = /T v(t)dt
0 0

fir v € |—44, 44| definierten uneigentlichen Weg o : |—468, 45[ — C langs einer Roll-
kurve, der durch den Punkt ¢(0) = 0 in Richtung v(0) = 1 lduft, nach seiner Lange
parametrisiert ist und in jedem Punkt t € |—46, 45[ die Krimmung « (7) besitzt!

2. Man berechne in jedem Punkt 7 € |—4§, 45[ jeweils den Mittelpunkt ¢(7) € C
des Krimmungskreises an o'!

Losung. 1.1. Die durch ¢(s) = 44s fir s € R definierte Transformation ¢ : R — R
der neuen Variablen s in die alte Variable t = ¢(s) fiihrt auf das Grundintegral

Todr (W 4sds LT 45 45
/(; W—/(; m—arCSlnR urfe]— s [
1.2. Die Gestalt der Ableitung D6 = k der Transformation 6 : |—44§, 48[ — R und
die Beziehung ¢t = 44 sin 6(¢) liefern fiir jedes t € |—44, 44[ einerseits

frcos O(t)dt = /t V1 —=sin20(t)dt = /r V1 —5in20(t) - V1682 — 12 - k(t) dt
0 0 0

0(t) =

T 0(7)
:/ 48(1 —sin26(1)) - DO(1) dt :/ 45(1 — sin>) do
0 0

0(z)
= / 28(1 + cos29) dv = §(26(x) + sin26(7))
0
und andererseits

T 1 T 2
/ sin@(¢) dt = —/ rdt = = =28 sin®f(7) = §(1 — cos 26(x)),
0 48 0 88

also insgesamt die Darstellung
o(r) = / (cos 6(1),sin B(r)) dt = §(26(z) + sin26(t), 1 — cos26(r))
0

des uneigentlichen Weges o : |—46,46] — C.
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2. Wegen Do = v ergibt sich fiir den Mittelpunkt des Kriimmungskreises an o in
einem beliebigen Punkt v € |—46, 48[ zunichst

() = o) + iDo(@) _ o\ 1@ _ (—sin 6(z), cos O(z))
k(7) k() k(1)

und somit aufgrund der Ergebnisse von Schritt 1 schlieBlich die Darstellung
¢(t) = 8(20(7) + sin26(x), 1 — cos 20(1)) + 48 cos O(z) - (—sin O(z), cos O(7))
= §(20(r) —sin26(z), 3 + cos 26(1)).

Demnach verlduft der uneigentliche Weg ¢ : |—44, 45 — C der Kriimmungsmittel-
punkte an o entlang einer verschobenen Rollkurve. OJ



