Ubungsaufgaben 15
Pole und Nullstellen komplexer Funktionen

Aufgabe 1. Seizy € C\{i, —1} ein Punkt mit |i —z¢| < |—1—2z|. Man bestimme jene
Koeffizienten ax € C fiir k € Z, fiir welche die Laurent-Reihe (Y ;_,, ax(z — zo)¥)
um den Mittelpunkt zy im Grenzprozel3 n — oo und m — —oo fiir jedes z € C im

1. Kreisinneren {z € C | |z — zo| < |i — zol},

2. Kreisring {z € C | |i — zo| < |z — zo| < |—1 — z0l},

3. KreisduBeren {z € C | |-i — zo| < |z — 2o},
jeweils gegen den Grenzwert
2i
s(z) = ———
@ (z—1)(z +1)

konvergiert! ®
Lésung. 1. Im Teilbruchansatz

21 a b

(z—1)(z+1) T i +Z—|—ﬁ
werden die Koeffizienten a, b € C bestimmt: Es gilt dann a(z +1) + b(z —1) = 2i fiir
z € C, woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in z
sogleich a + b = 0 sowie (a — b)i = 2i, alsoa = 1 und b = —1 ergibt. Daraus folgt
die Teilbruchzerlegung

@)= e
z—1i)(z+1) =z—1 =z+1i
2.Ums : C\{i,—i} — C ineine Laurent-Reihe um den Punkt zo € C\ {i, —i} mit

0 <rg=|1—2z¢| <ri =|—1—2z¢|zuentwickeln, betrachtet man die Darstellungen

furallez € C \ {i, —i}.

1 ﬁ—ZQ 1 —ﬁ—Zo

i—zo(i—z20) —(z—20) 1+ zo(—1—2z0)—(z—2z0)

s(z) = —

fir z € C mit |z — z¢| < 1o,

Z—2Zp 1 —1 —zp

z—20(z—20) — (i —20) 1+ 2o (=i —20) — (z — 2o)

s(z) =

flirz e Cmitrg < |z —2zo| <1y,

Z—12p 1 Z—Zo

z—29(z—20) — (A —20) z—20(z—20) — (—1 — )

s(z) =

flirz e C mitry < |z — zo|.



3. Da die geometrische Reihe () ;_, x¥) fiir jedes x € C mit |x| < 1 gegen die
Summe ﬁ € C konvergiert, ergibt sich daraus fir z € C zunéchst

1 i Z—Zp k 1 nd Z—2Zp k ..
s@)=——=—> |3 — < , fiir |z — zo| < ro.
1—2p 0 1—2Zp

= 1+ Zzg o —1 —Z
1 (i-z\" 1 &[(z-z\" .
s(z) = Z — - Z - firrg < |z — zo| < 11,
Z—Zok:() zZ—Zy n-i—zok:O —1 — Zp
1 S (i-z\" 1 S [-i-z\"
s(z) = Z — Z firr; < |z — zo|.
Z—2Z Z—2Z Z—2Z Z—Zy
und somit jeweils die Darstellung
> 1 1
k ..
s(z) = zZ—z fir |z — z¢| < 1o,
o0 k—1 k
(1 — zo) (z — z9p) .
s(z) = fir rg < |z — zo| < 11,
z e
(i — z0)* ! — (—i — zp)*! .
s(z) = fur r; < |z — zo|.
,; (z —zo)k

als Laurent-Reihe von s : C \ {i, —i} — C um den Mittelpunkt z. O
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Aufgabe 2. Seien k, { € N mit 0 < k < £ sowie w = Exp (Fi) € C gegeben.
Ferner werden fiir ein beliebig vorgegebenes r > 1 die Wege y;, y, : [0, r] — C sowie
y3 :[0.2] - Cund y4 : [3F,27] — C betrachtet, die wie folgt definiert sind:

yi(t) = (¢,0) firr €[0,r], ys(t) = rExp(ir) firs € [0, 2%],
y2(t) = tw>  firs € [0,r], ya(t) = r Exp(ir) firs e [2£,27].

k—1
/ze dZG(C
yz-i—]l

lings des geschlossenen Weges y = y1 @ y3 ® y2e : [0,2r + 2| — C aus und schlieBie

/ootk_ldt_ P
o tt+1 Zsin”Tk

Man werte das Integral

daraus auf den Wert

des uneigentlichen Integrals!

Losung. 1. Die durch h(z) = z* + 1 definierte ganze rationale Funktion 4 : C — C
hat die einfachen Nullstellen z,, = Exp (F1 + 22i) fir m € {0, 1,...,£ — 1}. Dabei
ist w = zop = Exp (%1i) die einzige Nullstelle von /, die vom Weg y umschlungen
wird. Man definiert die analytische Funktion f : C \ {zq,...,z¢—1} — C durch

L1
f(Z) - ZZ_—IO ZA—1—my,m

und erhilt

f(Z) B Zk—l _ Zk—l B Zk—l

Pow o w) Xzt 2wt 2
firallez € C \ {zy,...,z¢—1}. Die Integralformel von Cauchy liefert die Darstellung

/Zk_le [ f»dz / fw)ydz  wkt dz  wk dz
yzt+1 ), z—w ), z—w € Jz—w ), z—w

Da fiir die zusammengesetzten Wege 0 = y, @ y4 @ y1o : [0,2r + 27 — 22] - C

und % = y3 @ y4 : [0,27] — C aufgrund des Integralsatzes von Cauchy

dz dz dz dz ]
y Z—W y Z—W cZ—W xZI—W

gilt, ergibt sich daraus

A1 4

f zk=1dz 2 iwk
y



2. Andererseits gilt wegen y = y; @ y3 D y2o die Zerlegung
/ zk=14dz _ / k142 / Zk=1dz +/ zk=1dz
,zb+1 2t 41 , 28+ 1 szt 1

rtk_ldl k—ld
(o [ [
o tP+1 ), zt+1

Da sich fiir jedes z € C mit |z| = r aus
k=1

Zk—l |k—l k—1

|z r
< e
= =Tl T

zt 4+ 1

L wt
stets die Abschitzung
2 rk

/‘zk_ldz
<< —
281 T Lt -1

ergibt und auBBerdem wegen 0 < k < £ auch

i 27 rk _ 0
reo € rl—1

gilt, folgt mit Schritt 1 daraus

( ok /Oo *ldr 2miw®
w? —1) ; =
o tt+1 14

und somit schlieBlich

T

/°° t*ldr  2xi 2ri
0

1 f(wk—wk) ¢(Exp (Z£1) — Exp (—Z£1))  sin

firallek,f e Nmit0 < k < £.

wk

£
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Aufgabe 3. Seien n € N sowie zy,...,z, € C die (nicht notwendig voneinander
verschiedenen) Nullstellen der durch f(z) = [[;_,(z — zx) fir z € C definierten
ganzen rationalen Funktion f : C — C.

1. Man zeige (induktiv), dal3

Df() =Y zf—(Zz)k fiir alle z € C gilt!
k=1

2. Man weise nach, daB3 zu jeder Nullstelle z € C der Ableitung Df : C — C reelle
Zahlen Ay,..., A, € [0, 1] mit > ;_, Ax = 1 existieren, sodaBz = Y ;_, Axzx gilt! ®

Losung. 1. Die erste Aussage soll induktiv iiber n € N bewiesen werden:
Induktionsanfang: Im Fallen = 1 gilt f(z) = z — z; und somit tatsachlich

Df(z)=1= fi fir jedes z € C.
Z—1
Induktionsschritt: Unter der Annahme der Induktionsvoraussetzung, dal3 fiir die

durch g(z) = [[;Z}(z — z) fiir z € C gegebene Funktion g : C — C stets

n—1
Dg(z) =Y 8@ firallez e C
=1 Tk
gilt, soll die Induktionsbehauptung fiir f bewiesen werden: Fiir alle z € C gilt
f(z) = (z — z,)g(z) und somit

n—1 n
DS = ¢()+ ( —z)Dg() = LEL 4 7 E-2EE _5n JE
k=1

)
z— o — Z—7zr

womit die Induktionsbehaupung bewiesen ist.

2. Ist z € C eine Nullstelle der Ableitung Df : C — C, dann sollen die beiden
Falle f(z) = 0 bzw. f(z) # 0 unterschieden werden:

2.1. Gilt f(z) = 0, soexistiertein £ € {1,...,n} mit z = z;, und man setzt A, = 1
und Ay = 0 firalle k € {1,...,n} mitk # £. Es folgt unmittelbar z = > _, Axzk.

2.2. Im Falle f(z) # 0 gibt es kein k € {1,...,n} mit z = z;, woraus sich wegen
Df(z) = 0 und Schritt 1 die Beziehung

D n ]1 n T n _
0= /() = Z = Zi und somit auch Z|Z—Zk =0
k=1 k=1

T e T Eroa EliaP PEAD

ergibt. Setzt man

1

=| |2>0 firk € {1,...,n} sowie ,B=Z/3k>0,
Z —Zk

k=1

Bk

dann folgt Bz = >y _, Bz = > ;- Brxzx. Definiert man Ay = %k € [0, 1] fir jedes
ke{l,....n},soerhdltman ) ;_, Ax =lundz = Y ;_, Axzk. O
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Aufgabe 4. Man berechne jene Koeffizienten a;, € C fiir k € Z, fiir welche die
Laurent-Reihe (Zz=m akék) im Grenzproze3 n — oo, m — —oo fiir jedes £ € C im
1. Punktierten Kreis {é eC|0<|t < 1},
2. Kreisring {€ € C | 1 < |§] < 2},
3. KreisduBeren {§ € C | |§] > 2},
jeweils gegen den Grenzwert
6

§E+1D(E-2)

s(§) =
konvergiert!

Lésung. 1. Im Teilbruchansatz

® a b c
=3z fi C\ {0,-1,2
FETDGE-2 & lEr1tEoz WEeCM )

werden die drei Koeffizienten a, b, ¢ € C bestimmt: Dann gilt
aE+D)(E—-2)+bEE—-2)+cE(E+1)=6 firalleé e C,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in £ die Glei-

chungen —2a = 6, —a —2b+c¢ = 0unda +b + ¢ = 0, also a = —3 sowie
—2b + ¢ = =3 und b + ¢ = 3 ergeben. Daraus folgt » = 2 und ¢ = 1 und somit
6 3 2 1
s(&) = =——+4 + furalle £ € C \ {0,-1,2}.

§E+1(E—-2) § §+1 §-2
2. Um die Funktion s : C \ {0, —1,2} — C in eine Laurent-Reihe um den Mittel-
punkt 0 zu entwickeln, betrachtet man die Darstellungen

s(é)z—?—l—ﬂ%;_s)—%-ziig firéeC,0< ¢ <1,
3 2 3 1 2 .
S(é) é‘ Es—(]l)_éﬁ furfe(C,1<|§|<2,
2 R ]l 3 ,
s(§) = f g 0D g 3 fir £ € C, |€] > 2.
3. Da die geometrische Reihe (3 ;_, x¥) fiir jedes x € C mit |x| < 1 gegen die
Summe ;= € C konvergiert, ergibt sich daraus zunachst
00 00 k
s© =3 +22 0 -3 (5) fiir £ € C.0 < J¢| < 1.
§ k=0 2 \?
3 2& 1 1& e\ )
s(§) = ?Jr?,;(—S)k_i,;(i) firéeC,1<|£ <2,
3 23 1 1& 2\ )
s(€) = g+§z(_5)k+52(g) fiir £ € C, |£| > 2.



Daraus folgt schlieBlich jeweils die Darstellung

SE) = > + +3 (2-(—1)" - 2k1+1) Z

§
1 2-(— 1)k1 o g_-k
$(€) = é+Z -2 o

k=0

2. (_1)k—1 + 2k—1
>

k
= ]

s(§) =

firé e C,0 < |§] < 1,

firf e C, 1 < |£] <2,

fiir £ € C, |£] > 2

als Laurent-Reihe von s : C \ {0, —1,2} — C um den Mittelpunkt 0.
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Aufgabe 5. Seien Koeflizienten ay,...,a, € R mita, # 0, n € N sowie die ganze
rationale Funktion f : R — R durch f(x) =Y ;_, arx® fiir x € R gegeben.

Man zeige (mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra), dal3 es Zahlen ¢, m €
NU{0}mitl +2m =nund xq,...,x¢ € R, y1,...,ym € R, dy,...,dy, € R\ {0}
gibt, so dal3 f die Darstellung

n 12 m
flx) = Zakxk = dn H(X — Xk) - 1_[ ((x —ye)*+d7) firallex eR
k=0 k=1 k=1
als Produkt linearer und quadratischer Faktoren besitzt!

Losung. 1. Definiert man durch g(z) = Y 7, axz* fiir z € C die ganze rationale
Funktion g : C — C, so gilt wegen ay,...,a, € R genau dann g(z) = 0, wenn
g(Z) = 0 gilt. Da g wegen des Fundamentalsatzes der Algebra genau n Nullstellen
in C besitzt, folgt daraus, dal3 es Zahlen £, m € N U {0} mit £ 4+ 2m = n sowie
Wi,...,wy € Cmit wg = (x,0) flirk € {1,...,€}und z¢,...,2,, € C mit z; =
(Vk,dr) und di # O fiir k € {1,...,m} gibt, so daB3 die Darstellung

¢

g(z) = Zakzk =a, H(z — W) - H(z —zx)(z —zx) firalle z € C gilt.
k=0 k=1 k=1

2. Fur alle z = (x,0) € C ergibt sich daraus
¢

g(2) = an [ [(x =22, 0) - [ [ (% = e, —di) (x = yie, dy)

k=1 k=1
l m

— o, TT6 =500 TT (66— 30 + @2.0)
k=1 k=1

und somit schlieBlich

m

n 12
f@) =) ax =an [ e =x0) - [T (=30 + 4¢)
k=0 k=1 k

=1

fiir jedes x € R. O
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Aufgabe 6. Sei w = %ﬁ Exp(%ﬁ) € C gegeben. Ferner werden fiir beliebig vorge-
gebenes r > 0 die Wege y1, y3 : [0, 1] = C sowie ya, y4 : [-r,r] — C durch

y1(t) = (r,0) + 2tw, y3(t) = (-r,0) +2tw firs € [0, 1],
v2(t) = (¢,0) + 2w, y4(t) = (¢,0) firt € [—r,r],
definiert. Sei desweiteren die Funktion f : C \ {(1 +2n)weC|ne Z} — C durch

Exp(—22)

F &) = T Expcawr)

firz € C\ {(1 +2n)w € C | n € Z} gegeben.

Man werte das Integral /. y f(z) dz langs des geschlossenen Weges
Yy=719120® 36 ®74:[0.24+4r] > C
aus und schlieBe daraus, daB [*_exp(—t?) dr = /7 gilt!

Lésung. 1.Seih : C — C fiir z € C durch i(z) = 1+ Exp(—4wz) definiert. Die Zahl
z € C ist genau dann eine Nullstelle von /4, wenn es ein n € Z mit 4wz = xi + 2xin,
also iz = 4w?z = (1 + 2n)mwiw und somit z = (1 + 2n)w gibt.

Dabei ist w € C die einzige Nullstelle von 4, die vom geschlossenen Streckenzug y
umschlungen wird. Da h(z) = 1 — Exp(—4w(z — w)) fiir jedes z € C gilt, ist w eine
einfache Nullstelle von k. Genauer gesagt, erhialt man den Grenzwert

h(z) . h(z) — h(w)
Y — lim — 7

lim Ii
Z>w Z — W zZ—>w zZ—W

4w
und somit auch
(z —w)Exp(—z?)  Exp(—w?) 1
h(z) 4w 27
Die Integralformel von Cauchy liefert daher wegen ind(y, w) = 1 die Darstellung

1 /f( )d 1 /(z—w)f(z)dz 1 1 / dz 1
— z)dz = = . = _
2ni J, 2t J, z—w 2iym 27t ), z—w 28w

2. Andererseits gilt wegen y = y1 @ Y20 D Y30 D Y4 die Zerlegung

[ frdz= [ f@dz— [ feydz+ f frdz— [ f2)dz
V4 Y1 Y4 V2

lim (z — w) f(z) = lim

V3

_ /1 2w exp(—r?) Exp(—4rtw) Exp(—nit?) dt
0 1 + Exp(—4rw) Exp(—2nit)
/1 2w exp(—r?) Exp(—4r(1 — t)w) Exp(—mit?) dt
0 Exp(—2nit) + Exp(—4rw)

+/ (f(2) = f(z +2w))dz.
Y4
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2.1. Es soll gezeigt werden, dal3 die beiden ersten Integrale auf der rechten Seite
der letzten Ungleichung im Grenzprozel3 r — oo verschwinden: Aus der Beziehung
| Exp(—4rw)| = exp (—r~/27) < 1 folgen die Abschitzungen

|1+ Exp(—4rw) Exp(—2xit)| > 1 — exp (—r~v/27),
| Exp(—27it) + Exp(—4rw)| > 1 —exp (—r+/27)

und damit wegen | Exp(—4rsw)| = exp (—rs+/27) < 1 fiir s > 0 tatséchlich

/1 2w exp(—r?) Exp(—4rtw) Exp(—nit?) dt _ 2wl exp(—r?)
0 1 + Exp(—4rw) Exp(—2nit) T 1—exp (—r WV, 271') ’
_ _2wlexp(=r?)

/1 2w exp(—r?) Exp(—4r(1 — t)w) Exp(—mit?) dt
0 Exp(—2rit) + Exp(—4rw)

T 1—exp(—rv27)
2.2. Beachtet man die fiir alle z € C \ {w + 2nw € C | n € Z} geltende Identitét
Exp(—z?) Exp(—(z + 2w)?)
f2) = fz+2w) = -
1+ Exp(—4wz) 1+ Exp(—4w(z + 2w))
_ Exp(—z?)(1 + Exp(—4wz))
B 1 + Exp(—4wz)
im Integranden des dritten Integrals auf der rechten Seite der Ungleichung, so folgt
durch die Auswertung der Realteile im Grenzprozel3 r — oo schlieBlich

f exp(—t?)dt = lim/ exp(—t?)dt = J/m,

(e.¢]

= Exp(—z?)

da der Integrand eine gerade Funktion ist. OJ



