Ubungsaufgaben 2
Komplexe Zahlen

Aufgabe 1. Man bestimme alle diejenigen komplexen Zahlen u € C, welche die
Gleichung u? — (6,4) - u = (=5, —14) lésen! ®

Lésung. 1. Durch quadratische Erginzung auf der linken Seite der Gleichung ergibt
sich fiir die neue Unbekannte z = u — (3,2) € C die Gleichung

22 =w—3,2)%=(=5,-14) + (3,2)> = (=5, —14) + (5, 12) = (0, -2).
2. Stellt man die rechte Seite w = (r cosa, rsina) = (0, —2) in Polarkoordinaten
r = |w| =2und « € [r,27] dar, dann sind

zo = +/r(cos%,sin%) € C und z; = /r(cos(m + %),sin(w + £)) = —z0 € C
die beiden Losungen der Gleichung z? = w. Der Punkt (cos 3. sin %) kann wegen
der Lage des Winkels 5 € [%, n] eindeutig aus (cosa, sina) = (0, —1) mit Hilfe der
Beziehungen 1 4 cosa = 2cos® % und sina = 2sin § cos & bestimmt werden:

Aus 2cos?% = 1+ cosa = 1 folgt cos? ¢ = 1 und damit cos ¢ = —1+/2 wegen
¢ e [Z,7]. Aus 2sin%cos % = sina = —1 ergibt sich demnach sin % = %\/5, das
heiBt, die Gleichung z2 = w hat die beiden Losungen

zo=+v2(-1v2,1V2)=(-1.1) eC und z; =-z=(1,-1) e C.
3. Somit sind
uo=3,2)+z0=03,2)+(-1,1) = (2,3) € C,
ur=03,2)+z1=03,2)+(,-1)=4,1)eC
die beiden Losungen der Gleichung u? — (6,4) - u = (=5, —14). OJ
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Aufgabe 2. Man zeige mit Hilfe der Additionstheoreme, daB3 die beiden Beziehungen
n
Z cos2{x sinx = sin(n + 1)x cosnx,
=0

n
Z sin2{x sinx = sin(n + 1)x sinnx
£=0
fiir alle n € N und x € R gelten!

Losung. Sein € N beliebig vorgegeben.
1. Da sich aus den beiden Additionstheoremen

sin(o + B) = sina cos B £ cosa sin B,
cos(a £+ ) = cosacos f F sina sin

fir alle o, B € R durch Subtraktion die Additionstheoreme

() 2cosasin B = sin(e + B) — sin(a — B),
(S) 2sina sin f = cos(a — B) — cos(a + B)
ergeben, erhdlt man fiir« = 24x, £ € {0,...,n} und B = x durch Indexverschiebung

ZZcos 2¢xsinx = Z(sin(% + 1)x —sin(2¢ — 1)x)

£=0 £=0
n+1 n
= Z sin(2¢ — 1)x — Z sin(2¢ — 1)x = sin(2n + 1)x + sinx
(=1 £=0
sowie

> “2sin2fxsinx = ) (cos(2€ — 1)x —cos(2€ + 1)x)

£=0 £=0
n n+1
= Zcos(Zﬁ —1)x — Zcos(% —1)x =cosx —cos(2n + 1)x
£=0 {=1

fir jedes x € R. Wendet man das Additionstheorem (C) fira = nxund 8 = (n+1)x
bzw. (S) fiira = (n+ 1)x und B = nx an, dann folgen daraus die beiden Bezichungen

n
Zcos 2¢x sin x = sin(n + 1)x cosnx,
=0

Zsin 2¢xsinx = sin(n + 1)x sinnx
£=0
fiir jedes x € R. O



Alternative Losung. Sein € N beliebig vorgegeben.

1. Im Falle x = kn, k € Z gilt stets sinx = 0 und sin(n + 1)x = 0, woraus sich
sofort die beiden gewiinschten Beziehungen ergeben.

2. Sei also fortan x € R derart vorgegeben, dal3 x # ko fiir jedes k € Z gilt. Auf-
grund der Moivre-Formel und der Formel fiir die geometrische Summe folgt daraus
fiir die komplexe Zahl v = (cos x, sin x) € C wegen v? # 1 die Bezichung

_ p2@+D)

n n
1
Z(cos 2{x,sin24x) = Z vt = —
£=0 =0 -V

_ (I—cos2(n + 1)x,—sin2(n + 1)x)
N (I — cos2x, —sin 2x) '
Da 1 —cos2y = 2sin?y und sin2y = 2sin y cos y fir jedes y € R gilt, ergibt sich

n

Z(cos 2¢x,sin2{x) =

£=0

(2sin?(n + 1)x, —2sin(n + 1)x cos(n + 1)x)
(2 sin%x, —2 sin x cos x)

_sin(n + 1)x (sin(n + 1)x, —cos(n + 1)x) (sinx,cos x)

~ sinx (sin x, — cos x) " (sin x, cos x)
durch Erweiterung von Zihler und Nenner mit v = (sin x, cos x) # 0. Aufgrund der
Beziehung cos®x + sin?x = 1 und der Additionstheoreme

cosnx = cos(n 4+ 1)x cosx + sin(n + 1)x sin x

sinnx = sin(n + 1)x cos x — cos(n + 1)x sin x

folgt daraus
n .
) sin 1 ) .

Z(cos 2¢x,sin24x) = M - (sin(n + 1)x, —cos(n + 1)x) - (sin x, cos x)
sin x

£=0

sin(n + 1)x )
= ———— - (cosnx,sinnx),

sin x

woraus sich die gesuchten Beziehungen durch Vergleich von Real- und Imaginirteil
auf beiden Seiten der Gleichung ergeben. O
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Aufgabe 3. Sei die gebrochene rationale Abbildung g : C \ {0} — C \ {0} durch
1
glv) =— fiirveC\{0}
v

definiert und eine Kreislinie S = {v € C | |[v — vo|* = r?} mit dem Mittelpunkt
vo € C\ {0} und dem Radius r € ]O, |v0|[ vorgegeben. Man weise nach, daf3 das Bild
g[S]={g(v) € C|v e S} von S eine Kreislinie K = {w € C | |w — wp|® = p*} mit
dem Mittelpunkt wo € C \ {0} und dem Radius p € ]0, |wo|[ ist, welche durch

60 r

Wo und p =

" ool =72 [vol? =72

gegeben sind! ®

Losung. 1. Zuerst soll gezeigt werden, dal3 das Bild g[S] der Kreislinie S in der Kreis-
linie K enthalten ist: Fir alle v € C \ {0} gilt wegen vv = (Jv|?, 0) zunichst

(g(v)—wo).m:(”_ Vo ),(v_ vo )

w2 fvel> =12/ \|v]2 |vo|? —r2

o VU + Vg Voo

Tt (vl =12 T (Juol2 = r2)2

_ (v —vp) - (V—vyg) VU VU

= TR(wP - ) +(|U|4_|U|2(|Uo|2—’”2))

n ( VoVo VoVo )
(Jvol2 —r2)2  |v2(lvg|> —12) )

Da die linke Seite sowie die Zahler der Briiche auf der rechten Seite jeweils die Form

ww = (Jw|?, 0) fiir ein w € C besitzen, erhilt man fiir v € C mit [v — vy|? = r?

v — vo|? [vg|? 1 1
1g(v) — wol? = + —1 -
[v]2([vo]* — r?) lvo|? — 12 o2 =12  [v]?
_ v —vo|? — 12 r? _ r? _ 7
[v[2(Jvol* = 7r2) ~ (Jvo|?> =7%)*  (Jvol*> —r?)?

und somit g(v) € K fiir jedes v € S.

2. Da sich umgekehrt aus

Wo P
— lsauch —— =
vo alsauc wol — 2 r
ergibt, folgt aus Schritt 1, daB3 das Bild g[K] der Kreislinie K in der Kreislinie S
enthalten ist. Da die Abbildung g : C\ {0} — C \ {0} mit ihrer Inversen g~! liberein-

stimmt, erhélt man schlieBlich K = (gog)[K] C g[S] C K und damit g[S] = K. [

2
wel* — p* = ——— sowohl ———
ol P [vo|? — 12 |wo|? — p?
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Aufgabe 4. Sei E = {w € C | |w| < 1} der offene Einheitskreis, ferner ein Punkt

z € E beliebig vorgegeben und die gebrochene rationale Abbildung g : E — C durch

¢(x) = ~—Z fiir x € E definiert.
zx —1

1. Man zeige zuerst, dal3 die Bildmenge g[E] = {g(x) eC|xe ]E} in E liegt!
2. Man beweise anschlieBend, daB3 g(g(x)) = x fiir alle x € E gilt!
3. Man weise schlieBlich nach, dal3 g : E — E bijektiv ist!

Losung. 1. Die Abbildung g : E — C ist korrekt definiert, da |zx| = |z||x| < 1 fiir
alle z, x € E gilt. Um zu zeigen, daB g[E] in E enthalten ist, betrachtet man

2(x) - g(x) = —

z X—ZI _ XX—zIX—ZIx+zZ _ (I —xx)(1—2z2)
zx—1 zx—1 Zzxx—zZx—zx+1 Zx —1)(xzZ —1)

fiir jedes x € E. Da die linke Seite sowie Zihler und Nenner des Bruchs auf der
rechten Seite jeweils die Form ww = (|w|?, 0) fiir ein w € C besitzen, folgt daraus
(1—[x»)(1 =z
|Zx — 12
2. Desweiteren gilt die Beziehung
g(x)—z x—2)—zzZx—-1) x(1-:z2)
glgx)) = = = = — = =
zg(x)—1 zZ(x—2z)—(Zx-1) 1-zz
3.1. Wird x € E beliebig vorgegeben, dann gilt fiir w = g(x) € E stets

lg()|>=1- <1 und damit g(x) € E fiir alle x € E.

=x flurallex eE.

gw) = g(g(x)) = x,
das heil}t, g : E — E ist surjektiv.
3.2. Sind x, y € E Punkte mit g(x) = g(y), dann ergibt sich aus
x =g(gx) =ggly) =y,
daB g : E — E auch injektiv ist. O
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Aufgabe 5. Man zeige (mit Hilfe der binomischen und der Moivre-Formel), daf3
(1)  (cos2a,sin2a) = (2cos’a — 1,2sina cosa) = (1 — 2sin’e, 2sina cosa)
(2) (cos3a,sin3e) = (4cos’a —3cosa,3sina — 4 sin’a)

fur alle @ € R gilt!

Losung. 1. Im Falle n = 2 liefert die Moivre-Formel fiir alle « € R tatsiachlich
(cos 2, sin2a) = (cosa, sina)® = (cos’a — sin’a, 2 sin cosa)
= (2cos’a — 1,2sinacosa) = (1 — 2sin’e, 2sina cosa)

unter Benutzung von sina + cos?a = 1.
2. Fiir n = 3 ergibt sich mit Hilfe der Moivre-Formel und der binomischen Formel

(cos 3w, sin 3) = (cosa, sinw)® = ((cos «,0) + (0, sin oz))3
= (3) (0.sine)® + (}) (cosa,0) - (0, sin&)?
+ () (cos, 0)% - (0, sine) + (3) (cos , 0)°
fir alle @ € R. Wegen (cosa,0)> = (cos?, 0) und (cosa,0)® = (cos’a, 0) sowie
(0, sina)? = (—sin’a, 0) und (0, sine)® = (0, —sin3«) folgt daraus
(cos 3, sin3a) = — (0, sin*a) — 3(cos @, 0) - (sin?a, 0)
+ 3 (cos’a,0) - (0,sina) + (cos’a,0)
= —(0,sin’a) — 3 (cos sin’e, 0) + 3 (0, cos’a sin) + (cos’a, 0)
= ((cos’a — 3sin*a) cos , (3 cos’a — sin*e) sin )
= (4cos’a —3cosa, 3sina — 4sin’w)

unter Benutzung von sin?a + cos’a = 1. O



Aufgabe 6. Man berechne jeweils alle Losungen u € C der Gleichung
1. u?>—(1,3)-u = (4,-3),
2. (u+ (3,1)* = (16,0)!

Losung. 1.1. Durch quadratische Ergdnzung der linken Seite ergibt sich fiir die neue
Unbekannte z = u — 1(1,3) € C die Gleichung

2= (u—1(1,3))" = (4,-3) + 1(1,3)2 = 4, -3) + (-2.3) = (2,-2).
1.2. Stellt man die rechte Seite w = (r cosa, r sinar) = (2, —3) in Polarkoordinaten
r = |w| = 3 und « € [r, 27r] dar, dann sind
zo = /r (cos%,sin%) € C und z; = /7 (cos(rr + £),sin(r + %)) = —zo € C
die beiden Losungen der Gleichung z? = w. Der Punkt (cos 5. sin %) kann wegen

der Lage des Winkels ¢ € [Z, 7] eindeutig aus (cosa, sinar) = (2, —2) mit Hilfe der

beiden Beziehungen 1 + cosa = 2cos* % und sina = 2sin § cos & bestimmt werden:

Aus 2cos?$ = 1+ cosa = 2 folgt sofort cos>$ = =% und somit cos ¢ = ——=

V10
wegen £ € [Z,7]. Somit ergibt sich aus 2sin%cos% = sina = —3 schlieBlich
sin & = ﬁ, das heiBt, die Gleichung z? = w hat die beiden Losungen

Zo = % J% (-3,1) =2(-3,1) e Cund z; = —zo = 3(3,—1) € C.
1.3. Somit besitzt die Gleichung u? — (1, 3) - u = (4, —3) die Losungen
uo = 3(1,3) + 2o = 3(1,3) + 1(-3,1) = (-1,2) € C,
ur =1(1,3)+z1 =3(1.3) + 13, -1) = (2,1) e C.
2. Die neue Variable v = Ju + (3, 1) € C erfiillt die Gleichung v* = 1, welche die

vierten Einheitswurzeln vy = (cos ”Tk, sin ”Tk) e C fir k € {0,1,2,3} als Losungen

besitzt. Wegen
vo = (1,0), vy =(0,1), v, =(-1,0), v3=1(0,-1)
ergeben sich daraus die Losungen
uo = 2vo—(3,1) = (2,00 —(3,1) = (=1,—-1) e C,
uy =2v; —(3,1) = (0,2) — (3,1) = (=3,1) € C,
us = 20y — (3,1) = (=2,0) — (3,1) = (=5, —1) € C,
us =2v3—3,1)=(0,-2)—(3,1) =(-3,-3) €C,
der Gleichung (v + (3, 1))* = (16, 0). O



8

Aufgabe 7. Man bestimme jeweils alle Losungen u € C der Gleichung
1. u>—-(2,3)-u = (0,-6),
2. (u—(1,1))% = (0,27)!

Lésung. 1.1. Durch quadratische Ergdnzung der linken Seite ergibt sich fiir die neue
Unbekannte z = u — 1(2,3) € C die Gleichung

2
= (u—1(2.3))" =(0.—6) + 1(2,3)2 = (0,—6) + (-2.3) = (-2,-3).
1.2. Stellt man die rechte Seite w = (r cosa, r sina) = (—2, —3) in Polarkoordina-
tenr = |w| = L2 und « € [r, 27r] dar, dann sind
zo = /r (cos%,sin%) € C und z; = /7 (cos(rr + £),sin(r + %)) = —zo € C

die beiden Losungen der Gleichung z? = w. Der Punkt (cos 5. sin %) kann wegen
der Lage des Winkels & € [Z, ] eindeutig aus (cosa, sina) = (—=3, —12) mit Hilfe
der Beziehungen cosa = 2cos* $ — 1 und sina = 2sin % cos & bestimmt werden:

Aus 2cos? & = 1 + cosar = 5 folgt sofort cos? ¢ = =% und somit cos % = _J%

wegen 5 € [%, n]. Somit ergibt sich aus 2sin 5 cos § = sinae = —3 schhethh auch

noch sin 5 = \/%, das heiBt, die Gleichung z% = w hat die beiden Losungen

Zo = %—( 2,3) =1(-2,3)eCund z; = —zp = 1(2.-3) € C.
1.3. Somit besitzt die Gleichung u? — (2, 3) - u = (0, —6) die Losungen
uo = 2(2,3) + 20 = 3(2,3) + 2(-2.3) = (0,3) € C,
up=3(2.3)+21=32.3)+32.-3)=2.0 €C.

2. Fiir die neue Variable z = % — —(1 1) € C ergibt sich offensichtlich die Glei-
chung z3 = (0,1) = (cos Z, sin Z), die die Losungen

zi = (cos (£ + %),sin (Z + 2”k)) eC firke{0,1,2}
besitzt. Wegen zo = (cos Z,sin Z) = (1«/§ 3), z1 = (cos 2% sin2Z) = (—%\@ 3)

2
und z, = (cos 2, sin 2F) = (0, —1) ergeben sich daraus die Losungen

up =320+ (1,1) = 3v3,2) + (1,1 = (1+3v3,3) e,
up =3z + (L) =(-3v3,3) +(1.)=(1-3v3,3) eC
U, =32, 4+ (1,1) = (0,-3) + (1,1) = (1,-2) € C
der Gleichung (u — (1, 1)) = (0, 27). O



Aufgabe 8. Sei Ks = {vg, v1, V2, U3, 4} die Menge der fiinften Einheitswurzeln
vk = (cos %,Sin %) e C firk e{0,1,2,3,4}.
Werden Addition und Multiplikation dadurch eingefiihrt, indem man fiir alle k, £ €

{0, 1,2, 3,4} jeweils Summe vy & vy = vll“"e € C und Produkt v © vy = v’fZ e C
definiert, so zeige man, dal3 K5 mit diesen Abbildungen einen Korper bildet!

Losung. Aufgrund der Tatsache, dal3 die beiden Winkelfunktionen die Periode 27
228 sin 2Z%) e Ks fiir alle ganzen Zahlen n € Z. Somit fiihrt die
angegebene Addition bzw. Multiplikation nicht aus der Menge Ks heraus, denn fiir

haben, gilt (cos 2Z2, sin

alle Indizes k, £ € {0, 1,2, 3, 4} gilt wegen der Moivre-Formel

vk @ v = vkt = (cos 2”(’;“), sin 2”“;’%)) e Ks,

vk © vg = vkt = (cos 2”Tke,sin Z”Si) e Ks.

Mit Hilfe dieser Darstellung kann man leicht alle Summen und Produkte von Ele-
menten aus Ks berechnen und jeweils in den Tafeln

D|vo vI V2 V3 V4 O vy V1 V2 V3 Vg
Vo| Vo Vi1 Uz U3z U4 Vo| Vo Vo Vo Vg Vo
Vi | V1 Uy VU3 Vg Uy Ui Vg V1 VU VU3 VU4
V| UV U3z Vg Vg Vg V| Vg Uz Vg V1 U3
V3 | V3 Vg Vg VU1 Uy V3 | Vg Uz VUyp Vg Uy
Vg | Vg Vo9 VU1 VUp U3 Vg | Vg Vg U3z VU Vg

zusammenfassen sowie die Giiltigkeit der Koérperaxiome tiberpriifen:

1. Es gilt v ® (Ve D vyy) = v’f“”m) = vngHm = (vi D v¢) B vy, fir alle Elemente
Vi, Vg, Uy € Ks.

2. Fiir alle vg, vg € Ks gilt v @ vy = 57 = oi* = v, @ vy

3. Fiir vy € K5 gilt vg & vx = v‘l)+k = v’f = v fiir jedes vi € Ks.

4. Aus der Tafel fiir die Addition entnimmt man zeilenweise, dal zu jedem v; € K

ein vy € K existiert, so daBl vy @ vy = vy gilt.
k(m) _  (kOm
- V1

5. Fiir alle vk, v, v € Ks gilt vg © (ve © v) = v = (Vk O Vg) O Vpy.

6. Fiir alle vg, vy € Ks gilt vy © vy = v]fe = Ufk = vy © V.
7. Fiir vy # vp gilt vy © vx = v!'* = v* = vy fiir jedes vy € Ks.

8. Aus der Tafel fiir die Multiplikation entnimmt man zeilenweise, dal3 es fir jedes
vx € Ks mit k # 0 ein vy € K5 gibt, so daB vy © vy = vy gilt.
9. Es gilt vy © (v¢ ® vy) = v]f(Hm) = v'f“km = (vk © vg) ® (Vi © vy,) fiir alle

Elemente vg, vy, v,, € Ks. O
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Aufgabe 9. Man zeige, dal3 sich jeder rationale Punkt v = (x,y) € Q x Q der
Einheitskreislinie {v € C | [v|*> = 1} in der Form

) a*>—b* 2ab oder b — 2ab  a? —b?
S \a2+ b2 a2+ b2 S \a2+ b2 a2+ b2

darstellen 146t, wobei a, b € Z ganze Zahlen mit (a, b) # 0 sind!

Lésung. 1. Seiv = (x,y) € Q x Q mit |[v|*> = x? + y? = 1 vorgegeben. Im Falle
v = —1 liefern a = 0 und b = 1 die gewiinschte Darstellung. Anderenfalls gilt stets
v + 1 # 0 und somit auch ¥ + 1 # 0. Aufgrund der Beziechung vv = (Jv|%,0) = 1
ergibt sichv +1 =v +v0 = v + 1) und somitv = (v + 1)(v + 1)L
Wegenv+1=(x+1,y) € QxQund v+1 # 0 kann man ganze Zahlena, b € Z
und d € N mit (a,b) # 0 derart finden, daB sich die Briicche x + 1 = 5 € Q und
y = % € Q auf denselben Nenner bringen lassen. Daraus ergibt sich v + 1 = (4, %),
alsoauch v +1 = (%, —%) und somit
v+ 1 (a,b) a b a’>—b*> 2ab
T5+1 (a,—b) (“’b)'(a2+b2’a2+b2) - (a2+b2’a2+b2)'
Sind also x, y € Q rationale Zahlen mit x> + y? = 1, dann gibt es zwei ganze Zahlen
a,b € Z mit (a,b) # 0 und der Darstellung
a’>—b*> 2ab 2ab  a®?—b?
(x.7) = (a2 +b27a% + b2) oderauch(x.y) = (a2 +b2 a%+ bz) '
2. Umgekehrt gilt fiir alle a, b € Z mit (a, b) # 0 stets
(a2 - b2)2 ( 2ab )2 _at—2a%% + b+ 4aPh? (@ + DY)

a2 + b2 a2+ b2 (a2 4 bz)z - (a2 i bz)z -
das heiB3t, die komplexen Zahlen
a’*—>b%* 2ab 2ab  a? — b?
- (a2+b2’a2+b2) €QxQ oder v= (a2+b2’a2+b2) <QxQ

erfilllen stets die Bedingung |[v|? = 1. OJ
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Aufgabe 10. Man untersuche, ob es eine Kreislinie {v €C ||v—|* = ,,2} um einen
Mittelpunkt vy € C mit einem Radius r > 0 oder eine Gerade {wo+Aw € C | A € R}
durch einen Aufpunkt wy € C mit einer Richtung w € C gibt, welche jeweils durch
die drei verschiedenen Punkte

l.vy = (3,-3) € C, v, = (10,4) € C sowie vz = (6,6) € C bzw.

2.v1=(1,-1) e C,v, = (5,7) € Csowievy = (2,1) e C
hindurchgeht und bestimme gegebenfalls vo € C und r > 0 bzw. wy € C und w € C!

Lésung. 1. Man versucht zunichst, die kartesischen Koordinaten aq, by € R eines
Mittelpunktes vy = (ag, bo) € C und einen Radius » > 0 aus den drei Gleichungen

(a1 —ao)? + (by —bo)*> = r?
(a2 —ag)? + (by — bo)*> = r?
(a3 — ao)® + (b3 —bo)*> = r?
zu bestimmen, die aus der Kreisgleichung |v — vg|?> = r? durch Einsetzen der Ko-
ordinaten ax, by € R der vorgegebenen Punkte vy = (ax,byr) € C fir k € {1,2,3}
entstehen:
1.1. Fiir die Punkte (a1,b;1) = (3,-3), (az,b,) = (10,4) und (az,b3) = (6,6)
ergibt sich nach Ausmultiplikation und Zusammenfassung das Gleichungssystem
—6ag + 6by = r* —aj — b5 — 18
—20ag —8bg = r* —ag — by — 116
—12a¢ — 12by = r* —aj — b5 — 72.

Man subtrahiert die erste Zeile von der zweiten und der dritten Zeile und erhilt

—6ay + 6by = r* —aj — b5 — 18
—14ag — 14by = —98
—6a¢ — 18by = —54.
Das Teilsystem aus zweiter und dritter Gleichung hat vy = (ag,b9) = (6,1) als
Losung, welche somit den Mittelpunkt des gesuchten Kreises darstellt. Sein Radi-
us r = 5 ergibt sich aus der Kreisgleichung |vs — vg|?> = r2, wenn man den Punkt
v3 = (as, b3) = (6, 6) einsetzt.
1.2. Sei {v3 + A(v2 —v3) € C | A € R} die Gerade, welche durch die Punkte
v3 = (6,6) und v, = (10, 4) lauft. Da es kein A € R mit

vy = (3,-3) =(6,6) + A(4,—-2) = v3 + A(vy — V3)

gibt, liegt der Punkt v, nicht auf dieser Geraden.
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2.1. Fiir die Punkte (aq, by) = (1,—1), (az,b2) = (5,7) und (as, b3) = (2, 1) erhélt
man nach Ausmultiplikation und Zusammenfassung das Gleichungssystem
—2ay + 2by = r2—a(2)—b§—2
—10a¢ — 14by = r* — ai — b5 — 74
—4ay —2by = rz—a(z)—bg—S.
Man subtrahiert die erste Zeile von der zweiten und der dritten Zeile und erhalt
—2ag +2by = r* —aj — by —2
—8ag — 16bg = —72
—2ag — 4by = 3.

Das Teilsystem aus der zweiten und dritten Gleichung hat keine Losung (ag, by) € C.

Es gibt somit keine Kreislinie, die durch die drei Punkte vy, v, und v; hindurchgeht.

2.2. Sei {vs + A(v, —v3) € C | A € R} die Gerade, welche durch die Punkte
v3 = (2,1) und v, = (5,7) verlduft. Da fiir A = —1 die Bezichung
vy = (1,—1) =(2,1) + A(3,6) = v3 + A(v2 — v3)

gilt, liegt auch der Punkt v; = (1, —1) auf dieser Geraden. O



