Ubungsaufgaben 3
Zahlenfolgen und Zahlenreihen

Aufgabe 1. Man zeige, daBl die Reihe ()_;_, [Ty—, 57) reeller Zahlen fiir beliebig
vorgegebenes m € N im Grenzproze3 n — oo gegen die Summe ﬁ konvergiert! ®

Losung. 1. Sei m € N beliebig vorgegeben. Quotienten- bzw. Wurzelkriterium versa-
gen bei der Entscheidung, ob die Reihe konvergiert oder nicht. Jedoch ist die direk-
te Berechnung der Teilsummen durch vorhergehende Zerlegung der Summanden in
Teilbriiche moglich: Fiir jedes k € N gilt zunichst
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Eine Indexverschiebung im ersten Produkt auf der rechten Seite liefert somit
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2. Daraus folgt fiir jedes n € N durch Summation iiber k € {1,...,n} und Index-
Verschiebung in der ersten Summe auf der rechten Seite
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Wegen der Grenzwertbeziehung

G|
Hn—i—ﬁ

{=1

m

1 1 1
0< lim — < lm ——— =0
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ergibt sich demzufolge die Konvergenz der Reihe ()% _; [Tj~, 7) gegen die Summe

fiir jedes festgehaltene m € N. O



2

Aufgabe 2. Man weise nach, daB3 die Reihe (Y7 g axx?*) bzw. (Yj_o bex?*+1) mit
den durch a; = ((;,3]: bzw. by = (2k +1), fir k € N U {0} definierten Koeffizienten fiir
jedes x € K jeweils absolut gegen eine endliche Summe

(1) c(x) = Zakxzk eK bzw. s(x)= X:bkle“rl eK

k=0
konvergiert und schlieBe durch Multiplikation solcher Reihen darauf, daf3 die durch
diese Grenzwerte definierten Funktionen ¢, s : K — K den Additionstheoremen

c(x +y) =c(x)e(y) —s(x)s(y) sowie s(x +y)=s(x)c(y)+c(x)s(y)
fir alle x, y € K geniigen!

Losung. 1. Die Reihe (Y 5 _o arx?) bzw. (3 j_o bkx**T1) konvergiert aufgrund des
Quotientenkriteriums fiir jedes x € K absolut, denn es gilt

Qk)![xPFr2 |x[?

- —0<1
Fomo 2k + ) XPE ke Qk+ )2k +2)

bzw.
2k + D! |x[*+3 |x|?

=1
koo (2k + 3 [X|PFTT koo (2k + 2)(2k + 3)
2. Die Reihe (Yf_o 28 _o amx* as_py** ™) der Cauchy-Produkte konvergiert
wegen Schritt 1 fiir alle x, y € K absolut gegen das Produkt

(=D™ 2 (_1)k_m 2k—2m
c(x)e(y) = kX{:} 2} aml @k —2m” ‘

C ( l)k 2k 2m 2k 2m
=1+ 0 ) Z( )

der durch (1) definierten Summen.
3. Die Reihe (X} g X _o bmx > by y>®=™+1) der Cauchy-Produkte konver-
giert wegen Schritt 1 fiir alle x, y € K absolut gegen das Produkt

s(x)s(y) = Z Z e x2m SV 2k—2m+1
g <Cm+ DT @k—2m+ D!’

=0<1.

Z ( 1)k+1 Z 2k +2 x2m+1y2k+2—(2m+1)
<2k +2)! == \am + 1

o0 k—1
_ Z (— 1)k Z 2k x2m+1y2k—(2m+1)
(2k)! 2m + 1

der durch (1) definierten Summen, wobei der Index k verschoben wurde.




4. Aus Schritt 2 und 3 folgt durch Subtraktion

© o \k 2k k
e s =1+ 3 ((2,3, > ()
T =0

Z (2k), x4+ = Z (2k), (0 = e+ )

aufgrund der binomischen Formel.
5. Die Reihe (3F_o Yk _o bmx®+lag_py>®) der Cauchy-Produkte konver-
giert wegen Schritt 1 fiir alle x, y € K absolut gegen das Produkt

D™ om DA™k om
s(x)e(y) = Z Z am+ R +1 2z’ k

k
_ i (—D* Z 2k +1 x2m1 2kt 1-@m+1)
(2k + D! = \2m + 1

der durch (1) deﬁnierten Summen.
6. Die Reihe (X} _o YF _o dmx?"by_y2*=™+1) der Cauchy-Produkte konver-
giert wegen Schritt 1 fiir alle x, y € K absolut gegen das Produkt

)= =" 2m (—1)k—m 2k—2m+1
c()sly ZZ oml Y Qk—2m+ 1)’

k=0m=0

(%) k
_ (—D¥ 2k + 1\ o okt1-2m
_kz:(:)(zkﬂ)!,;) om )57

der durch (1) definierten Summen.
7. Aus Schritt 5 und 6 erhilt man durch Addition

00 ko 2k+1
s(x)e(y) +c(x)s(y) = Z _ED Z (2k2' 1) xty2k+1-t
=0

< (2% + 1)!

o ik
— Z 2(k +)1)' (x + ) =5(x + y)

mit Hilfe der binomischen Formel. O
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Aufgabe 3. Seien reelle Zahlen a;, by € R mit 0 < a; < b, beliebig vorgegeben und
die beiden Folgen (a,) und (b,) reeller Zahlen durch

2anbn apn + bn

sowie by = fir n € N definiert.

an+1 =
an + by

1. Man weise nach, dal3 die beiden Relationen
0<a, <apy1 <byy1 <b, und a,b, =ab, firallen € N gelten!

2. Man schlieBe daraus, daB3 die beiden Folgen (a,) und (b,) jeweils gegen densel-
ben Grenzwert «/a;b; konvergieren! ®

Losung. 1.1. Die beiden Relationen 0 < a,, < b, und a,b, = a;b; sollen induktiv
iiber n € N bewiesen werden:
Induktionsanfang: Im Fallen = 1 gilt 0 < a,, < b, und a,b,, = ab;.
Induktionsschritt: Unter der Annahme, dal3 0 < a,, < b, sowie a,b, = ab; fir
ein n € N gelten, sollen die Relationen 0 < a,4+; < bp41 und a,4+1b,+1 = a1by
hergeleitet werden: Wegen der Relation

(an + by)? = ai + 2a,b, + bﬁ = (a, — bn)2 + 4a,b, > 4a,b,

und der Induktionsvoraussetzung 0 < a,, < b, erhilt man somit
2a,b, a, + b,
a, + by = 2
Die Induktionsvoraussetzung a, b, = ab; liefert aulerdem
2a,b, a,+ b,
a, + b, . 2
womit beide Induktionsbehauptungen bewiesen sind.

0< ap+1 = = bn+1.

= anbn = albla

an+1bn+l =

1.2. Aus 0 < a, < b, folgen fiir jedes n € N die Beziechungen

2a,b, - 2a,b, und b a, + b, - b, + b,
=dp n = =

n+ by — by + by i 2 2

2.1. Die Ergebnisse aus Schritt 1 zeigen, da3 die Folge (a,) monoton wichst und

p+1 = = bn

nach oben durch b; > 0 beschriankt ist und die Folge (b,) monoton féllt und nach
unten durch a; > 0 beschriankt ist. Damit konvergiert einerseits die Folge (a,) gegen
einen Grenzwert @ € R mit a; < a < by und andererseits die Folge (b,) gegen einen
Grenzwert b € R mita; < b < b;. Durch den GrenzprozeB n — oo in

n + bn o b
dn * ergibt sich b = at

bpt1 = und demzufolge a = b.

2.2. Der Grenzproze3 n — oo liefert ab = lim,_, o, a,b, = a;b; und somit wegen
a = b > OschlieBlicha = b = +/ab; als Grenzwert beider Folgen (a,) und (b,). U
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Aufgabe 4. Man weise nach, daB die Reihe (3"} _, mren@ees) reeller Zahlen kon-
vergiert und berechne ihre Summe!

Losung. Sowohl Quotienten- als auch Wurzelkriterium versagen bei der Entschei-
dung, ob die Reihe konvergiert oder nicht. Jedoch ist die direkte Berechnung der
Teilsummen durch vorhergehende Zerlegung der Summanden in Teilbriiche erfolg-
reich: Im Teilbruchansatz
1 _a

Gk +1)(3Bk+4)  3k+1 + 3k + 4
sollen die unbekannten Koeffizienten a € R und b € R bestimmt werden: Es gilt
dann (3k + 4)a + (3k + 1)b = 1 fiir alle k € N U {0}, woraus sich durch Koeffizien-
tenvergleich vor den Termen gleicher Ordnung in k soforta +b = O sowie4a+b = 1
ergibt. Daraus folgt a = % und b = —%. Mit Hilfe einer Indexverschiebung folgt

fiir k € N U {0}

n

1 |
,;(3k+1)(3k+4) §3k+1 _Z3k+4
1 1721 1 1
_52:: +1__Zsk+1 3 33n+4)

fiir alle n € N. Wegen lim,,_, oo m = 0 konvergiert die Reihe (}_;_, m)

: o0 1 1
gegen die Summe ) GFIDGED = 3 O
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Aufgabe 5. Man zeige, daB3 die durch

1\* N
:(1+Z) bzw. be:Zﬁ fir¢ e N

m=0
definierten Folgen (a;) und (b;) reeller Zahlen konvergieren und den gleichen Grenz-
wert besitzen!

Losung. 1. Dafir £ € N stets 1 — eiz > 0 gilt, liefert die Bernoulli-Ungleichung

1+11Z 1 N _ 1 lz>1 L und ap = 1+le> 1 N
) ) = @) = T e w= ) = )

Daraus folgt das monotone Wachstum der Folge (a,) vermoge

1 14 Y -1 1 £—1
ag = (1 — Z) = (m) = (1 + g——l) = dy—1 fiir alle £ € N, { > 2.

Da fiir alle £ € N offenbar auch by, = an+=lo o =by+ m > by gilt, ist auch
die Folge (b;) monoton wachsend.

2. Fiir alle £ € N folgt aufgrund der binomischen Formel

N &y I Y |
a=(1+7) =§(m)z—m=‘+2z—mHT

m=0 m=1 k=1
PR I St e WEPNE N U ORI St AR L,
=1+ =1+ 2 1) = 2=t
m=1 k=1 m=1 k=1 =0
3. Daraus ergibt sich wegen m! > 2™~1 und der

1
ag = by +n12=:1m,_

fiir alle £ € N. Also konvergieren die monoton wachsenden und beschrinkten Folgen
(a¢) und (by) jeweils gegen einen Grenzwert a € R bzw. b € Rmita < b < 3.
4. Aus der Rechnung von Schritt 2 ist ersichtlich, daf3

1+zm.n(——)<1+zm.n( )=

fiir alle n, £ € N mit n < £ gilt. Hilt man n € N fest, dann folgt daraus wegen

, 1 [ k—1 21
A‘&(”;ﬁg(l—T)):”Z%:bﬂ

m=1
und limy_, o a¢ = a im Grenzproze3 £ — oo die Relation b, < a fiir jedes n € N.
Somit liefert Schritt 3 schlieBlich » = lim, b, < a < b, also a = b. Dieser
Grenzwert wird als Euler-Zahl e € R bezeichnet. O
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Aufgabe 6. Sei a; € R mit a; > 0 vorgeben und eine Folge (ay) reeller Zahlen
durch ag4+1 = +/ar + 2 fiir k € N definiert. Man zeige, dal3 die Folge (ax) monoton,
beschriankt und damit konvergent ist und berechne ihren Grenzwert!

Lésung. 1. Man zeigt induktiv, daB a; > 0 fiir jedes k € N gilt, denn nach Vorausset-
zung gilt a; > 0. Gilt a; > 0 fiir ein k € N, dann folgt daraus ax+; = ax +2 > 0.
2. AuBlerdem ergibt sich aus der Definition ax 1 = +/ax + 2 die Beziechung

(ak+1—2)(ak+1+2):a,%+1—4:(ak+2)—4:ak—2 fir alle k € N,

was zu einer Unterscheidung der beiden Félle a; > 2 und 0 < a; < 2 Anlal} gibt:
2.1. Im Falle a; > 2 folgt aus der induktiven Annahme, da3 ax — 2 > 0 fiir ein

k € N gilt, wegen Schritt 1 und 2 stets ag4; — 2 = aZi—l_erz > 0, das heiBt, es gilt im

Falle a; > 2 auch ax > 2 fiir jedes k € N. Daraus folgt axy —2 = ak"j‘r—l_iz <ap -2,

also axyq < ay fiir jedes k € N.
2.2. Im Falle 0 < a; < 2 folgt aus der induktiven Annahme, dal ax —2 < 0

fiir ein k € N gilt, wegen Schritt 1 und 2 stets ax —2 = a:i—l_iz < 0, also im Falle
0 <a; <2auch0 < a; <2fiirjedes k € N. Daraus folgt a4, —2 = =2 > g -2

ak4+1+2 —
und somit ax 41 > ay fur alle k € N.

3. Somit ist gezeigt, daB3 (ax) in jedem Falle eine monotone, beschrinkte und somit
konvergente Folge reeller Zahlen ist. Ist a = limg_ o ar > 0 ihr Grenzwert, dann
liefert der GrenzprozeB k — oo in a; ., = ax + 2 die Bezichung a*> = a + 2, das
heil3t, (@ 4+ 1)(a — 2) = 0, woraus wegen a > 0 schlieBlich a = 2 folgt. O

Aufgabe 7. Man zeige, daB3 die Identitét

n k 2
];27:2—”; fiir jedes n € N gilt,

schlieBe daraus auf die Konvergenz der Reihe (3 _, 25,() und berechne ithre Summe!

Lésung. 1. Zunichst soll durch vollstandige Induktion liber n € N gezeigt werden,
daB die Identitit Y ;_, & =2 — 22 gilt:
Induktionsanfang: Firn = 1 giltinder Tat ) ,_, & =1 =23,
Induktionsschritt. Unter der Annahme der Induktionsvoraussetzung, dal3 die Iden-
titdt fiir ein n € N gilt, soll deren Giltigkeit fiir n + 1 gezeigt werden: Es gilt

n+1 n

k k n+1 n+2 ni+1 n+3
Zz_kzzz_k+2n+1 =2- on +2n+1 =2- o+l
k=1 k=1

womit der Induktionsbeweis erbracht ist.

2. Da die Folge (%) fiir jedes £ € Z bestimmt divergent ist und lim, . 2; = 00
gilt, folgt daraus lim, o g—ﬁ = 0 fiir alle £ € Z und somit die Konvergenz der Reihe

(3-f=1 %) gegen die Summe Y32, & = lim,_o (2 — ZF2) = 2. O
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Aufgabe 8. 1. Man weise die Identitét

n

Zk w1 1=+ Dx" +nx"*!
X =

a 2 fir jedes x € K, x # 1 und n € N nach!
—X

k=1

2.1. Man zeige, daB die Reihe (}_;_, kx*71) fiir alle x € K mit |x| > 1 divergiert!

2.2. Man beweise, daB die Reihe (3} _, kx*~1) fiir jedes x € K mit |x| < 1 kon-
vergiert und berechne ihre Summe!

Losung. 1. Sei x € K beliebig gegeben und n € N. Dann erhilt man durch Indexver-
schiebungen in der ersten und dritten Summe auf der rechten Seite der Identitit

k=1 k=1 k=1 1
n+1

n—1 n
=Y (k4 DxF =) "2kx* + > (k- Dx*
k=0 k=1 k=2

= ((k+1) =2k + (k = D)x¥ + 1= (n + Dx" + nx"*!
k=1
und somit .
A —x)* > kxF Tt =1—(n + Dx" + nx"*.
k=1
Da im Falle x # 1 stets (1 — x)? # 0 gilt, folgt daraus durch Multiplikation mit
(1 — x)2 € K die Identitit

fur allen € N.

Zn:k i1 1—(n+ Dx" 4 nx"t1
X =
k=1 (1 —x)*

2.1. Im Falle |x| > 1 gilt lim, . |x|" = oo und lim,_, o |n(x — 1) — 1| = o0, also

lim [nx"t! — (n + Dx"| = lim |x|"|n(x — 1) — 1| = oo,

und demnach lim,,_, }ZZZI kx
genz der Reihe (3 _, kx*~1) folgt.
2.2. Im Falle 0 < |x| < 1 gilt ﬁ > 1 und somit
1 1 1

lim =00 sowie lim = oo unddamitauch lim = 00,
n—mm|xv1 m»aaanV w»aaanW+1

k_1| = oo aufgrund von Schritt 1, woraus die Diver-

woraus sich lim,, o [x|" = lim, o n|x|" = lim, o n|x|"! = 0 ergibt, was auch im

Falle x = 0 stimmt. Daraus folgt mit Schritt 1, daB die Reihe (}_;_, kx*~!) gegen

> 1
kxk1 =
kZ=:1 (1 —x)?

konvergiert. O
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Alternative Losung. 2. Fir jedes x € K, x # 0 konvergiert der absolute Betrag auf-
einanderfolgender Summanden der Reihe (ZZ=1 k xk _1) gegen den Grenzwert
. (k+ x| ) 1
lim ———— =1 1+ — = |x|.
dm e e (U ) Ix =
2.1. Im Falle x € K, |x| > 1 folgt daraus die Divergenz der Reihe (Y ;_, kx*~1)
mit Hilfe des Quotientenkriteriums.
2.2.Im Falle x € K, |x| < 1 erhélt man daraus aufgrund des Quotientenkriteriums
die Konvergenz der Reihe (}_;_, kx*1). Da die geometrische Reihe (3 ;_, x¥) fiir
|x| < 1 absolut gegen die Summe

o0
2=

konvergiert, muB die Reihe (Y7 _o 3"~ _, x”x¥=™) der Cauchy-Produkte absolut ge-
gen das Produkt

%) o0 oo k
kak_l = Z(k + l)xk = Z Z XMk = Z x™ Zx a —x)2
k=1 k=0

k=0m=0 m=0

der geometrischen Summen konvergieren. 0J
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Aufgabe 9. Man zeige, da3 die Reihe ()" _, m) reeller Zahlen konvergiert
und berechne ihre Summe!

Losung. FEine direkte Berechnung der Teilsummen durch vorhergehende Zerlegung
der Summanden in Teilbriiche beginnt mit dem Teilbruchansatz
1 _a b ¢
Kkt Dk+2) kK Tk+1 k12
wobei die unbekannten Koeffizienten a, b, ¢ € R bestimmt werden: Daraus folgt fiir
alle k € N die Beziehung (k + 1)(k + 2)a + k(k + 2)b + k(k + 1)c = 1, also

(k* + 3k + 2)a + (k* + 2k)b + (k* + k)c = 1,

firk e N,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor den Termen gleicher Ordnung in k so-
fort2a = 1,3a + 2b + ¢ = 0 sowie a + b + ¢ = 0 ergibt. Wegen a = % folgt daraus
2b+c¢ = —2 sowie b + ¢ = —3 und somit b = —1 sowie ¢ = 3. Indexverschiebungen
in der ersten und dritten Summe auf der rechten Seite liefern fiir jedes n € N

n

‘ 1 "1 1 1
I;k(k+1)(k+2):;%_;wrﬁzz(ku)

k=1
n—1 n n+1
1 1 1

:Zz(k+1)_ k+1+22(k+1)
k=0 k=1 k=2
1 1 (1 1) 1 1 1

U R oV SUPIN A D 1
2 2+ &=\2 2 k1" 2+2) 4
1 1 1

= - + ,
4 2m+1) 2(n+2)

Die Reihe (3} -, roernoss) konvergiert somit gegen > 72| rerpass = i O

Alternative Losung. Fir jedes k € N betrachtet man die alternative Zerlegung
1 o k+2)—k 1 1
k(k + Dk +2)  2k(k+ D)k +2) 2k(k+1) 2k+Dk+2)"
Eine Indexverschiebung in der ersten Summe auf der rechten Seite liefert

n n n

1 1 1
Zk(k+1)(k+2) :kzzk(kﬂ)_kzz(kﬂ)(kﬂ)

n—1 1 n 1
- Z2(k+ Dk +2) _kzz(k+ D(k + 2)

k=0 =1
L I
T4 2+ D +2)
fiir jedes n € N. Demzufolge konvergiert die Reihe (3_;_; zaspyass) gegen die

oo 1 _ 1
Summe > e~ rrnED = ¥ =




Aufgabe 10. Sei eine Folge (dy) rationaler Zahlen durch
d 1 ) .
di =2, diy = 7]{ + A fir jedes k € N definiert.
k
1. Man zeige, daB3 0 < di41 < di sowie d7 > 2 fiir jedes k € N gilt!
2. Man weise nach, daB die Folge (dx) gegen den Grenzwert +/2 € R konvergiert!
3. Man beweise, daB es keine rationale Zahl d € Q mit d? = 2 gibt, mit anderen

Worten, daB d = +/2 € R eine irrationale Zahl ist!

Index k 1 2 3 4 5

Niherung  dj 2 3/2 17/12 577/408  665857/470832
Abweichung d?—2 2 1/4 1/144 1/166464 1/221682772224

Lisung. 1.1. Induktiv wird gezeigt, daB dx > 0 und d? > 2 fiir jedes k € N gilt:
Induktionsanfang: Fir k = 1 giltin der Tatd; =2 > Ound d? = 4 > 2.
Induktionsschritt. Unter der Annahme, dal3 die Induktionsvoraussetzungen dy > 0

sowie d,f > 2 fiir ein k € N erfiillt sind, erhdlt man dy,; = d;’f + i > 0 sowie

5 de 1\ @dF+2?* df+4dr+4
o= (B L) 2

2 dk 4d} 4d}?
_a’,f—4d,f+4 8d,f:(d,f—2)2+2>2.
4d}? 4d? 4d}
1.2. Da di > 0 und d}? > 2 fiir jedes k € N gilt, ergibt sich daraus die Monotonie
dy 1 d? —2
dis) = — + — =d — dy furalle k € N.
k+1 > + d k 2d; <dr 1lurallek €

2. Da die Folge (dx) monoton fallend und nach unten durch +/2 beschrinkt ist,
konvergiert sie gegen einen Grenzwert d > +/2. Der Grenziibergang k — oo in
dy 1 d 1

d = —+ — liefert d =—=+—
k+1 2+dk lefer 2+d

und somit d? = 2, also den Grenzwert d = /2.

2. Angenommen, es gibe eine rationale Zahl d € Q mit d?> = 2, etwa mit der
Darstellung d = 7, wobei a, b € N nicht gleichzeitig gerade Zahlen sein sollen, da
man ansonsten kiirzen konnte. Aullerdem erhielte man » # 1, da es kein ¢ € N mit
a? = 2 gibt. Aus d? = 2 wiirde somit a®> = 2b? folgen, das hieBe, a € N wiire eine
gerade Zahl ¢ = 2m mit m € N. Man erhielte daraus a? = 4m? = 2b? und somit
b? = 2m?, das hieBe, b € N wire ebenfalls eine gerade Zahl im Widerspruch zur
Wahl von a, b € N. Die obige Annahme war daher falsch: Es gibt keine rationale
Zahld € Q mit d? = 2, also ist d = /2 € R eine irrationale Zahl. |
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Aufgabe 11. Sei (ay) eine Zahlenfolge, die gegen den Grenzwert a € K konvergiert.
Man zeige, da3 die durch by = %Z£=1 ar € K fiir £ € N definierte Folge (b¢) der
arithmetischen Mittelwerte ebenfalls gegen den Grenzwert a € K konvergiert!

Lésung. 1. Sei 6 € R mit § > 0 beliebig fixiert. Dann gibt es wegen der Konvergenz
der Folge (ax) gegena € Keinky € N, sodal |ax —al| < g firalle k € Nmitk > kg
gilt. Daraus ergibt sich zunéchst fiir alle £ € N mit £ > ko + 1 die Abschidtzung

1 12 L
ZZak—a

£

% Y (ax —a)

k=1

- <%Z|ak—a|

k=1

be —al =

2. Wihlt man anschlieBend ¢, € N derart, da3 £y > % > kozl lar — a| gilt, so folgt
1 &

7 > lax —al <
k=1

Mit der Abschiatzung aus Schritt 1 ergibt sich |by — a| < % + % . g < ¢ fiir alle
¢ € N mit £ > max{ky + 1,4y}, also die Konvergenz der Folge (b;) gegena € K. [

fir alle £ € N mit £ > £,.

| S

Aufgabe 12. Man zeige, daB fiir jedes » € R mit b > 0 jede der beiden Folgen (V)
und (%/n) reeller Zahlen jeweils gegen den Grenzwert 1 konvergiert!

Losung. 1. Fir alle n € N folgt aus n > 1 stets {/n > 1, also ¥/n —1 > 0. Demnach
liefert die binomische Formel fiir alle # € N mit n > 2 die Abschiatzung

= (@ =3 (1) @a = (3) @a = 1D

k=0

i1y

und somit0 < ¥/n—1 < J‘r{%,alsolf Yn <1+ J;%fﬁrallen € Nmitn > 2.

Wegen lim,,, o, \/Lﬁ = 0 folgt daraus die Konvergenzbeziehung lim,, o, /n = 1.
2.Im Falle b € R, b > 1 erhilt man fiir jedesn € Nmitn > bstets 1 < Vb < /n
und somit wegen lim, o, #/7 = 1 auch lim,_,o, Vb = 1.
3.Im Falle b e R, 0 < b < 1 ergibt sich fir d = 1 > 1 zunéchst lim,_o V/d = 1
und daraus schlieBlich lim,,_ o /b = lim,_ oo = ’1f =1. O
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Aufgabe 13. Eine echt gebrochene rationale Funktion % :C\{z,...,z¢} > C
sei als Quotient zweier teilerfremder ganzer rationaler Funktionen ¢ : C — C und
f : C — C gegeben. Dabei habe f die Anzahl von £ € N verschiedenen Nullstellen
Z1,...,2¢ € C der Ordnungen «;, ..., o € N, mit anderen Worten, die Gestalt

¢

f@)=[]Gx—z0* firxec,
k=1
und ¢ : C — C habe die Ordnung m € N U {0} mit m < Z£=1 .
Man zeige, daB es eine Darstellung der Funktion % als Teilbruchzerlegung

v(x) . ¢ Ak .
m_zzm fiirx € C\ {z1,..., 24}

k=1j=1

mit Koeffizienten agy, ... ,arqe, € C firk e {1,..., £} gibt!

Losung. 1. Sei die ganze rationale Funktion f; : C — C durch

¢
filx) = l_[(x —z;)*  firx e C

k=2
gegeben. Dann gilt f(x) = (x — z1)* fi(x) fiir alle x € C sowie f1(z7) # 0. Somit
existiert ein a4, € C, so daBl ¢(z1) — a1q, f1(z1) = 0 gilt. Daher gibt es eine ganze
rationale Funktion ¢4, : € — C, deren Ordnung kleiner als Z£=1 oy — 1 1st, so dal3

@(x) — a1a, J1(x) = (x — 21) 10, (x)  flir alle x € C gilt.

Firalle x € C\ {zy,..., z;} folgt daraus

@(x) Qe _ (x — 21) P14, (%) _ P14, (X)
f) (x—zp®  (x—z)Mfilx)  (x—z)Ufi(x)
Wegen f1(z1) # 0 existiert ein a14,—1 € C, so dal ¢14,(21) —a1a,-1.f1(z1) = 0 gilt.
Daher gibt es eine ganze rationale Funktion ¢;4,—1 : C — C, deren Ordnung kleiner
als Z£=1 oy — 2 ist, so daB

Pra; (X) — @1a,-1 f1(X) = (x — 21) Q14,-1(x) firalle x € C gilt.
Daraus folgt fiiralle x € C \ {zq,..., z¢}

P1a, (x) G (x = 21) P10y -1(x) _ Pra;,—1(x)
(x—zD)u 1 filx) (x—zp@™! (x—zDU 1 fi(x)  (x—z)U2fi(x)

Fahrt man in dieser Weise fort, so existiert im «-ten Teilschritt wegen fi(z;) # 0

ein a;; € C, sodaB ¢12(z1) — a1 f1(z1) = 0 gilt. Daher gibt es eine ganze rationale
Funktion ¢; : C — C der Ordnung m; € N U {0} mit m; < Z£=2 oy, so dal

Y12(x) —ay fi(x) = (x —z1) p1(x) fiir alle x € C gilt.
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Daraus folgt fiir alle x € C \ {zy,...,z¢}

@12(x) _au _ (x —z1) g1(x) _ @1(x)
(x—z)filx) x—z2 (x —z1) f1(x) fi(x)

sowie schlieBlich

o]

p(x) aij _ _ ¢1x)
S (x) ;(X—Zl)j J1(x)

durch die Kombination aller «; Teilschritte.

2. Wird die ganze rationale Funktion f, : C — C durch

¢
L) =] —z0* firxeC
k=3
definiert, dann gibt es aufgrund einer zu Schritt 1 analogen Argumentation eine ganze
rationale Funktion ¢, : C — C der Ordnung m, € N U {0}, m, < Z£=2 oy, so dal3
sich die Funktion ‘;—i wie folgt mit Koeffizienten ayy, ..., a2y, € C darstellen 148t:

o2

@1(x) _ asj @2(x) .
fi(x) _; Gy T e rXECh iz

Fihrt man auf diese Weise fort, dann gelangt man im (£ — 1)-ten Schritt zu einer
ganzen rationalen Funktion f;_; : C — C, die durch

Ji—1(x) = (x —zp)* furx eC

definiert wird. Aufgrund einer zu Schritt 1 analogen Argumentation gibt es eine ganze

rationale Funktion ¢;—; : C — C, so daB sich die Funktion % in der Form

op—1

@e—2(x) . ag—1,; @e—1(x) )
fra(x) ; =z + Foa () firx € C\ {z¢—1,2¢}

mit Koeflizienten ag—1,1,...,a4-1,, , € C darstellen 1a8t, wobei ¢—; : C — C die
Ordnung my—, € N U {0}, my—; < oy hat.

3. Im £-ten und letzten Schritt angelangt, wahlt man im ersten Teilschritt zunédchst
ary, = @e—1(z¢). Dann gibt es eine ganze rationale Funktion ¢z, : C — C, deren
Ordnung kleiner ist als oy — 1 ist, so daB3

@r—1(X) — aga, = (X — 2¢) 1o, (x) firalle x € C gilt.
Daraus folgt

<P£—1(X) _ Alay _ (.X - Zﬁ) Play (.X) _ Ploy ()C)
fé—l(x) (X — Z@)W (x — Zé)ae (X _ ZZ)O(@—I

fir alle x € C \ {z¢}.
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In dieser Weise fortfahrend, wahlt man im (oy — 1)-ten Teilschritt az;p = @r3(z¢).
Demnach gibt es eine ganze rationale Funktion ¢, : C — C, deren Ordnung kleiner
ist als 1, das heiB3t, eine konstante Funktion mit

wi3(x) —ap = (x —zg) pea(x) fiir alle x € C gilt.

Daraus folgt

Pe3(x) G (=20 pp(x)  @un(x)
(x—z0)2 (x—2z0)2  (x—2z0)%  x—2z¢

firalle x € C \ {z¢}.

Im ay-ten und letzten Teilschritt wahlt man ay; = @g2(z¢). Offenbar kann man die
konstante Funktion ¢, nicht weiter zerlegen und erhalt

@e2(x) _ ag und somit @e—1(x)
X —Zp X —Zy Je-1(x)

7] .
=3 % firallex € C\ {z
— (x —z¢)/
durch die Kombination aller «y Teilschritte. Die Gesamtheit aller £ Schritte liefert mit

9x) ZZ fir x € C\ {z1,...,2¢}

70~ = =y
schlieBlich die vollstindige Teilbruchzerlegung. O

Aufgabe 14. Seien n € N und Koeffizienten ay,...,a, € R mit a, = 1 sowie die
ganze rationale Funktion f : R — R durch f(x) = Y j_, axx* fiir x € R gegeben.
Dabei sei vorausgesetzt, dall es Zahlen £, ¢ € N U {0} sowie «1,...,a¢ € N und
Bi,....B4 € NmitZLlak + >0 _ 2Bk =nsowiexy, ..., xg €R, y1,....y; €R
und dy,...,d; € R\ {0} gibt, so daBB f die Darstellung

n L q
f(x) = Zakxk = l—[(x — X )% - l—[((x — )+ d,f)ﬂk firallex e R
k=0

k=1 k=1
als Produkt teilerfremder Faktoren besitzt. Seien m € N U {0} mit m < n und Koeffi-
zienten by, ..., by € R mit b, # 0 gegeben, so daB die durch ¢(x) = >, brxk fiir
x € R definierte ganze rationale Funktion ¢ : R — R teilerfremd zu f ist.
Man zeige, dal3 unter diesen Voraussetzungen die echt gebrochene rationale Funk-
tlon R\ {x1,...,x¢} = Reine Darstellung als Teilbruchzerlegung

o(x) Ak o By (x— )+ Chj
f(x) ZZ(X Xk)] I;/X; ((x_yk)2+d]€2)j furxeR\{Xl,,,,,xe}

mit Koeffizienten Agy, ..., Ako, € R firk € {1,..., £} sowie By, ..., Bxg, € Rund
Ckl»---’Ckﬂk e Rfirk € {1,...,q} hat!
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Lésung. 1. Definiert man die ganzen rationalen Funktionen 4, ¥ : C — C durch
h(z) = Y G_paxzf und ¥ (z) = Y 7, bxz¥ fiir z € C, dann besitzt h nach Voraus-
setzung die Produktdarstellung

q

h(z) = H(z Zk )% - H(z —wo)P - [[(z —we)P* fiirallez € C

k=1 k=1
mit einer Anzahl von £ 4+ 2¢q € N verschiedenen Nullstellen

Zr = (xx,0) e C firk e{l,.... ¢}
sowie
Wi = (yk,dr) €C und wi = (yi,—di) € C furk € {l,...,q}.

Somit existiert eine Darstellung der rationalen Funktlon als Teilbruchzerlegung

¥ (z) ! !
ne) ZZ(z—zk)f ZZ(z wk)f+zz<z—wk)f

k=1j=1 k=1j=1
firz e C\{zy,...,2¢, W1,...,Wq, W1, ..., Wy} mit Koeflizienten axy,...,axq, € C
firk € {1,...,¢} sowie bxy,...,bxg, € Cund ¢y, ..., cxp, € Clirk € {1,...,q}.
2. Da der Imaginéirteil des Funktionswerts h((z)) firallez = (x,0) € C\{zy,...,z¢}

verschwindet, liefert die komplexe Konjugation der obigen Teilbruchzerlegung fiir
jedes z = (x,0) € C \ {zy1, ..., z;} die Gleichung

q q
I;JX;(Z—Zk)/ ZZ(Z—wk)’ ZZ(Z_“”‘)/
3 - b 3 Ckj
_ZZ(Z—Zk)] ZZ(Z wk)J+ZZ(Z—wk)”

k=1j=1 k=1j=1 k=1j=1
also ax; = ax; furallek € {1,..., €} und j € {1,...,ax} sowie cx; = by; fiir alle
ke{l,...,qtund j € {1,..., Br} wegen der Eindeutigkeit der Teilbruchzerlegung,
woraus sich fiir jedes z =(x,0) € C\{zy,...,z¢} die Darstellung
¥ (2) ZZ Xq:zgkj(z_wk)j + k(2 — wy)’
h(z) (z - Zk)J e (z —wi)/ (z — W)/
ergibt. Damit hat die rationale Funktion ﬂ R\ {x1,...,x¢} = R eine Darstellung

QD(_X) Xk Akj Bk] (.X — yk) + ij )
f(x) Zz(x—xk)f /;/2; ((x — yk)2+dk2) firx € R\ {xr, ..., x¢)

mit Koeffizienten Agy, ..., Axy, € R firk € {1,..., £} sowie By, ..., Bxg, € Rund
Cri,....Crp, e Rfiirk € {1,...,¢4}. O



