
Übungsaufgaben 4

Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Aufgabe 1. Sei die Folge .fn/ von Funktionen fn W R! R durch

fn.x/ D
nx

.nx/2 C 1
für x 2 R und n 2 N definiert:

1. Man zeige, daß die Funktionenfolge .fn/ punktweise gegen die durch f .x/ D 0
für x 2 R definierte Grenzfunktion f W R! R konvergiert!

2. Seien a, b 2 R mit a < b beliebig vorgegeben. Man weise nach, daß die Funktio-
nenfolge .fn/ genau dann gleichmäßig auf dem abgeschlossenen Intervall Œa; b� gegen
die Grenzfunktion f konvergiert, wenn 0 … Œa; b� gilt! ±

Lösung. 1. Für alle x 2 R mit x ¤ 0 und jedes n 2 N erhält man

jfn.x/j D
jnxj

jnxj2 C 1
�
jnxj

jnxj2
D

1

njxj
und somit lim

n!1
jfn.x/j D 0:

Da auch fn.0/ D 0 für alle n 2 N gilt, konvergiert die Funktionenfolge .fn/ punkt-
weise gegen die durch f .x/ D 0 für x 2 R definierte Grenzfunktion f W R! R.

2. Seien a, b 2 R mit a < b beliebig vorgegeben. Es werden die beiden Fälle
0 … Œa; b� bzw. 0 2 Œa; b� unterschieden:

2.1. Fall 0 … Œa; b�: Setzt man ı D minfjaj; jbjg, dann gilt ı > 0. Sei " > 0 beliebig
vorgegeben. Da für jedes x 2 Œa; b� stets jxj � ı gilt, ergibt sich für alle x 2 Œa; b� und
n, n0 2 N mit n � n0 die Abschätzung

jfn.x/ � f .x/j D
jnxj

jnxj2 C 1
�
jnxj

jnxj2
D

1

njxj
�
1

nı
�

1

n0ı
:

Wählt man n0 2 N mit n0 � 1
"ı

, so folgt jfn.x/ � f .x/j � " für alle x 2 Œa; b� und
n 2 N, n � n0, also die gleichmäßige Konvergenz der Folge .fn/ gegen f auf Œa; b�.

2.2. Fall 0 2 Œa; b�: Setzt man � D maxfjaj; jbjg, dann gilt � > 0. Wird n0 2 N

mit n0 � 1
�

gewählt, so gibt es für jedes n 2 N mit n � n0 ein xn 2 Œa; b� mit der
Eigenschaft jxnj D 1

n
�

1
n0
� �. Daraus folgt für alle n 2 N, n � n0 die Beziehung

jfn.xn/ � f .xn/j D
jnxnj

jnxnj2 C 1
D
1

2
;

das heißt, die Konvergenz der Folge .fn/ gegen f ist auf Œa; b� nicht gleichmäßig. �
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Aufgabe 2. Seien eine reelle Zahl r 2 ��1; 1Œ beliebig vorgegeben und zwei Funktio-
nenreihen .cn/ und .sn/ als Folgen von Teilsummen cn, sn W R! R durch

cn.x/ D

nX
kD0

rk cos kx und sn.x/ D

nX
kD0

rk sin kx für x 2 R, n 2 N [ f0g

definiert. Man zeige, daß die Funktionenreihe .cn/ bzw. .sn/ jeweils gleichmäßig ge-
gen die durch

c.x/ D
1 � r cos x

1 � 2r cos x C r2
bzw. s.x/ D

r sin x
1 � 2r cos x C r2

für x 2 R

definierte Grenzfunktion c W R! R bzw. s W R! R konvergiert! ³

Lösung. 1. Aufgrund der gleichmäßigen Abschätzung der Summanden

jrk cos kxj � jr jk sowie jrk sin kxj � jr jk für alle x 2 R und k 2 N [ f0g

und der Konvergenz der geometrischen Reihe
�Pn

kD0 jr j
k
�

für jedes r 2 ��1; 1Œ liefert
das Weierstraß-Majorantenkriterium die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen-
reihen .cn/ und .sn/.

2. Wegen j cos xj � 1 und r 2 ��1; 1Œ gilt für jedes x 2 R stets

1 � 2r cos x C r2 � 1 � 2jr cos xj C r2 � 1 � 2jr j C r2 D .1 � jr j/2 > 0:

3. Da cos.k C 1/x C cos.k � 1/x D 2 cos kx cos x für alle k 2 N [ f0g und x 2 R

gilt, erhält man für jedes n 2 N mittels Indexverschiebungen zunächst

.1 � 2r cos x C r2/ cn.x/ D
nX
kD0

rk cos kx �
nX
kD0

2rkC1 cos kx cos x C
nX
kD0

rkC2 cos kx

D

nX
kD0

rk cos kx �
nX
kD0

rkC1 cos.k C 1/x �
nX
kD0

rkC1 cos.k � 1/x C
nX
kD0

rkC2 cos kx

D

nX
kD0

rk cos kx �
nC1X
kD1

rk cos kx �
nX
kD0

rkC1 cos.k � 1/x C
nC1X
kD1

rkC1 cos.k � 1/x

und somit für alle n 2 N und x 2 R die Darstellung

.1 � 2r cos x C r2/ cn.x/ D 1 � rnC1 cos.nC 1/x � r cos x C rnC2 cosnx:

Wegen r 2 ��1; 1Œ konvergiert die Reihe .cn.x// für jedes x 2 R gegen die Summe

c.x/ D

1X
kD0

rk cos kx D
1 � r cos x

1 � 2r cos x C r2
;

wodurch die Grenzfunktion c W R! R der Funktionenreihe .cn/ definiert wird.
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4. Da sin.k C 1/x C sin.k � 1/x D 2 sin kx cos x für alle k 2 N [ f0g und x 2 R

gilt, ergibt sich für jedes n 2 N mit Hilfe von Indexverschiebungen zunächst

.1 � 2r cos x C r2/ sn.x/ D
nX
kD0

rk sin kx �
nX
kD0

2rkC1 sin kx cos x C
nX
kD0

rkC2 sin kx

D

nX
kD0

rk sin kx �
nX
kD0

rkC1 sin.k C 1/x �
nX
kD0

rkC1 sin.k � 1/x C
nX
kD0

rkC2 sin kx

D

nX
kD0

rk sin kx �
nC1X
kD1

rk sin kx �
nX
kD0

rkC1 sin.k � 1/x C
nC1X
kD1

rkC1 sin.k � 1/x

und demnach für alle n 2 N und x 2 R die Darstellung

.1 � 2r cos x C r2/ sn.x/ D �rnC1 sin.nC 1/x C r sin x C rnC2 sinnx:

Wegen r 2 ��1; 1Œ konvergiert die Reihe .sn.x// für jedes x 2 R gegen die Summe

s.x/ D

1X
kD0

rk sin kx D
r sin x

1 � 2r cos x C r2
;

welche die Grenzfunktion s W R! R der Funktionenreihe .sn/ darstellt. �

Alternative Lösung. 3. Werden r 2 ��1; 1Œ und x 2 R beliebig vorgegeben, dann gilt
für die komplexe Zahl z D .r cos x; r sin x/ 2 C offenbar jzj < 1. Somit konvergiert
die geometrische Reihe

�Pn
kD0 z

k
�

gegen die Summe 1
1�z 2 C. Daraus folgt mit Hilfe

der Moivre-Formel die Darstellung
1X
kD0

�
rk cos kx; rk sin kx

�
D

1X
kD0

zk D
1

1 � z
D

1

.1 � r cos x;�r sin x/

D
1

.1 � r cos x;�r sin x/
�
.1 � r cos x; r sin x/
.1 � r cos x; r sin x/

D
.1 � r cos x; r sin x/

.1 � r cos x/2 C .r sin x/2
D
.1 � r cos x; r sin x/
1 � 2r cos x C r2

und durch Vergleich von Real- und Imaginärteil auf beiden Seiten schließlich
1X
kD0

rk cos kx D
1 � r cos x

1 � 2r cos x C r2
sowie

1X
kD0

rk sin kx D
r sin x

1 � 2r cos x C r2

für alle r 2 ��1; 1Œ und x 2 R. �
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Aufgabe 3. Sei die Folge .ak/ komplexer Zahlen durch die rekursive Vorschrift

a0 D 1; a1 D �i; ak D �2iak�1 C ak�2 für alle k 2 N, k � 2 gegeben:

1. Man bestimme den Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe .sn/ der durch
sn.x/ D

Pn
kD0 akx

k für n 2 N [ f0g und x 2 C definierten Teilsummen sn W C ! C

mit den Koeffizienten .ak/ um den Nullpunkt sowie die Grenzfunktion s W X ! C,
gegen die diese Potenzreihe im Kreis X D

˚
x 2 C j jxj < R

	
konvergiert!

2. Man finde eine explizite Darstellung für die Folge .ak/ der Koeffizienten! ±

Lösung. 1. Zunächst wird durch eine Abschätzung der Folge .ak/ sichergestellt, daß
der Konvergenzradius R � 0 der Potenzreihe .sn/ nicht verschwindet. Dafür genügt
es, induktiv zu zeigen, daß jakj � 3k für alle k 2 N [ f0g gilt:

Induktionsanfang: Für k 2 f0; 1g gilt ja0j D 1 � 30 sowie ja1j D 1 � 31.
Induktionsschritt: Unter der Annahme, daß die Induktionsvoraussetzung

jak�2j � 3
k�2 und jak�1j � 3

k�1

für ein k 2 N, k � 2 richtig ist, erhält man die Induktionsbehauptung

jak�1j � 3
k�1 und jakj � 3

k;

denn unter der Induktionsvoraussetzung ergibt sich in der Tat

jakj D j�2iak�1 C ak�2j � 2 jak�1j C jak�2j � 2 � 3
k�1
C 3k�2 � 3k:

Somit gilt lim supk!1
k
p
jakj � 3. Das Wurzelkriterium liefert also die Abschät-

zung R � 1
3

für den Konvergenzradius der Potenzreihe .sn/.
2. Aufgrund der Definition der Folge .ak/ konvergiert die Reihe

�Pn
kD0 akx

k
�

somit
für jedes x 2 C mit jxj < R gegen eine endliche Summe der Gestalt

s.x/ D

1X
kD0

akx
k
D a0 C a1x C

1X
kD2

akx
k
D 1 � ix �

1X
kD2

2iak�1x
k
C

1X
kD2

ak�2x
k

D 1 � ix � 2ix

1X
kD2

ak�1x
k�1
C x2

1X
kD2

ak�2x
k�2

D 1 � ix � 2ix

1X
kD1

akx
k
C x2

1X
kD0

akx
k
D 1 � ix � 2ix.s.x/ � a0/C x

2s.x/:

Daraus ergibt sich schließlich für jedes x 2 C mit jxj < minf1;Rg die Darstellung

s.x/ D
1C ix

1C 2ix � x2
D

1C ix

.1C ix/2
D

1

1C ix
D

1X
kD0

.�ix/k

der Grenzfunktion s W X ! C aufgrund der Eigenschaften geometrischer Reihen
und somit die explizite Darstellung ak D .�i/k für k 2 N [ f0g der Folge .ak/. Das
Wurzelkriterium liefert den Konvergenzradius R D 1. �
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Aufgabe 4. Sei durch die Vorschrift

s.z/ D
1

.1 � z/.1C z/.i � z/.i C z/
für z 2 C n f1; i;�1;�ig

die gebrochene rationale Funktion s W Cnf1; i;�1;�ig ! C definiert. Man berechne
diejenige Folge .ak/ komplexer Zahlen, für welche die Folge .sn/ von Funktionen
sn W C ! C, die durch sn.z/ D

Pn
kD0 akz

k für z 2 C und n 2 N [ f0g gegeben sind,
im offenen Einheitskreis

˚
z 2 C j jzj < 1

	
gegen die Grenzfunktion s konvergiert!

Lösung. Das Nennerpolynom von s hat die vierten Einheitswurzeln 1, i, �1, �i 2 C

als Nullstellen, das heißt, alle Lösungen der Gleichung z4 � 1 D 0. Dies gibt Anlaß
zur Darstellung von s W C n f1; i;�1;�ig ! C in der Form

s.z/ D
1

.1 � z/.1C z/.i � z/.i C z/
D

1

z4 � 1
D �

1

1 � z4

für z 2 C n f1; i;�1;�ig. Da für alle z 2 C mit jzj < 1 stets jxj < 1 für x D z4 gilt,
liefert die Summenformel

P1
kD0 x

k D
1

1�x für die geometrische Potenzreihe

s.z/ D �
1

1 � z4
D �

1X
kD0

z4k

für alle z 2 C mit jzj < 1. �
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Alternative Lösung. Um für x 2 C mit jxj < 1 die Summenformel
P1
kD0 x

k D
1

1�x

benutzen zu können, wird die Funktion s W C n f1; i;�1;�ig ! C in Teilbrüche
zerlegt: Im Teilbruchansatz

1

.1 � z/.1C z/.i � z/.i C z/
D

a

1 � z
C

b

1C z
C

c

i � z
C

d

i C z

werden die unbekannten Koeffizienten a, b, c, d 2 C bestimmt: Für alle z 2 C gilt

1 D .1C z/.i � z/.i C z/ aC .1 � z/.i � z/.i C z/ b

C .1 � z/.1C z/.i C z/ c C .1 � z/.1C z/.i � z/ d

D .�1 � z � z2 � z3/ aC .�1C z � z2 C z3/ b

C .i C z � iz2 � z3/ c C .i � z � iz2 C z3/ d;

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in z das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

1 D �a � b C ic C id

0 D �aC b C c � d

0 D �a � b � ic � id

0 D �aC b � c C d

für die vier Unbekannten a, b, c, d 2 C ergibt. Addiert man die erste und die dritte
Gleichung sowie die zweite und die vierte Gleichung, dann erhält man 2.aCb/ D �1

sowie a � b D 0, also a D b D �1
4 2 C. Subtrahiert man von der ersten die dritte

Gleichung sowie von der zweiten die vierte Gleichung, so folgt 2i.c C d/ D 1 sowie
c � d D 0, also c D d D 1

4i 2 C. Das liefert die Teilbruchzerlegung

1

.1 � z/.1C z/.i � z/.i C z/
D �

1

4.1 � z/
�

1

4.1C z/
C

1

4i.i � z/
C

1

4i.i C z/

D �
1

4

�
1

1 � z
C

1

1C z
C

1

1C iz
C

1

1 � iz

�
für alle z 2 C n f1; i;�1;�ig. Da für z 2 C mit jzj < 1 stets jxj < 1 für x D ˙iz gilt,
liefert die Darstellung

P1
kD0 x

k D
1

1�x für die geometrische Potenzreihe schließlich

s.z/ D �
1

4

1X
kD0

�
1C .�1/k C .�i/k C ik

�
zk D �

1X
kD0

z4k

für alle z 2 C mit jzj < 1. �
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Aufgabe 5. Sei durch die Vorschrift

s.z/ D
1

.i � z/.i C z/
für z 2 C n fi;�ig

die gebrochene rationale Funktion s W C n fi;�ig ! C definiert. Man berechne jene
Folge .ak/ komplexer Zahlen, für die die Folge .sn/ von Funktionen sn W C ! C,
die durch sn.z/ D

Pn
kD0 akz

k für z 2 C und n 2 N [ f0g gegeben sind, im offenen
Einheitskreis fz 2 C j jzj < 1g gegen die Grenzfunktion s konvergiert!

Lösung. Um für x 2 C mit jxj < 1 die Summenformel
P1
kD0 x

k D
1

1�x benutzen zu
können, wird die Funktion s W Cnfi;�ig ! C einer Teilbruchzerlegung unterworfen:
Im Teilbruchansatz

1

.i � z/.i C z/
D

a

i � z
C

b

i C z

sollen die beiden unbekannten Koeffizienten a, b 2 C bestimmt werden: Es gilt dann
.i C z/aC .i � z/b D 1 für alle z 2 C, woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor
Termen gleicher Ordnung in z sogleich a � b D 0 sowie .aC b/i D 1 ergibt. Daraus
folgt a D b D 1

2i und somit für alle z 2 C n fi;�ig die Teilbruchzerlegung

s.z/ D
1

.i � z/.i C z/
D

1

2i.i � z/
C

1

2i.i C z/
D �

1

2

�
1

1C iz
C

1

1 � iz

�
:

Da für alle z 2 C mit jzj < 1 stets jxj < 1 für x D ˙iz gilt, liefert die DarstellungP1
kD0 x

k D
1

1�x für die geometrische Potenzreihe schließlich

s.z/ D �
1

2

1X
kD0

�
.�i/k C ik

�
zk D

1X
kD0

.�1/kC1z2k

für alle z 2 C mit jzj < 1. �

Alternative Lösung. Um für x 2 C mit jxj < 1 die Summenformel
P1
kD0 x

k D
1

1�x

benutzen zu können, wird die Funktion s W C n fi;�ig ! C in der Form

s.z/ D
1

.i � z/.i C z/
D �

1

1C z2
für z 2 C n fi;�ig

dargestellt. Da für alle z 2 C mit jzj < 1 stets jxj < 1 für x D �z2 gilt, liefert die
Darstellung

P1
kD0 x

k D
1

1�x für die geometrische Potenzreihe schließlich

s.z/ D �
1

1C z2
D �

1X
kD0

.�1/kz2k D

1X
kD0

.�1/kC1z2k

für alle z 2 C mit jzj < 1. �
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Aufgabe 6. Man zeige, daß für festgehaltenes ` 2 N[f0g die Reihe
�Pn

kD0

�
`Ck

k

�
xk
�

für jedes x 2 K mit jxj < 1 absolut gegen die Summe
1X
kD0

�
`C k

k

�
xk D

1

.1 � x/`C1

konvergiert!

Lösung. 1. Sei ` 2 N [ f0g beliebig vorgegeben. Für alle x 2 K mit jxj < 1 liefert das
Quotientenkriterium

lim
k!1

ˇ̌̌̌
ˇ
�
`CkC1

kC1

�
xkC1�

`Ck

k

�
xk

ˇ̌̌̌
ˇ D lim

k!1

.`C k C 1/Š kŠ `Š jxjkC1

.k C 1/Š `Š .`C k/Š jxjk
D lim

k!1

`C k C 1

k C 1
jxj D jxj < 1

und somit die Konvergenz der Reihe
�Pn

kD0

�
`Ck

k

�
xk
�

.

2. Der Beweis der Aussage über die Reihensumme wird induktiv über den Expo-
nenten ` 2 N [ f0g geführt:

Induktionsanfang: Im Falle ` D 0 gilt
�
`Ck

k

�
D
�
k

k

�
D 1 für alle k 2 N [ f0g. Die

geometrische Reihe
�Pn

kD0 x
k
�

konvergiert absolut gegen die Summe
P1
kD0 x

k D
1

1�x

für jedes x 2 K mit jxj < 1.

Induktionsschritt: Unter der induktiven Annahme, daß die Reihe
�Pn

kD0

�
`Ck

k

�
xk
�

für ein ` 2 N [ f0g und alle x 2 K mit jxj < 1 absolut gegen die Summe
1X
kD0

�
`C k

k

�
xk D

1

.1 � x/`C1

konvergiert, soll diese Aussage für `C 1 bewiesen werden:
Da die geometrische Reihe

�Pn
kD0 x

k
�

für jedes x 2 K mit jxj < 1 absolut ge-
gen die Summe

P1
kD0 x

k D
1

1�x konvergiert, folgt mit der Induktionsvoraussetzung
und dem Multiplikationssatz für absolut konvergente Reihen, daß die Produktreihe�Pn

kD0 ck.x/
�
, deren Summanden für k 2 N [ f0g die Cauchy-Produkte

ck.x/ D

kX
mD0

�
`Cm

m

�
xmxk�m D

kX
mD0

�
`Cm

m

�
xk D

�
`C 1C k

k

�
xk

der Reihe
�Pn

mD0

�
`Cm

m

�
xm
�

und der geometrischen Reihe
�Pn

kD0 x
k
�

sind, für jedes

x 2 K mit jxj < 1 absolut gegen das Produkt
1X
kD0

ck.x/ D

1X
kD0

�
`C k

k

�
xk �

1X
kD0

xk D
1

.1 � x/`C1
�

1

1 � x
D

1

.1 � x/`C2

der Summen konvergiert, womit die Induktionsbehauptung bewiesen ist. �
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Aufgabe 7. Sei die Folge .ak/ komplexer Zahlen durch die rekursive Vorschrift

a0 D 1; a1 D 2; ak D 4ak�1 C .12i � 9/ak�2 für alle k 2 N, k � 2 gegeben:

1. Man bestimme den Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe .sn/ der durch
sn.x/ D

Pn
kD0 akx

k für n 2 N [ f0g und x 2 C definierten Teilsummen sn W C ! C

mit den Koeffizienten .ak/ um den Nullpunkt sowie die Grenzfunktion s W X ! C,
gegen die diese Potenzreihe im Kreis X D

˚
x 2 C j jxj < R

	
konvergiert!

2. Man finde eine explizite Darstellung für die Folge .ak/ der Koeffizienten!

Lösung. 1. Durch eine Abschätzung der Folge .ak/ wird sichergestellt, daß der Kon-
vergenzradius R � 0 der Potenzreihe .sn/ der durch sn.x/ D

Pn
kD0 akx

k für jedes
n 2 N [ f0g und x 2 C definierten Teilsummen sn W C ! C nicht verschwindet. Es
wird gezeigt, daß jakj � 19k für alle k 2 N [ f0g gilt:

Induktionsanfang: Für k 2 f0; 1g gilt ja0j D 1 � 190 sowie ja1j D 2 � 191.
Induktionsschritt: Unter der Annahme, daß die Induktionsvoraussetzung

jak�2j � 19
k�2 und jak�1j � 19

k�1

für ein k 2 N, k � 2 richtig ist, erhält man die Induktionsbehauptung

jak�1j � 19
k�1 und jakj � 19

k;

denn unter der Induktionsvoraussetzung ergibt sich tatsächlich

jakj D j4ak�1C .12i� 9/ak�2j � 4 jak�1j C 15 jak�2j � 4 � 19
k�1
C 15 � 19k�2 � 19k:

Somit gilt lim supk!1
k
p
jakj � 19, und das Wurzelkriterium liefert die Abschät-

zung R � 1
19

für den Konvergenzradius der Potenzreihe .sn/.
2. Aufgrund der Definition der Folge .ak/ konvergiert die Reihe

�Pn
kD0 akx

k
�

somit
für jedes x 2 X gegen eine endliche Summe s.x/ 2 C der Gestalt

1X
kD0

akx
k
D 1C 2x C

1X
kD2

akx
k
D 1C 2x C

1X
kD2

4ak�1x
k
C

1X
kD2

.12i � 9/ak�2x
k

D 1C 2x C 4x

1X
kD2

ak�1x
k�1
C .12i � 9/x2

1X
kD2

ak�2x
k�2

D 1C 2x C 4x

1X
kD1

akx
k
C .12i � 9/x2

1X
kD0

akx
k:

Daraus folgt s.x/ D 1C 2x C 4x.s.x/ � a0/C .12i � 9/x2s.x/ und demzufolge

s.x/ D
1 � 2x

1 � 4x C .9 � 12i/x2
D

1 � 2x

.1 � .4C 3i/x/.1C 3ix/
für alle x 2 X:
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3. Um die Folge .ak/ der Koeffizienten der Potenzreihe .sn/ zu bestimmen, wird die
Grenzfunktion s W X ! C in Teilbrüche zerlegt: Im Teilbruchansatz

s.x/ D
1 � 2x

.1 � .4C 3i/x/.1C 3ix/
D

a

1 � .4C 3i/x
C

b

1C 3ix

sollen die beiden unbekannten Koeffizienten a, b 2 C bestimmt werden: Es gilt dann

a.1C 3ix/C b.1 � .4C 3i/x/ D 1 � 2x für alle x 2 X;

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x sogleich
aC b D 1 sowie 3ia� .4C 3i/b D �2 ergibt. Daraus folgt a D b D 1

2 und somit die
Teilbruchzerlegung

s.x/ D
1

2.1 � .4C 3i/x/
C

1

2.1C 3ix/
für alle x 2 X:

Da für alle x 2 C mit jxj < 1
5

stets j.4 C 3i/xj < 1 sowie j�3ixj < 1 gilt, lie-
fert die Summenformel für die geometrische Reihe, daß die Potenzreihe .sn/ um den
Mittelpunkt x0 D 0 die Koeffizienten

ak D
.4C 3i/k C .�3i/k

2
für k 2 N [ f0g

hat und wegen maxfj4C 3ij; j�3ijg D 5 den Konvergenzradius R D 1
5

besitzt. �
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Aufgabe 8. Sei die Folge .sn/ von Funktionen sn W R! R durch die Teilsummen

sn.x/ D

nX
kD0

x2

.1C x2/k
für x 2 R und n 2 N [ f0g definiert:

1. Man zeige, daß sich die Teilsummen durch

sn.x/ D 1C x
2
�

1

.1C x2/n
für alle x 2 R und n 2 N [ f0g

berechnen lassen und schließe daraus, daß die Funktionenreihe .sn/ punktweise ge-
gen eine Grenzfunktion s W R! R konvergiert, die wie folgt definiert wird:

s.x/ D

8<:1C x2 für x 2 R, x ¤ 0;

0 für x D 0:

2. Seien a, b 2 R mit a < b beliebig vorgegeben. Man weise nach, daß die Funktio-
nenreihe .sn/ genau dann gleichmäßig auf dem abgeschlossenen Intervall Œa; b� gegen
die Grenzfunktion s konvergiert, wenn 0 … Œa; b� gilt!

Lösung. 1.1. Für jedes x 2 R mit x ¤ 0 gilt 1Cx2 > 1 und somit 1
1Cx2 2 �0; 1Œ. Somit

gilt für z D 1
1Cx2 2 �0; 1Œ die geometrische Summenformel

nX
kD0

zk D
1 � znC1

1 � z
;

woraus sich aufgrund 1 � z D 1 � 1
1Cx2 D

x2

1Cx2 eine Darstellung

sn.x/ D x
2

nX
kD0

1

.1C x2/k
D
x2.1C x2/

x2

�
1 �

1

.1C x2/nC1

�
D 1C x2 �

1

.1C x2/n

für jedes n 2 N [ f0g und x 2 R mit x ¤ 0 ergibt, welche auch für x D 0 richtig ist.
1.2 Für jedes x 2 R mit x ¤ 0 erhält man 1

1Cx2 2 �0; 1Œ, das heißt, den Grenzwert

lim
n!1

sn.x/ D lim
n!1

�
1C x2 �

1

.1C x2/n

�
D 1C x2:

Da außerdem sn.0/ D 0 für alle n 2 N gilt, konvergiert die Folge .sn.x// gegen

s.x/ D

8<:1C x2 für x 2 R, x ¤ 0;

0 für x D 0:

2. Seien a, b 2 R mit a < b beliebig vorgegeben. Da sn.0/ D s.0/ D 0 für al-
le n 2 N gilt, genügt es, für die Untersuchung der gleichmäßigen Konvergenz der
Funktionenfolge .sn/ auf dem Intervall Œa; b� gegen die Grenzfunktion s die Beträge

jsn.x/ � s.x/j D

ˇ̌̌̌
1C x2 �

1

.1C x2/n
� .1C x2/

ˇ̌̌̌
D

1

.1C x2/n

für alle n 2 N und jedes x 2 Œa; b� mit x ¤ 0 zu betrachten:
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2.1. Fall 0 … Œa; b�: Setzt man ı D minfjaj; jbjg, dann gilt stets ı > 0. Sei " > 0

beliebig vorgegeben. Dann gilt für jedes x 2 Œa; b� die Abschätzung jxj � ı, also auch
1C x2 � 1C ı2, woraus sich für jedes x 2 Œa; b� und alle n, m 2 N mit n � m stets

jsn.x/ � s.x/j D
1

.1C x2/n
�

1

.1C ı2/n
�

1

.1C ı2/m

ergibt. Wegen 1
1Cı2 2 �0; 1Œ kann man ein m 2 N derart wählen, daß 1

.1Cı2/m
� "

erfüllt ist. Daraus folgt jsn.x/ � s.x/j � " für alle x 2 Œa; b� und jedes n 2 N, n � m
und somit die gleichmäßige Konvergenz der Funktionenreihe .sn/ gegen s auf Œa; b�.

2.2. Fall 0 2 Œa; b�: Setzt man � D maxfjaj; jbjg, dann gilt � > 0. Sei d > 1

beliebig vorgegeben. Wegen � > 0 gibt es ein m 2 N derart, daß d � .1C�2/m gilt.
Wählt man für jedes n 2 N mit n � m ein xn 2 Œa; b� mit der Eigenschaft

0 < x2n D
n
p
d � 1 �

m
p
d � 1 � �2;

so erhält man .1C x2n/
n D d und damit

jsn.xn/ � s.xn/j D
1

.1C x2n/
n
D
1

d
für jedes n 2 N mit n � m;

das heißt, die Funktionenreihe .sn/ konvergiert auf Œa; b� nicht gleichmäßig. �
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Aufgabe 9. Man zeige, daß die Funktionenreihe .sn/ von Funktionen sn W R ! R,
definiert durch

sn.x/ D

nX
kD1

1

.x2 C k/.x2 C k C 1/
für x 2 R und n 2 N;

gleichmäßig konvergiert und bestimme die Grenzfunktion s W R! R!

Lösung. 1. Da sich die Summanden der Funktionenreihe .sn/ durch

0 �
1

.x2 C k/.x2 C k C 1/
�

1

k.k C 1/
für alle x 2 R und k 2 N

gleichmäßig abschätzen lassen und die Zahlenreihe
�Pn

kD1
1

k.kC1/

�
konvergiert, liefert

das Weierstraß-Majorantenkriterium die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen-
reihe .sn/ gegen eine Grenzfunktion s W R! R.

2. Die Grenzfunktion s wird mit Hilfe einer Teilbruchzerlegung der Summanden
von .sn/ berechnet: Für alle n 2 N und x 2 R erhält man mittels Indexverschiebung

sn.x/ D

nX
kD1

1

.x2 C k/.x2 C k C 1/
D

nX
kD1

1

x2 C k
�

nX
kD1

1

x2 C k C 1

D

n�1X
kD0

1

x2 C k C 1
�

nX
kD1

1

x2 C k C 1
D

1

x2 C 1
�

1

x2 C nC 1

und somit für jedes x 2 R die Gestalt

s.x/ D lim
n!1

sn.x/ D lim
n!1

�
1

x2 C 1
�

1

x2 C nC 1

�
D

1

x2 C 1

der Grenzfunktion s W R! R. �


