Ubungsaufgaben 4
Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Aufgabe 1. Sei die Folge ( f,) von Funktionen f, : R — R durch
fu(x) = (nx?% fiir x € Rund n € N definiert.
1. Man zeige, dal3 die Funktionenfolge ( f,) punktweise gegen die durch f(x) =0
fir x € R definierte Grenzfunktion f : R — R konvergiert!
2.Seiena, b € R mita < b beliebig vorgegeben. Man weise nach, daB3 die Funktio-
nenfolge ( f,) genau dann gleichmaBig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] gegen

die Grenzfunktion f konvergiert, wenn 0 ¢ [a, b] gilt! ®

Losung. 1. Fiir alle x € R mit x # 0 und jedes n € N erhdlt man

| fa(X)] =

Da auch f,(0) = 0 fir alle n € N gilt, konvergiert die Funktionenfolge ( f,,) punkt-
weise gegen die durch f(x) = O fiir x € R definierte Grenzfunktion f : R — R.

2. Seien a, b € R mit a < b beliebig vorgegeben. Es werden die beiden Fille
0 ¢ [a, b] bzw. 0 € [a, b] unterschieden:

2.1. Fall 0 ¢ [a, b]: Setzt man § = min{|a|, |b|}, dann gilt § > 0. Sei ¢ > 0 beliebig
vorgegeben. Da fiir jedes x € [a, b] stets |x| > & gilt, ergibt sich fiir alle x € [a, b] und
n,nyg € N mitn > ng die Abschitzung

| fa(X) = f(x)| =

Wihlt man ny € N mit ny > 5, so folgt | f,(x) — f(x)| < e fiir alle x € [a, b] und

n € N, n > ny, also die gleichmiBige Konvergenz der Folge ( f,) gegen f auf [a, b].
2.2. Fall 0 € [a,b]: Setzt man A = max{|a|, |b|}, dann gilt A > 0. Wird ny € N

mit ng > % gewihlt, so gibt es fiir jedes n € N mit n > nq ein x,, € [a, b] mit der

% < A. Daraus folgt fiir alle n € N, n > n, die Beziehung

|nx| |nx| 1
< p—

= und somit  lim x)| =0.
[nx|2+ 1~ |nx|> n|x| n—>oo|fn( )

|nx| |nx| 1 1 1
< —_

Inx|24+1 " |nx|2  nlx| ~ n8 ~ ned’

Eigenschaft |x,| = 1 <
x|l 1
| fn(Xn) — f (xn)| = nxn? + 1 =5

das heif3t, die Konvergenz der Folge ( f,) gegen f ist auf [a, b] nicht gleichmaBig. [
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Aufgabe 2. Seien eine reelle Zahl r € |—1, 1] beliebig vorgegeben und zwei Funktio-
nenreihen (c,) und (s,) als Folgen von Teilsummen ¢, s, : R — R durch

cn(x) =Y rFcoskx und s,(x) =Y rFsinkx fiirx eR,n e NU{0}
k=0 k=0
definiert. Man zeige, dal3 die Funktionenreihe (c,) bzw. (s,) jeweils gleichmaBig ge-
gen die durch

1 —rcos sin
c(x) = reesy bzw. s(x) = romx firx e R
1—2rcosx +r2 1 —2rcosx +r?

definierte Grenzfunktion ¢ : R — R bzw. s : R — R konvergiert!
Losung. 1. Aufgrund der gleichméBigen Abschdtzung der Summanden
Ik coskx| < |r|* sowie |rFfsinkx|<|r|* firallex € Rundk € N U {0}

und der Konvergenz der geometrischen Reihe (Y} _, |r[¥) fiir jedes r € |—1, 1] liefert
das WeierstraB-Majorantenkriterium die gleichméfBige Konvergenz der Funktionen-
reihen (c,) und (s,).

2. Wegen | cos x| < 1 und r € |1, 1] gilt fiir jedes x € R stets

1—2rcosx +r>>1=2rcosx|+r>>1=2r|+r>=(1—]|r[)*>> 0.

3. Dacos(k + 1)x + cos(k — 1)x = 2coskxcosx furallek e NU {0} und x € R
gilt, erhdlt man fiir jedes n € N mittels Indexverschiebungen zunachst

n n n
(1 =2rcosx +r?)cy(x) = Z rk coskx — 2:2#‘+1 coskx cosx + Z rk+2 coskx

k=0 k=0 k=0
n n n n
= Z rk coskx — Z rF 1 cos(k + 1)x — Z r* 1 cos(k — 1)x + Z rk2 coskx
k=0 k=0 k=0 k=0
n n+1 n n+1
= Z rk coskx — Z rk coskx — Z rk 1 cos(k — x + Z rk1 cos(k — 1)x
k=0 k=1 k=0 k=1

und somit fiir alle » € N und x € R die Darstellung
(1 =2rcosx +r?)cp(x) =1—r"t'cos(n + 1)x —rcosx + r"t?cosnx.
Wegen r € |]—1, 1| konvergiert die Reihe (¢, (x)) fiir jedes x € R gegen die Summe

1 —rcosx

c(x) = Zrk coskx = -

2rcosx + r2’
k=0 +

wodurch die Grenzfunktion ¢ : R — R der Funktionenreihe (c,) definiert wird.
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4. Da sin(k + 1)x 4+ sin(k — 1)x = 2sinkxcosx fiirallek €e NU {0} und x € R
gilt, ergibt sich fiir jedes n € N mit Hilfe von Indexverschiebungen zunéchst

n n n
(1 =2rcosx 4+ r?)s,(x) = Z rksinkx — Z 2rk*+ 1 sin kx cos x + Z rk+2 sinkx

k=0 k=0 k=0
= Z rksinkx — Z k+lsin(k + 1)x — Z k+1sin(k — 1)x + Z k42 sinkx
k=0 k=0
n+1 n+1
= Z r®sinkx — Z r®sinkx — Zrk“ sin(k — 1)x + Z r* 1 sin(k — 1)x
k=0 k=1

und demnach fiir alle neNundx € ]R die Darstellung
(1 =2rcosx 4+ r?)s,(x) = —r""sin(n + 1)x 4+ rsinx + r"*?sinnx.
Wegen r € |—1, 1| konvergiert die Reihe (s, (x)) fir jedes x € R gegen die Summe

rsin x

s(x) = Zrk sinkx = =

2rcosx + r2’
k=0 +

welche die Grenzfunktion s : R — R der Funktionenreihe (s,) darstellt. O

Alternative Losung. 3. Werden r € ]—1, 1[ und x € R beliebig vorgegeben, dann gilt
fiir die komplexe Zahl z = (r cos x, r sinx) € C offenbar |z| < 1. Somit konvergiert
die geometrische Reihe (3} _, z¥) gegen die Summe 2 € C. Daraus folgt mit Hilfe
der Moivre-Formel die Darstellung

> 1
Z (rk coskx,r¥ sin kx) Z z
—z
k=0

(1 — 7 CcosSX,—rsinx)

1 (1 —rcosx,rsinx)

(1 —rcosx,—rsinx) . (1 —rcosx,rsinx)

_ (I—=rcosx,rsinx) (I —rcosx,rsinx)
 (1—rcosx)?2+ (rsinx)2 1 —2rcosx + r2

und durch Vergleich von Real- und Imaginarteil auf beiden Seiten schlieBlich

o0 o0 .
k l —rcosx : k- rsinx
Zr coskx = sowie Zr sinkx =
1 —2rcosx +r2 = 1—2rcosx +r?

furaller € |—1,1[und x € R. O
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Aufgabe 3. Sei die Folge (ax) komplexer Zahlen durch die rekursive Vorschrift
ap=1, ay=-1, ax=-2iar-1+ar—, firallek € N, k > 2 gegeben.

1. Man bestimme den Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe (s,) der durch
sn(X) =Y ko arx® fiirn € N U {0} und x € C definierten Teilsummen s, : C — C
mit den Koeffizienten (ax) um den Nullpunkt sowie die Grenzfunktion s : X — C,
gegen die diese Potenzreihe im Kreis X = {x € C | |x| < R} konvergiert!

2. Man finde eine explizite Darstellung fiir die Folge (ax) der Koeffizienten! ®

Lésung. 1. Zunichst wird durch eine Abschéatzung der Folge (ay) sichergestellt, daf3
der Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe (s,) nicht verschwindet. Dafiir geniigt
es, induktiv zu zeigen, daB |ax| < 3 fiir alle k € N U {0} gilt:
Induktionsanfang: Fuir k € {0, 1} gilt |ag| = 1 < 3% sowie |a;| = 1 < 3%
Induktionsschritt: Unter der Annahme, daf3 die Induktionsvoraussetzung

3k—2 3k—1

|lak—a| < und |ag—1| <
fiir ein k € N, k > 2 richtig ist, erhidlt man die Induktionsbehauptung
lak—1] < 3! und |ax| < 3%,
denn unter der Induktionsvoraussetzung ergibt sich in der Tat
lax| = |—20ax_1 + ar—a| < 2 |ar—1| + |ar—n| < 23571 4 3k72 < 3k,

Somit gilt lim supy_,o, v/|ax| < 3. Das Wurzelkriterium liefert also die Abschiit-
zung R > % fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe (s,,).

2. Aufgrund der Definition der Folge (ax) konvergiert die Reihe (}_; _, axx*) somit
fiir jedes x € C mit |x| < R gegen eine endliche Summe der Gestalt

o0 o0 o0 o0
s(x) = Zakxk =ao+ax + Zakxk =1—ix— Z 2iag_x* + Zak_zxk
k=0 k=2 k=2 k=2

o o
=1-—-1ix—2ix E ak_lxk_l + x? E ak_zxk_2

k=2 k=2

o0 o0
=1—ix—2ix Zakxk + x2 Zakxk =1 —ix —2ix(s(x) —ag) + x2s(x).
k=1 k=0
Daraus ergibt sich schlieBlich fiir jedes x € C mit |x| < min{1, R} die Darstellung

1+ix 1+ix 1 > k
s(x) = = = —— =) (-iv)
1+ix P

142ix—x2 (1+41ix)?

der Grenzfunktion s : X — C aufgrund der Eigenschaften geometrischer Reihen
und somit die explizite Darstellung ax = (—i)* fiir k € N U {0} der Folge (ax). Das
Wurzelkriterium liefert den Konvergenzradius R = 1. OJ



Aufgabe 4. Sei durch die Vorschrift
1
- fiirz € C\ {1,1, 1, —i
$¢) 1-2)A+2)d—2)d + 2) urz € C\{L,i,-1,—i}

die gebrochene rationale Funktion s : C\ {1, 1, —1,—1} — C definiert. Man berechne

diejenige Folge (ax) komplexer Zahlen, fiir welche die Folge (s,) von Funktionen
sp : C — C, die durch s,(z) = Y j_,axz* fiir z € C und n € N U {0} gegeben sind,
im offenen Einheitskreis {Z eC||z| < 1} gegen die Grenzfunktion s konvergiert!

Lésung. Das Nennerpolynom von s hat die vierten Einheitswurzeln 1, 1, —1, —1 € C
als Nullstellen, das heiBt, alle Losungen der Gleichung z* — 1 = 0. Dies gibt AnlaB3
zur Darstellung von s : C \ {1,i,—1,—i} — C in der Form

1 1 1

s(z) = - - = = -
Q1-z2)1+2)di—2)i+z) z¢-—1 1—z4

fir z € C\ {1,1,—1,—i}. Da fiir alle z € C mit |z| < 1 stets |x| < 1 fir x = z* gilt,

k _

ﬁ fir die geometrische Potenzreihe

]1 o0
_ _ 4k
s(z) = 1 = —kEZOZ

fir alle z € C mit |z] < 1. O

liefert die Summenformel Y 72, x
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Alternative Losung. Um fiir x € C mit |x| < 1 die Summenformel } po, x* = %
benutzen zu konnen, wird die Funktion s : C \ {1,i,—1,—i} — C in Teilbriiche
zerlegt: Im Teilbruchansatz
1 _a 4 b 4 c n
Q1-2)A+2)i-2)i+z) 1-z 14z i-z i4z
werden die unbekannten Koeffizienten a, b, ¢, d € C bestimmt: Fiir alle z € C gilt
I1=0Q4+2)i—-2)i+2)a+A—-2z){i—2z)0+2)b
+1-2)A4+2)i4+2)c+1—-2)A1+2){i—-2)d
=(-1-z-z22-2)a+(-1+z-2>24+2°)b

+(i+z-i22—2)c+({—-—z—-1z24+2%d,
woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in z das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen
l=—-a—-b+ic+1id
0=—-a+b+c—d
0=—-a—-b—ic—1id
O=—a+b—-—c+d

fiir die vier Unbekannten a, b, ¢, d € C ergibt. Addiert man die erste und die dritte

Gleichung sowie die zweite und die vierte Gleichung, dann erhdlt man 2(a +b) = —1
sowiea —b = 0, alsoa = b = —% € C. Subtrahiert man von der ersten die dritte

Gleichung sowie von der zweiten die vierte Gleichung, so folgt 2i(c 4+ d) = 1 sowie
¢—d =0,alsoc =d = % € C. Das liefert die Teilbruchzerlegung
1 B 1 1 1 1
A-2)1+z2)i-2)i+2) 41-2z) 4(1+2) + 4i(1 — z2) + 4i(i + 2)

1 ]1+]1+]1+]1
o4\l —z 14z 1+iz 1-iz

furallez € C\{1,1,—1,—i}. Dafiirz € C mit |z| < I stets |x| < 1 fiir x = *iz gilt,
liefert die Darstellung > 22 ) x¥ = % fiir die geometrische Potenzreihe schlieflich

1 o o0
s() =~ DM+ EDF (D iR =)
k=0 k=0
fir allez € C mit |z| < 1. U



Aufgabe 5. Sei durch die Vorschrift
1
s(z) = ——F—— firzeC\{i, -1
@ i—-2)3+2) \ j
die gebrochene rationale Funktion s : C \ {i, —i} — C definiert. Man berechne jene
Folge (ax) komplexer Zahlen, fiir die die Folge (s,) von Funktionen s, : C — C,
die durch s,(z) = Y 7_,axz* fiir z € C und n € N U {0} gegeben sind, im offenen

Einheitskreis {z € C | |z| < 1} gegen die Grenzfunktion s konvergiert!

k — nL benutzen zu
—X

Léosung. Um fir x € C mit |x| < 1 die Summenformel Y 27, x
konnen, wird die Funktion s : C\{i, —i1} — C einer Teilbruchzerlegung unterworfen:

Im Teilbruchansatz
1 a b

- - = + 3
—-2)i+4+z) i-z 14z
sollen die beiden unbekannten Koeffizienten a, b € C bestimmt werden: Es gilt dann

(i 4+ z)a+ (i —z)b =1 fir alle z € C, woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor
Termen gleicher Ordnung in z sogleich a — b = 0 sowie (a + b)i = 1 ergibt. Daraus
folgta =b = % und somit fiir alle z € C \ {i, —i} die Teilbruchzerlegung
_ 1 _ 1 1 1 1 1
O =G it a2 T2d+n - 2 (]l+ﬁz * n—ﬁz)'
Da fiir alle z € C mit |z| < 1 stets |x| < 1 fiir x = +iz gilt, liefert die Darstellung

Yo xk = ﬁ fur die geometrische Potenzreihe schlieBlich

1 o0 . . o
s(z) = ) Z ((—ll)k + ]lk)Zk — Z(—l)k+122k

k=0 k=0
fir alle z € C mit |z| < 1. O
Alternative Losung. Um fir x € C mit |x| < 1 die Summenformel Y 7, xk = ﬁ
benutzen zu kdonnen, wird die Funktion s : C \ {i, —i} — C in der Form

1

_ _ firz € C\ {i, i
s(z) G-t 12 ur z \ {1, —1}

dargestellt. Da fur alle z € C mit |z] < 1 stets |x| < 1 fur x = —z? gilt, liefert die

Darstellung Y o, x* = ﬁ fiir die geometrische Potenzreihe schlief3lich

1 s i
s(z) = i _Z(_l)kz% — Z(_l)kﬂzzk
k=0

k=0

fiir alle z € C mit |z| < 1. OJ
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Aufgabe 6. Man zeige, daB fiir festgehaltenes £ € N U {0} die Reihe (Z’,Z:O (e‘ltk)xk )
fir jedes x € K mit |x| < 1 absolut gegen die Summe

C+k\ , 1
> ()=

konvergiert!

Losung. 1. Seif € N U {0} beliebig vorgegeben. Fiir alle x € K mit |x| < 1 liefert das
Quotientenkriterium

mﬂ(%ﬁﬁﬁﬂ (CA kDU x]E im EEEEL <
- 2 | = = — |X| = |X
koo | (CER)k koo (k + DI +K)! x|k k>o0 k41

und somit die Konvergenz der Reihe (Z',Z:O (“H9)xk).

2. Der Beweis der Aussage iiber die Rethensumme wird induktiv iiber den Expo-
nenten £ € N U {0} gefiihrt:

Induktionsanfang: Tm Falle £ = 0 gilt (“t*) = (¥) = 1 fir alle k € N U {0}. Die
geometrische Reihe (Z k=0 X ) konvergiert absolut gegen die Summe Y 72, x* = ﬁ
fiir jedes x € K mit |x| < 1.

Induktionsschritt: Unter der induktiven Annahme, daB die Reihe (ZZ:O (“HF)xk )
firein £ € N U {0} und alle x € K mit |x| < 1 absolut gegen die Summe

i (ﬁ + k) N
— k (1 — x)t+1
konvergiert, soll diese Aussage fiir £ + 1 bewiesen werden:

Da die geometrische Reihe (3} ;_, x*) fiir jedes x € K mit |x| < 1 absolut ge-
gen die Summe Y 2, xk = ﬁ konvergiert, folgt mit der Induktionsvoraussetzung
und dem Multiplikationssatz fiir absolut konvergente Reihen, dal3 die Produktreihe

(> k=0 ¢k (x)), deren Summanden fiir k € N U {0} die Cauchy-Produkte
k k
L+m\ , kem L+ m\ 4 C+1+k\ 4
ck(x)zn;)(m )xx =m2::0(m )x =( i )x
der Reihe (an=o (Kj;lm)x'") und der geometrischen Reihe (3"} _, x*) sind, fiir jedes
x € K mit |x| < 1 absolut gegen das Produkt
1 1

{+k
ch(x) Z( ) Zx (]l—x)“‘l 1—x (1— x)t+2

der Summen konvergiert, womit dle Induktlonsbehauptung bewiesen ist. O




Aufgabe 7. Sei die Folge (ax) komplexer Zahlen durch die rekursive Vorschrift
ap=1, a, =2, ar=4ar_1+ (12i —9)a,_, firallek € N, k > 2 gegeben.

1. Man bestimme den Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe (s,) der durch
sn(X) =D 5o axx® fir n € N U {0} und x € C definierten Teilsummen s, : C — C
mit den Koeffizienten (a;) um den Nullpunkt sowie die Grenzfunktion s : X — C,
gegen die diese Potenzreihe im Kreis X = {x € C | |x| < R} konvergiert!

2. Man finde eine explizite Darstellung fiir die Folge (ax) der Koeffizienten!

Lésung. 1. Durch eine Abschiatzung der Folge (ay) wird sichergestellt, daf3 der Kon-
vergenzradius R > 0 der Potenzreihe (s,) der durch s,(x) = Y 7_, axx* fiir jedes
n € N U {0} und x € C definierten Teilsummen s, : C — C nicht verschwindet. Es
wird gezeigt, daB |ax| < 19* fiir alle k € N U {0} gilt:
Induktionsanfang: Fur k € {0, 1} gilt |ag| = 1 < 19° sowie |a;| = 2 < 19,
Induktionsschritt: Unter der Annahme, daf3 die Induktionsvoraussetzung

lak—| <1952 und |ag_,| < 19%!
fir ein k € N, k > 2 richtig ist, erhdlt man die Induktionsbehauptung
lak—1] < 19%71 und |ax| < 19%,
denn unter der Induktionsvoraussetzung ergibt sich tatsichlich
lak| = |4ak—1 + (121 — D) ar_s| < 4 |ag—1| + 15 |ax—s| < 4-19%71 4+ 15.19%72 < 19%,

Somit gilt lim sup,_, ., ¥/|ax| < 19, und das Wurzelkriterium liefert die Abschit-
zung R > 1—19 fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe (s,).

2. Aufgrund der Definition der Folge (ax ) konvergiert die Reihe (ZZ:O arpx* ) somit
flr jedes x € X gegen eine endliche Summe s(x) € C der Gestalt

o0 o0 o0 o0
Zakxk =1+2x+ Zakxk =1+2x+ Z4ak_1xk + Z(lZﬁ — 9)ak_2xk
k=0 k=2 k=2 k=2

o0 o0
=1+ 2x + 4x Zak_lxk_l + (12 — 9)x? Zak_zxk_z
k=2 k=2

o0 o0
=1+ 2x +4x Zakxk + (121 — 9)x? Zakxk.
k=1 k=0
Daraus folgt s(x) = 1 + 2x + 4x(s(x) — ag) + (12i — 9)x2s(x) und demzufolge
1—2x 1—2x

_ _ fiir alle x € X.
SO = I T O 1202 - A= @+ 30 1 3Ly urallexe
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3. Um die Folge (ax) der Koeffizienten der Potenzreihe (s,,) zu bestimmen, wird die
Grenzfunktion s : X — C in Teilbriiche zerlegt: Im Teilbruchansatz
1-2x a b
A—@+3)nd13ix)  T—@+30x 14 3ix
sollen die beiden unbekannten Koeffizienten a, b € C bestimmt werden: Es gilt dann

s(x) =

a(l+3ix)+b(1—-(4+3i)x) =1—2x firallex € X,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in x sogleich
a + b = 1 sowie 3ia — (4 + 3i)b = —2 ergibt. Daraus folgta = b = % und somit die
Teilbruchzerlegung
1
SO = S a @ty T 20+ 3in)
Da fiir alle x € C mit |x| < % stets |(4 + 3i)x| < 1 sowie |-3ix| < 1 gilt, lie-
fert die Summenformel fiir die geometrische Reihe, daf3 die Potenzreihe (s,) um den
Mittelpunkt xo = 0 die Koeffizienten
(4 + 31)*F + (=31)*
dr = 2
hat und wegen max{|4 + 3i/|, |-3i|} = 5 den Konvergenzradius R = % besitzt. OJ

furalle x € X.

fiir k € N U {0}



Aufgabe 8. Sei die Folge (s,,) von Funktionen s, : R — R durch die Teilsummen

sp(x) = Z T 2)k fir x € R und n € N U {0} definiert.

1. Man zeige, dal 51ch die Teilsummen durch

sp(x) =14+ x% — fiir alle x € Rund n € N U {0}

1

(I +x2)"
berechnen lassen und schlieBe daraus, dal3 die Funktionenreihe (s,) punktweise ge-
gen eine Grenzfunktion s : R — R konvergiert, die wie folgt definiert wird:

1+x2 firx €eR,x #0,

s(x) =
0 fir x = 0.
2.Seiena, b € R mita < b beliebig vorgegeben. Man weise nach, daB3 die Funktio-

nenreihe (s,) genau dann gleichmiBig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] gegen
die Grenzfunktion s konvergiert, wenn 0 ¢ [a, b] gilt!

gilt fiir z = = €10, 1[ die geometrische Summenformel

1— Zn+1

ZZ -z

1 _
1+x2

n
1 x2(1 + x?) 1 1
n = x2 E= ]l——m ) =1 2__ -
$ (X) X Z (1 + x2)k x2 (1 + x2)n+1 +x (1 + x2)n
k=0

fiir jedes n € N U {0} und x € R mit x # 0 ergibt, welche auch fiir x = 0 richtig ist.
1.2 Fiir jedes x € R mit x # 0 erhilt man 7 €0, 1], das heiBt, den Grenzwert

. _ 2 .
woraus sich aufgrund 1 —z =1 — T,z eine Darstellung

1
nll)l’loloSn(x) = nll>nolo (1 + X2 — m) =1+ Xz.
Da auBerdem s, (0) = 0 fiir alle n € N gilt, konvergiert die Folge (s,(x)) gegen

1+x? firxeR,x#0,
s(x) =
0 fiir x = 0.

2. Seien a, b € R mit a < b beliebig vorgegeben. Da s,(0) = s(0) = 0 fiir al-
le n € N gilt, geniigt es, fiir die Untersuchung der gleichmiBigen Konvergenz der
Funktionenfolge (s,) auf dem Intervall [a, ] gegen die Grenzfunktion s die Betrige

1
— — 2 —
TS R =Y
fiir alle » € N und jedes x € [a, b] mit x # 0 zu betrachten:

|52 (x) = s(x)| = |1+ x2 —
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2.1. Fall 0 ¢ [a,b]: Setzt man § = min{|a|, |b|}, dann gilt stets § > 0. Set ¢ > 0
beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir jedes x € [a, b] die Abschidtzung |x| > §, also auch
1 + x2 > 1 + 82, woraus sich fiir jedes x € [a,b] und alle n, m € N mit n > m stets

1 - 1 - 1
(I4+x2) — (148"~ (1+6>)m
ergibt. Wegen - € 10, 1[ kann man ein m € N derart wihlen, daB m <e
erfiillt ist. Daraus folgt |s,(x) — s(x)| < e fur alle x € [a,b] und jedesn € N, n > m
und somit die gleichméBige Konvergenz der Funktionenreihe (s,) gegen s auf [a, b].

2.2. Fall 0 € [a,b]: Setzt man A = max{|a|, |b|}, dann gilt A > 0. Seid > 1
beliebig vorgegeben. Wegen A > 0 gibt es ein m € N derart, daB d < (1 + A%)™ gilt.
Wihlt man fiir jedes n € N mit n > m ein x,, € [a, b] mit der Eigenschaft

0<x2=~d—-1<¥d-1<A?

so erhilt man (1 4+ x2)" = d und damit
1
|Sn(.xn) —S(.Xn)l = m = g fiirjedesn € N mit n > m,

das heiBt, die Funktionenreihe (s,) konvergiert auf [a, b] nicht gleichméfig. O

|sn(x) = s(x)| =



13

Aufgabe 9. Man zeige, dal3 die Funktionenreihe (s,) von Funktionen s, : R — R,
definiert durch

. 1
Sn(x):Z(x2+k)( firx e Rundn € N,
k=1

x24+k+1)
gleichmaBig konvergiert und bestimme die Grenzfunktion s : R — R!

Losung. 1. Da sich die Summanden der Funktionenreihe (s, ) durch
1 1
0< <
T2+ +k+1D) T k(k+1)

gleichmiBig abschitzen lassen und die Zahlenreihe (37} _, zz) konvergiert, liefert

furallex e Rund k € N

das WeierstraB3-Majorantenkriterium die gleichmaBige Konvergenz der Funktionen-
reihe (s,) gegen eine Grenzfunktion s : R — R.

2. Die Grenzfunktion s wird mit Hilfe einer Teilbruchzerlegung der Summanden
von (s,) berechnet: Fiir alle n € N und x € R erhilt man mittels Indexverschiebung

n

1 Sl ~_
Sn(X)_;(x2+k)(x2+k+l) _,;x2+k_k=1x2+k+l

_k=0x2+k+1 k=1x2—|—k+1_x2+1 x24+n+1
und somit fiir jedes x € R die Gestalt
1 1 1
s(x) = Iim s,(x) = lim - =
(x) n—00 n(X) n—>oo(x2—|—l x2+n+l) x2+1
der Grenzfunktion s : R — R. O




