Ubungsaufgaben 5
Stetige Funktionen

Aufgabe 1. Sei die Funktion f : R — R durch
f(x) = VI +x2+x—V/T+x2—x fiirxe R gegeben.

Man zeige, daB3 die Funktion f : R — R bijektiv ist, berechne (mit Hilfe binomischer
Formeln) ihre inverse Funktion f~! : R — R und begriinde, warum die Funktionen
f':R —- Rund f : R — R stetig und streng monoton sind!

Losung. 1. Man sucht eine bijektive Abbildung ¢ : R — R, welche die Gleichung
g(f(x)) = x fir alle x € R erfiillt:
1.1. Wird x € R beliebig vorgegeben, dann erhalt man fiir

F=f(x)=a—b mit a=vVVI+x2+x und b= vVJ/1+x2—x
aufgrund der binomischen Formel die Beziehung
£ =(a—b)’ =a®>—-3a’b +3ab*> —b> =a® —b>—3(a — b)ab.
Wegena — b = £ und
b= I TT I TT e x= YT =1

folgt daraus

£ = (VT 22+ x) — (VI F X2 — x) — 3E = 2x — 3.

Definiert man die ganze rationale Funktion g : R — R durch die Vorschrift

3
3
e©) =% firger,
dann gilt somit g( f(x)) = x fiir jedes x € R.
1.2. Da sowohl limg_,o g(§) = oo als auch limg_,_o, g(§) = —oo gelten, ist die

stetige Funktion g : R — R nach dem Zwischenwertsatz surjektiv. Besitzen &, y € R
die Eigenschaft g(¢) = g(y), dann folgt daraus aufgrund binomischer Formeln
E—y)+3¢—-y) (E+&+y)+3)¢E—y)
2 2
(E+22+8+y*+6)E—y)
4

und damit § = y wegen (£ + y)? + £2 + y2 + 6 > 0. Somit ist g : R — R injektiv,
also bijektiv, das heiB3t, nach Schritt 1.1 die inverse Funktion zu f : R — R.

2. Da g : R — R stetig und injektiv ist, mul3 g streng monoton sein. Damit ist
auch die inverse Funktion f : R — R stetig, injektiv und somit streng monoton. [J

0=g)—gly) =
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Aufgabe 2. Seien X = [1, oo[ und die beiden Funktionen f, g : X — R durch
f)=Vx+J/x—yx—Jx bzw. gx)=(2J/x—Vx +1-Vx—1)x/x

fiir x € X definiert. Man zeige, daB3 die Grenzwerte lim, o f(x) und limy_ o g(x)
existieren und berechne diese Werte! ®

Losung. 1. Fiir die Berechnung des Grenzwerts lim, .o f(x) erweitert man Zahler
und Nenner von f und erhalt

Fx) = (Vx + Vi = Va = 3) (Vx + Va4 V= Vi)
Vx4 Vx+Vx—Jx
_ G+ V-G —VY) 2
VX 4+ Vx + vx—Jx \/1+~/%+\/1—\/%

fiir jedes x € X. Wegen lim,_, o %} = 0 liefert die Stetigkeit der Wurzelfunktion

2
lim f(x) = lim - - =1
\/1+J—f+\/1—7}7

2. Zur Berechnung des Grenzwerts limg_, o, g(§) werden ebenfalls in geeigneter

als gesuchten Grenzwert.

Weise Zahler und Nenner von g erweitert: Fiir alle £ € X ergibt sich zunédchst

g®) = (VE—VE-1)EVE—(VE+1- VE)EVE

und somit
qey = VEZVED(E+ VETT)EVE  (VERT- VOWETT + VB)eVE
VE+ Ve VE+T+ V&
EvE £VE (VE+1— VE—1)EVE

CVERVEST EFTVE (e VE-D(ER T+ VE)
sowie durch erneute Erweiterung von Zahler und Nenner
WVEFT-VE-D(VE+T+ VE-T)EVE
VE+ VE-DVE+T+VEVE+T+ VE-T)
26 £
(VE+VE-D(VE+T+VE(VE+T+VE-T)

Wegen limg_, é = 0 liefert die Stetigkeit der Wurzelfunktion

2 1
lim g(¢§) = lim = -
E—o00

S RN Ve SN

als gesuchten Grenzwert. O

g =
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Aufgabe 3. Seien gemilB3 Abbildung ein Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius
r > 0 sowie ein Sektor gegeben, der von den beiden vom Nullpunkt ausgehenden
Schenkeln des Winkels 0 € ]O, %[ und der Kreislinie eingeschlossen wird.

1. Die zum unteren Schenkel senkrechte Strecke & durch den Schnittpunkt der
Kreislinie mit dem oberen Schenkel schneidet vom Kreissektor ein rechtwinkliges
Dreieck ab. Man berechne den Flacheninhalt F;(6) der hellgrauen Restflache!

2. Von den beiden Schenkeln des Winkels 6 und der Parallelen b zur Strecke 4
durch den Schnittpunkt der Kreislinie mit dem unteren Schenkel wird ein rechtwink-
liges Dreieck eingeschlossen. Die Kreislinie schneidet von diesem Dreieck den Kreis-
sektor ab. Man bestimme den Flacheninhalt F,(6) der dunkelgrauen Restflache!

3. Man weise (mit Hilfe bekannter Grenzwerte fiir trigonometrische Funktionen)
nach, daf3 sich im Grenzfall 6 | 0 die Beziehung

o F1O)
640 F>(0)
fiir das Verhaltnis beider Flacheninhalte ergibt! ®

2
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Losung. 1. Das weille rechtwinklige Dreieck mit der Grundseite d = r cos 6 und der
Hohe i = rsin 6 besitzt den Flicheninhalt F5(8) = 1dh = 1r*sin6 cos 6. Da der
Kreissektor mit dem Radius » > 0 und dem Offnungswinkel 6 den Flicheninhalt
Fo(0) = % cr? = %rz hat, ergibt sich fiir den Flacheninhalt der hellgrauen Rest-
flache demzufolge F,(0) = Fo(0) — F5(0) = %r2(0 —sin 6 cos 0).

2. Das groB3e rechtwinklige Dreieck mit den Katheten r und b = % = rtanf
besitzt den Flacheninhalt Fa(f) = 2rb = 3r?tanf. Da der Kreissektor mit dem
Radius > 0 und dem Offnungswinkel 6 den Flicheninhalt Fy(0) = % cmr? = %rz
hat, erhdlt man F,(0) = Fa(6) — Fo(0) = %rz(tane — 6) als Flacheninhalt der
dunkelgrauen Restfliche.

3. Fiir die oben berechneten Flacheninhalte ergibt sich das Verhiltnis

Fi1(6) 6 —sinfcostl (6 —sinb cosb)cost

F,(#)  tanf—6  sinf —HOcosh
_ (fcos® —sinf) + (1 —cos®f)sinh sin36 B
N sin — 6 cos ~ sinf —Hcosh

flr jedes 6 € ]O, %[ Da der Kehrwert des ersten Summanden die Darstellung

sin@—@cos@_ 0 \°>(1—cos® 6O —sinh
sin30 ~ \sin6 62 63

fiir jedes 6 € ]0, Z[ besitzt, liefern die bekannten Grenzwertbeziehungen

lim sin 0 L im l—cosf 1 lim 0 —sinf 1

=1, 1 —_— = =, 1 —_— = =
-0 0 -0 62 2 60 63 6
flr die trigonometrischen Funktionen demzufolge

limsinQ—QCOSQ_lim 0 \>(1—cos® 6O —sinh _1
610 sin360 " 6o \sinf 62 63 N

woraus sich schlielich
- Fi(0) i sin36
640 F»(9)  640sinf — 6O cosb

als gesuchter Grenzwert ergibt. O

|=3-1=2




Aufgabe 4. Man zeige (mit Hilfe der Additionstheoreme), daB3 die Abschitzungen
|sinx —siny| < |x—y| und |cosx—cosy|<|x—y| firallex,y € [-n, ]
gelten und schlieBe daraus, dal3 Sinus und Cosinus auf [—, 7] stetig sind!

Losung. 1. Man betrachtet einen Kreissektor mit dem Radius r > 0 und dem Off-
nungswinkel 6 € |0, 7| und studiert die Inhalte folgender Flichenstiicke:

r

Offenbar hat das weille Dreieck mit der Grundseite » und der Hoéhe 7 = rsinf
den Flicheninhalt F; = %rh = %rz sin . Fiigt man das hellgraue Kreissegment
mit hinzu, erhédlt man den Kreissektor mit dem Radius » und dem Offnungswinkel
0 €10, [, welcher einen Flacheninhalt F, = %-m’z = %rz besitzt. Da stets F; < F,
gilt, ergibt sich daraus 0 < sinf < 6 fir alle 8 € [0, 7]. Wegen sin(—60) = —sinf
erhdlt man demnach |sin 6| < |6 fur alle 6 € [—x, 7].

2. Fir alle o, B € [—m, ] gelten die Additionstheoreme
sin(a + ) = sina cos B £ cos « sin B,

cos(a = B) = cosa cos f F sina sin B.

_ —+ _ —_ . .
Setzt man o = =% € [-w, 7] und B = 5% € [—-n, 7] fir x, y € [—m, 7] ein, so
erhdlt man die Formeln
sinx —siny = sin(«¢ + ) —sin(a — f) = 2cosa sin f = 2cos a —; Y sinx ;y ,
cosx —cosy = cos(a + B) —cos(e — ) = —2sinasin f = —2sin al ; 4 sin al ;y

Da |cos ££2| < 1 und [sin 22| < 1 sowie 22 € [—, 7] fiir alle x, y € [-7, 7] gilt,
ergeben sich daraus wegen Schritt 1 die gewiinschten Abschidtzungen
X — X —

|sinx—siny|§2‘sin y’§|x—y| und |cosx—cosy|§2‘sin y‘§|x—y|

fur alle x, y € [—m, ].

3. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Aufgrund von Schritt 2 gilt fir alle x, y € [—m, 7]
mit |[x — y| < & sowohl |sinx —sin y| < ¢ als auch | cosx — cos y| < &, woraus die
(gleichméBige) Stetigkeit von Sinus und Cosinus auf [—, ] folgt. OJ
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Aufgabe 5. Sei eine Folge ( fx) von Treppenfunktionen f; : [0, 1] — R durch

0 fir0<x< k11

1 1
p firgy <x =g

Jr(x) =

fiir jedes k € N und eine Funktionenreihe (s,) durch die entsprechenden Teilsummen
Sn = > ey Ji 1 [0,1] = R fir alle n € N definiert. Man zeige, daB3 die Funktionen-
reihe (s,) gleichmiBig gegen eine regulierte Funktion s : [0, 1] — R konvergiert!

Losung. 1. Die Teilsummen s, = > ;_, fx : [0,1] — R sind ebenfalls Treppenfunk-
tionen fiir alle n € N, denn es gilt

< 1

0 fir0<x =<4,
Sn(x) = n
¢ fir =5 <x<gundke{l,....n}.
Definiert man die Funktion s : [—1, 1] — R durch
0 firx =0,
s =1
% furm<x<kundk€N,

dann erhilt man fiir jedes n € N als Differenz

0 fiirx =0,
s(x) —sn(x) =14 firgy <x<gundk eN,k>n+1,
0 firgy <x<gundke{l,....n}.

Daraus ergibt sich
1
|s(x) —sp(x)] < —— firallen € Nund x € [0, 1],
n—+1

woraus die gleichmiBige Konvergenz der Funktionenreihe (s,) gegen die Grenzfunk-
tion s : [0,1] — R folgt, die somit reguliert ist, da die Teilsummen s, : [0,1] — R
fur alle n € N Treppenfunktionen sind und das Intervall [0, 1] abgeschlossen und
beschrénkt ist. O
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Aufgabe 6. Man zeige, daB3 die Beziehungen limg_, sinf = 0, limg_,ocos# = 1 und

i sin @ 1 . 1l—cos@ 1 lim 6 —sinf 1
m =1, m = <> 1 ==
6—>0 0O 60 62 2 >0 03 6

flr die trigonometrischen Funktionen gelten!

Losung. 1. Man betrachtet einen Kreissektor mit dem Radius » > 0 und dem Off-
nungswinkel 6 € ]0, Z[ und studiert die Inhalte folgender Flichenstiicke:

=

7

Das weille Dreieck mit der Grundseite r und der Hohe 2 = r sin 6 hat den Flachen-
inhalt F; = %rh = %rz sin 0. Fligt man das hellgraue Kreissegment mit hinzu, erhélt
man den Kreissektor mit dem Radius r und dem C)ffnungswinkel 0 e ]0, %[, welcher

einen Flicheninhalt F, = % cqr? = grz hat. Nimmt man schlieBlich noch das
dunkelgraue Flichenstiick hinzu, bekommt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den
beiden Katheten r und b = - ;Ohs 7 = rtan6, welches offenbar einen Flacheninhalt

F3 = 2rb = 1r?tan# besitzt. Da stets F; < F, < F; gilt, ergibt sich daraus

in 6 in6
sinf < @ <tanf = 22 und somit cosf < % <1 firalled € ]0, Z[.
Wegen sin(—6) = —sin 8 und cos(—6) = cos 6 erhidlt man demnach
in 6 in 6
sinf > 6@ > tanf = CS:; und ebenso  cosf < % <1 firalled € |-Z.0].

2. Daraus folgt 0 < limg_,¢ | sin 8| < limg_,¢ |8| = 0, also limy_,¢ sin & = 0. Wegen
des Additionstheorems cos = 1 —2 sinzg ergibt sich deshalb
lim cos = lim (1 — 2sin?%) = 1.
6—0 6—0

AuBerdem liefert die in Schritt 1 gewonnene Abschdtzung auch

in 0
cos9<%<1 firalle § € R mit 0 < 0] < T,

woraus schlieBlich
sin 6 sin

Il =Ilmcosf <lim —— <1 undsomit Ilim—— =1 folgt.
6—0 9—0 6—0 6



3. Wegen der Beziehungen

in 0
cos26 = 1 —2sin’*f und (gim MY
—0
ergibt sich
lim 1 —cosf lim 1 —cos26 . 2sin?0 1 | sin@\> 1
m-———=Ilm-————=1lm-———=—1(lm = —
-0 62 -0 (20)? 9—0 462 2\6-0 6 2
4. Sei die Funktion f : R\ {0} — R durch
6 —sinf .
1(0) = % fiir § € R mit 6 % 0

definiert. Der Existenznachweis und die Berechnung des Grenzwerts
1
li 0) =—
01—13) F6 6

erfolgt in mehreren Schritten:
4.1. Die in Schritt 1 fiir alle 6 € R mit 0 < [20| < 7 gewonnene Abschitzung

sin 20 . 20 —sin 20
<1 liefert 0 < g <1 —-cos26

und somit wegen 1 — cos 26 = 2sin?6 untere und obere Schranken

260 —sin 26 - 1 —cos20 1 (sin6 2 -
(26)3 262 2\ 6

fir jedes 0 € Rmit 0 < [260] < 7.

4.2. Aufgrund des Additionstheorems sin 26 = 2 sin 6 cos 0 gilt auBerdem

cos20 <

0< £(20) =

1
2

20 —sin20 6 —sinfcosf  f(O) sinf 1—cosf
29 == = = .
29) (20)3 403 4 + 40 02
fir alle & € R \ {0}. Aus den in Schritt 2 und 3 gewonnenen Grenzwertbezichungen
. sinf . l—cost 1 ) fO)Yy\ 1

4.3. Wird & > 0 beliebig fixiert, dann existiert somit ein § € ]0, Z[, so daf

f3)

1| 3
fO) ==~ gf fiir alle # € R mit 0 < || < § gilt.

Sei # € R mit 0 < |0| < § beliebig vorgegeben und die Folge (6) durch 6 = &

2k
fiir k € N U {0} definiert. Wegen 0 < |6;| < § ergibt sich

f(Bes) 1‘< 3¢ SO _ fOe) 1 1] _3e 1
4

'f(ek)_ e T = N 13 A

fiir alle k € N U {0}.




4.4. Aufgrund der geometrischen Summenformel

"1 4 1 3
24—k=§(1—4n+1) fiir n € N U {0}
k=0

erhdlt man fiir alle n € N U {0} durch Indexverschiebung

f(Ong1) 1 f(e) "“f(e) 1N 1
f(eo)— 4n+-'; _g( 4n+1) Z u Z k __24_]{

SO  fOke) 1 1
- (- T w)

Mit Schritt 4.3 folgt daraus

0, 1 1 "
'f(eo)— ffl_n_:l) _6 (I_W)' f Z

k=0

e 1 1
Syl \Tpm)e=e
k=0
fir alle n € N U {0} und somit wegen 6, = 6 und Schritt 4.1 schlieBlich
1 . f(lr1) 1 1
'f(@) B 8 - nll>nc’>lo 'f(e()) B 4_n+—i;1 - g (1 o 4n+1)

Da 6 € Rmit0 < |#| < § in Schritt 4.3 beliebig vorgegeben wurde, ergibt sich daraus

f6)  fOe) 11
4k 4k+1 8 4k

<¢

der gesuchte Grenzwert limg_.o f(6) = ¢. O
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Aufgabe 7. Seien X = [0, oo[ und die beiden Funktionen f, g : X — R durch

fE =VE+1-E& bzw. g6) = (VE+1- )&

fir £ € X definiert. Man zeige, daB3 die Grenzwerte limg_,o f(§) und limg_, o g(§)
existieren und berechne diese Werte!

Losung. Fir die Grenzwertberechnung der erweitert man jeweils Zahler und Nenner
um geeignete Faktoren, welche die Anwendung einer binomischen Formel gestatten:
1. Fiir alle £ € [0, oo gilt

o WEFT-VOWERT+VE)

VEF 1+ NESENE

und somit |
lim f(§) = lm —— =0
£—>00 £—>00 /é: + 1+ \/g
wegen limgc0 7z = 0.
2. Genauso wie zuvor erhalt man

s - WEFT=VOWEFT+VOVE_ !

VE+T+ & CVErIE 1+ 141

fir jedes £ € [0, co[. Wegen limg_,ooé = 0 und der Stetigkeit der Wurzelfunktion

folgt daraus schlieBlich

1 1
li = lim —— =~
Jm, g() = lim 5

e I+ +1

als gesuchter Grenzwert. OJ



