Ubungsaufgaben 6
Differenzierbare Funktionen

Aufgabe 1. Seiena > b > 0 und § = va? — b? > 0 gegeben sowie die Ellipse mit
den Brennpunkten zy = (§,0) € C und z_ = (—6,0) € C sowie den Halbachsen a
und b durch die Funktion f : [0,27] — C beschrieben, welche durch

f() = (acost,bsint) firt € [0,2x]

definiert wird. Sei ferner t € [0, 277] ein beliebig fixierter Punkt.
1. Man weise nach, daB | f(t) — z4| + | f(r) — z—| = 2a gilt, somit die Kreislinien

{xE(C||x—Z_|=2a} und {xe(C||x—f(r)|=|Z+—f(r)|}
genau einen Punkt x; € C und die Kreislinien
{xeCl|lx—z4|=2a} und {xeC||x—f(0)|=|z——fOl}

genau einen Punkt x_ € C gemeinsam haben!
2. Wird die Linearisierung g : R — C, welche f in t tangential beriihrt, durch

gt)= f(x)+ Df(x)(t —1) firreR

gegeben, so zeige man, dall es Punktez;y € Rund - € R mit g(z4) = %(er +z4)
und g(7-) = 2(x_ 4 z_) gibt und auBerdem |g(r1)| = |g(t-)| = a gilt!

et
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Lésung. 1.1. Wegen a? = b?+§2 und cos?t +sin?t = 1 gilt fiir das Abstandsquadrat
| f(r) — z+|* = (acos T F §)* + (bsin1)?
= a”cos’t F 2ad cos T + 8% 4 b*sin’*t
= §?cos’t F 2a8cost + (b* + 8%) = (a F §cos1)?,
woraus sich aufgrund von 0 < § < a die Bezichungen
| f(t)—zy|=a—d6cost und |f(r)—z_|=a+dcost
und somit | f(t) — z4| + | f(tr) — z—| = 2a ergeben.
1.2. Fir x4 € C mit |xy — zx| =2a und |x+ — f(v)| = | f(r) — z+| gilt demnach
X+ —zx| =2a =[f(0) —z4| + | f(¥) —z-| = |x+ — f(O[ + [f(z) — z=|.

Die Punkte z+, f(7), x+ liegen somit auf einer Strecke. Es gibt daher einen Parameter
A+ > 1, so daB3 die Darstellung x4+ = A+ f(7) + (1 — A1) zF gilt. Daraus folgt

2
24 = |xp — 79| = Ax| f(2) — 25| = As(a + ScosT), also Ay = ——
a+tdcost
2.1. Wegen z; 4+ z_ = 0 ergibt sich demzufolge fiir die Streckenmittelpunkte
X+ +zZy X4 —Zy .| X+t zs 2a
= und somit |———| = — =q.
2 2 2 2

2.2. Die Linearisierung g : R — C, welche f in t tangential beriihrt, wird durch
g(t) = (acost,bsint) 4+ (t —t)(—asint,bcost) fiirt € R gegeben.

Um jeweils eine Losung 71+ € R der linearen Gleichung g(71.) = %(x:t +z4) zu finden,
untersucht man Real- und Imaginarteil

) a(acost £6)
acost —a(ty —t)sint = ——

axécost
bsint 4+ b(tx —t)cost = —ab St
atécost
und erhilt durch dquivalente Umformungen
(ts — 7)sinT = cost — acost +6 _ F§sin?t
at+écost  azxdcost
(te — T)cos T = asint St — Fédsintcost
atécost atdcost
Somit erfiillt der durch )
1= Fésint
atdcost

gegebene Punkt 7. € R jeweils die Gleichung g(71) = %(xi + z4). O
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Aufgabe 2. Seien die Intervalle X; = |—o0, —1[, X, = ]—1, 1] und X5 = ]1, oo und
die Funktionen f : R — R sowie g : X; U X, U X3 — R wie folgt definiert:

1
f(x) =arctanx firx eR, g(x)= Earctanl— firx € X; U X, U X3.

— x2
1. Man weise nach, daB3 Df(x) = Dg(x) firalle x € X; U X, U X3 gilt!
2. Man zeige, dal3 es Konstanten a1, a,, az € R gibt, so daB} fiir jedes £ € {1,2, 3}

f(x)—g(x) =a, furallex € X,
gilt und berechne diese Konstanten ay, a,, az € R! ®

Losung. 1. Aufgrund der Gestalt der Ableitung
b2

a .
D arctan (Z) =t furallea,b e R, b # 0
ergibt sich
1 (1 —x?)? 2(1 — x?) + (2x)?
Dg(x) =5~ 2)2 2 2)2
2 (1—=x2)2+(2x) (1—x2)
(1 —x?) +2x? _ 1 + x?2 1

= (1—x2)2 4+ (2x)2 (1 + x2)2 = 1+ 2 = Df(x)

fiir jedes x € X; U X, U X3 aufgrund der Kettenregel.

2.Seien £ € {1,2,3} sowie x, y € X; mit x < y beliebig vorgegeben. Aufgrund von
Schritt 1 hat die Funktion 2 = f — g fiir jedes z € [x, y] die Ableitung Dh(z) = 0.
Somit liefert der Mittelwertsatz die Abschédtzung

|h(x) —h(»)| < |x —y| sup [Dh(z)| =0,
z€[x,y]

woraus h(x) = h(y) fir alle x, y € X, folgt. Somit gibt es Konstanten ay, a,, a; € R,
sodaB f(x) — g(x) = ag fur alle x € X; und jedes ¢ € {1, 2, 3} gilt.

2.1. Fallx € X; = ]—o00, —1[: Mit lim,_, o, arctan x = —Z und lim,_,_o 125 =0
erhilt man die Konstante
. ) ) 1 2x T
a; = lim (f(x)—g(x)) = lim arctanx — lim = arctan —— = ——.
X—>—00 X—>—00 X—>—00 2 1 _ xz 2

2.2. Im Falle x € X, = ]—1, 1] wdhlt man x = 0 und erhélta, = f(0) — g(0) = 0.

2.3. Fall x € X3 = |1, 00[: Wegen lim,_, o arctanx = 7 und lim,—« % =0
ergibt sich die Konstante
) . .1 2x /4
az = lim (f(x)—g(x)) = lim arctanx — lim —arctan —— = —.
X——00 X—>00 x—>00 2 1 —x2 2

Somit sind alle drei Konstanten a; = —Z, a, = 0 und a3 = Z bestimmt. O
2 2
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Aufgabe 3. Man zeige durch vollstindige Induktion iiber £ € N U {0} und Differen-

tiation, daB die Reihe (ZZ=0 (“ék)xk> fiir jedes x € K, |x| < 1 gegen die Summe

i(“k)k '

X = —
_ {

N\ ¢ (1 — x)et1

konvergiert! ©

Losung. 1. Sei £ € N U {0} beliebig festgehalten. Die Potenzreihe (s,) um den Mittel-

L+k

punkt xo = 0 mit den durch ax = (7,

) fiir k € N U {0} vorgegebenen Koeffizienten

(ax) hat wegen der Beziehung

— lim € +k+DEEK! _ lim C+k+1 1
k—soo L1 (k + D! (L +k)! k>0 k+1

den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert somit in X = {x e K| |x| < 1}

k41
ag

lim

k—o00

gegen eine differenzierbare Grenzfunktion s : X — K. Ferner konvergiert die sum-
mandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um den Mittelpunkt xo = 0 mit den
Koeffizienten ((k + 1)ag+1) in X gegen die Ableitung Ds : X — Kvons : X — K.
2. Die Summenformel wird induktiv iiber den Parameter £ € N U {0} bewiesen:
Induktionsanfang: Im Falle £ = 0 gilt (“ék) = 1 fiir alle k € N U {0}. Die Konver-
genz der geometrischen Reihe (3"} _, x¥) gegen die Summe

= 1

Zxk =1 fiir jedes x € K mit |x| < 1
—Xx

k=0

liefert somit die Giiltigkeit des Induktionsanfangs.
Induktionsschritt: Es sei induktiv vorausgesetzt, daB die Reihe (ZZ=0 (“lfk)xk) fur
ein £ € N U {0} und jedes x € X gegen die Summe

— (L +k 1
()=

k=0
konvergiert. Wegen Schritt 1 konvergiert die summandenweise differenzierte Potenz-
reihe in X gegen die Ableitung der Grenzfunktion. Die Kettenregel liefert somit

o0

C+k+1Y\ , C+1
kz=;)(k+l)( ) )x :m flr jedes x € X.

Da fiir jedes k € N U {0} die Beziehung
k4+1(+k+1\ k+1 (L+k+1)! (E+1+k)! [(+1+k
m( ¢ ): (+1 Ok+1)! €+ Dk :( C+1 )
gilt, ergibt sich daraus schlieBlich die Induktionsbehauptung. O
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Aufgabe 4. Seien a, b € R mit a > 0 und |b| < a vorgegeben. Man zeige, dal3 die
Funktion f : ]-Z,Z[ — R durch

2’2
1 . asinx +b
f(x) = ——=arcsin———— fiirx e |-%,Z[

Vaz = b2 a+ bsinx

korrekt definiert ist und
Df(x) =
als Ableitung besitzt!

m fir alle x € ]—%,%[

T T

Losung. 1. Wegena > 0, |b| < a undsinx € ]—1, 1[ fir alle x € |—Z, Z[ gelten

a+bsinx >0, b(l—sinx)<a(l—sinx) sowie a(l+ sinx) > —b(l + sinx)

und somit
) ) ) asinx + b
—(a+bsinx) <asinx+b <a+bsinx, also |— | <1.
a+ bsinx
2. Aufgrund der Gestalt der Ableitung
d
D arcsin (2) = \/ﬁ firallec,d e Rmitd > Ound |¢| < d

erhilt man aufgrund der Produkt- und Kettenregel
(a+ bsinx) - ((a+ bsinx)acosx — (asinx + b)bcosx)
Va2 —b2-\/(a + bsinx)? — (asinx + b)? - (a + b sin x)?
1 . 1 _ (a> —b*)cosx 1
Va2 —b? J(a®>—b?)(1 —sin2x) a+bsinx a+bsinx

fir alle x € |—Z, Z[. O

Df(x) =
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Aufgabe 5. Man zeige durch Differentiation, daB die Reihe (Y3 _ 5 (— 1 x2**1)
fir jedes x € |—1, 1] gegen den Grenzwert arctan x € R konvergiert!

Losung. 1. Die Potenzreihe (s,) um xo = 0 mit den durch asr4q = Tlﬂ(—l)k und

ar = 0 fiir k € N U {0} definierten Koeffizienten (a;) hat wegen der Beziechung
Jim, ¥lael = Jim =

den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert somit in |—1, 1[ gegen eine differenzier-

bare Grenzfunktion s : |1, 1[ — R.

2. Die summandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um xo = 0 mit den Ko-
effizienten ((k + 1)ag+1) hat ebenfalls den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert
in |—1, 1] gegen die Ableitung Ds : |—1, 1| — R der Grenzfunktion s : |—1, 1] — R.
Es gilt somit

Ds(x) = Z(—l)kxzk = Z(—xz)k =
k=0 k=0

aufgrund der Summenformel der geometrischen Reihe.
3. Die durch f(x) = arctanx fir x € R definierte Funktion f : R — R besitzt
ebenfalls die Ableitung

T fir alle x € R mit |x| < 1
X

Df(x) = T fir alle x € R.

Aufgrund von Schritt 2 hat die Funktion 4 = s— f fiir jedes z € |—1, 1] die Ableitung
Dh(z) = 0. Der Mittelwertsatz liefert somit
|h(x) — h(0)| < |x| sup |Dh(6x)| =0 flrallex €]-1,1],
0€[0,1]
also h(x) = h(0) fiir alle x € |—1,1[. Da f(0) = 0 sowie s(0) = s,(0) = 0 fiir jedes
n € N U {0} gilt, ergibt sich schlieBlich s(x) = f(x) fur alle x € |—1, 1]. O
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Aufgabe 6. Man zeige, da3 die Funktionen sin, cos : R — [—1, 1] differenzierbar
sind und die Ableitungen

Dsin(f) =cosf bzw. Dcos(f) = —sinf fiir alle § € R besitzen!
Losung. Fir alle x, y € R gelten die Additionstheoreme
sin(x & y) = sinxcosy & cosxsin y,

cos(x = y) = cosxcosy F sinxsin y.

Setzt man x = ﬂ_ero eRundy = % € R fiir 8, 6 € R ein, so erhdlt man

. . : : : 6 . p—0

sm,B—sm@=sm(x+y)—sm(x—y):2cosxs1ny=200$’B_2'_ sm’B2 ,
0 —0

cosﬂ—cos@:cos(x+y)—cos(x—y):—Zsinxsiny:—2sin'3; sin'B2 .

Wegen der Stetigkeit der Funktionen sin, cos : R — [—1, 1] und der Grenzwertbe-
ziehung limg_. 525 sin B2% = 1 folgt daraus fiir alle 6 € R

. sinff —sinf ) B+6 2 . B-6

lim ———— = lim cos - lim sin = cos 0,
p—o B—10 B—6 2 BB —0 2
im <P =080 i n P i 2 an P20 gine,
B—0 Bg—0 B—6 2 B0 B —0 2

das heiB3t, die beiden Funktionen sin, cos : R — [—1, 1] besitzen die Ableitungen
D sin(f) = cos @ bzw. D cos(8) = —sind fiir alle 6 € R. O
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Aufgabe 7. Man beweise, dal3 die Funktionen tan : R\ {% +kr |k e Z} — R sowie
cot : R\ {kr | k € Z} — R differenzierbar sind und folgende Ableitungen haben:

Dtan(f) = 1+ tan’0 firalle§ e R\ {Z + kx| k € Z},

Dcot(d) = —1 —cot?d fiiralle e R\ {kx | k € Z}.
Lésung. Da die Funktionen sin, cos : R — [—1, 1] differenzierbar sind und

Dsin(f) =cosf bzw. Dcos(f) =—sinf firalled e R

gilt, liefert die Quotientenregel sowohl
cosf - Dsin(f) —sin6 - Dcos(f)  cos?6 + sin?6

D = =1 2
tan(0) 020 020 + tan-6
firalle € R\ {Z + kx | k € Z} sowie

D cot(§) = sinf - D cos(f) —cosf - Dsin(0) _ _sin20 + cos?0 1 — cot?0

sinZf sinZ2d
firalle e R\ {kn | k € Z}. O
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Aufgabe 8. Man weise nach, dal3 die inverse Funktion arcsin : [—1,1] — [—5, %]
von sin : [—% %] — [—1, 1] sowie die inverse Funktion arccos : [—1, 1] — [0, 7] von

os : [0, 7] — [—1, 1] jeweils auf |—1, 1] differenzierbar ist und die Ableitungen

1 1
D arcsin(x) = ——— bzw. D arccos(x) = ———— fiiralle x € |—1, 1] hat!
V1 —x2 V1 —x2
Losung. 1. Fir B, 0 € [-Z, 2] gilt 239, 220 ¢ [—%, Z] und das Additionstheorem
sin,B—sin9=2cos'B ﬂ
2 2

Im Falle sin 8—sin 6 = 0 folgt daraus cos M = 0 oder sin H = Ound somit 8 = 6,
also die Injektivitit von sin : [ z E] — [—1,1]. Die Stetlgkelt dieser Funktion
iibertrigt sich auf ihre Inverse arcsin : [-1,1] — [-Z, Z]. Da D sin(d) = cosf > 0

fiir alle 6 € ]—%, %[ gilt, ergibt sich die Differenzierbarkeit von arcsin auf'|—1, 1] und
1 1 1 1

Dsin(0) cos0  Jl—sin26 J1-x2

fiir alle x € ]-1, 1[ und das x = sin 6 entsprechende 6 € |-Z, Z[.

2
2. Fiiralle 8,0 € [0, 7] gilt £5% € [-Z,Z], 222 € [0, #] und das Additionstheorem

D arcsin(x) =

22
. . p—10
cos,B—cos9=—2smﬂ+ sm’B .
2 2
Im Falle cos B — cos 6 = 0 folgt daraus sin =~ ’3+9 = 0 oder sin £2¢ = 0, also B =20

und somit die Injektivitit von cos : [0, 7] — [ 1,1]. Die Stetlgkelt dieser Funktion
iibertragt sich auf ihre Inverse arccos : [—1, 1] — [0, ]. Da D cos(f) = —sinf < 0
fiir alle 6 € 0, x| gilt, ergibt sich die Differenzierbarkeit von arccos auf |—1, 1[ und

1 B I 1 B 1
Dcos(0)  sinf  JT—cos20  J1—x2

fir alle x € |—1, 1] und das entsprechende 6 € ]0, 7| mit x = cos 6. O

D arccos(x) =
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Aufgabe 9. Man zeige, daB die Inverse arctan : R — |—Z, Z[ vontan : |-Z,Z[ — R

sowie arccot : R — ]0, [ von cot : |0, #[ — R jeweils differenzierbar ist und

D arctan(x) = bzw. D arccot(x) = —

fiir jedes x € R gilt!

14+ x2 14+ x2

Losung. 1. Firalle 8, 0 € |-%, Z[ gilt B — 6 € |-, 7[ und das Additionstheorem

sinf  sinf  sin(f —0)

tanf —tanf = — = .
P cosp cosf  cospfcost

Im Falle tan 8 — tanf = 0 folgt daraus sin(f — ) = 0 und somit § = 6, also
die Injektivitit von tan : |—Z, Z[ — R. Somit iibertrigt sich die Stetigkeit dieser
Funktion auf ihre Inverse arctan : R — ]—% %[ Wegen D tan(f) = 1 + tan?6 > 0

fur alle 6 € ]—% %[ ergibt sich demnach die Differenzierbarkeit von arctan sowie

1 1 1
Dtan(f) 1+4tan20 14 x2

D arctan(x) =

fiir alle x € R und das x = tan 6 entsprechende 6 € |—Z, Z[.

2. Furalle B, 0 € ]0, x| gilt B — 6 € |—n, n[ und das Additionstheorem
cosf  cosf  sin(f—0)

cotf —cotf = — — = —— — .
p sinff  sinf sin B sin 0

Im Falle cot 8 — cotf = 0 folgt daraus sin(f — 6) = 0 und somit 8 = 6, also die
Injektivitat von cot : |0, [ — R. Damit iibertriagt sich die Stetigkeit dieser Funktion

auf ihre Inverse arccot : R — ]0, 7[. Da D cot(f) = —1 —cot?6 < Ofiiralle 6 € |0, x|
gilt, ergibt sich daraus die Differenzierbarkeit von arccot und
1 1 1

D t = — = — = —
areeol(x) = 5 ) T Thcod - 11 a?

fiir alle x € ]—1, 1] und das entsprechende 6 € ]0, 7| mit x = cot 6. OJ
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Aufgabe 10. Sei die Hyperbel durch die Funktion % : 10, 7[ U |7, 27| — C vermoge
1 t
h(r) = (f__,fﬁi_) fiir £ €10, 7[ U], 27,
sint  sint
die Lemniskate durch die Funktion s : [0, 27] — C mittels
sin ¢ sint cost
t) = ,— firt € [0,2
s() (1 +cos?t 1+ cos2t) urz € [0, 27]
sowie ein beliebiger Punkt t € 10, 7| U |7, 27| vorgegeben.
1. Man zeige, daB h(z)s(t) = 1 sowie |h(7)|? = |h(z) — s()|?> + |s(7)|? gilt!
2. Wird die Linearisierung g : R — C, welche 4 in t tangential beriihrt, durch

¢(t) = h(t) + Dh(t)(t —7) fiirt eR

gegeben, so weise man nach, daf} stets ein 7 € R mit g(¢) = s(t) existiert!

h(z)

o
AW,
,d
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Lésung. Seit €10, w[ U |m, 27| beliebig vorgegeben.
1. Offenbar gelten in der Tat die Beziehungen
h(2)s(t) = ( 1 cosr) ( sint sinrcosr) _ (1,cost)(1,—cos 1) _

2 2 2 1
1 4+ cos?t 1 + cos?t 1 4+ cos?t
sowie

sint’ sint

|h(T)—S(T)|2=( ! _ sin )2+ (COST . Sintcosr)2

sint 1+ cos?t sint 1+ cos?t
4 cos*t 4 cos’t
sin?t (1 4 cos?1)? * sin?7 (1 + cos?7)?
4 cos’t (1 + cos?1)? — (1 — cos?7)?
sin?t (1 + cos?t) - sin?7 (1 + cos?7)

und somit

1 + cos?t sin?t
sin?t 1+ cos?t

2. Die Linearisierung g : R — C, welche % in 7 tangential beriihrt, wird durch

g(t):(l cosr)_’_(l_r)(_cosr 1 ) firf € R

. s . ) s T . 2
Smt SNt Smm-<t Sin-<t

|h(z) = s(0)]* = = [h(D)* = Is(0)]*.

gegeben. Um eine Losung ¢ € R der Gleichung g(f) = s(t) zu finden, untersucht
man die beiden linearen Gleichungen

sint — (t —t)cost _ sint
sin?t 1+ cos?t

sintcost —(f —t)  sSINTCOST
sin?t "1+ cos?t

und erhélt durch dquivalente Umformungen

sin?t ) . 2sin T cos’T
T =

(t—1t)cost = (1—

1 + cos?t 1 + cos?t
sin?t . 2sinTCcosT
t—1= 1—|——2 SINTCOST = ———
1 + cos?t 1 + cos?t

tatsdchlich einen Punkt ¢ € R, der die Gleichung g(¢) = s(t) erfiillt. OJ



