Ubungsaufgaben 7
Analytische Funktionen

Aufgabe 1. Seidie Funktions : R — R durch s(x) = (I—cosx)(x—sinx) fiirx € R
definiert. Man entwickle die Funktion s in eine Potenzreihe (s,) um den Mittelpunkt
xo = 0 und berechne ihre Koeffizienten! ®

Losung. Mit Hilfe des Additionstheorems sin2x = 2 sin x cos x werden Umformun-
gen unternommen, die eine Verwendung der Potenzreihen fiir Sinus und Cosinus um
den Mittelpunkt xo = 0 gestatten: Fiir alle x € R gilt

: . . 1.
S(X) =Xx—XxCcosx —sinx + SINXCOSX = X — XCOSX —sinx + §s1n2x.

Die Potenzreihen

sinx = iix”‘“ und cosx = Z S X2k
22k + 1! 25!

fir Sinus und Cosinus liefern somit fiir jedes x € R die Entw1ck1ung
_ (—DF¥ 2k (=D* RIS (=D* 2k+1
$() = Z (2k)! Z <k + Z < (2K + %)

=x+ Z((_—)k(4k—(2k + 1) — 1)x2H!

o (=DF
=x—x+ I; ST (4% —2(k + 1)) x>
= i _ED (4% —2(k + 1))
(2k +1)!

der Funktion s : R — R in eine Potenzreihe um den Mittelpunkt xo = 0. 0
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Aufgabe 2. Der Cosinus cos : R — R soll im Punkt xo = 0 durch eine Funktion
h : R — R approximiert werden, welche eine Hyperbel beschreibt und durch

h(x) =c—+b+ax?> firxeR

gegeben ist. Wie miissen die reellen Zahlen a > 0, b > 0 und ¢ € R gewihlt werden,
damit sich die Funktionen 4 und cos im Punkt xo = 0 von maximaler Ordnung
tangential berithren? ®

Lésung. 1. Damit beide Funktionswerte #(0) = cos0 = 1 iibereinstimmen, miissen
¢ € Rund b > 0 folgende Bedingung erfiillen:

(1) c—~b=1.
Da die erste Ableitung von /4 in x € R die Gestalt
ax
Dh(x) = ———
&) b + ax?

besitzt, verschwinden die ersten Ableitungen Dh(0) = D cos(0) = 0 gleichzeitig.
2. Die zweite Ableitung von 4 in x € R wird durch

Dzh(x):_a-(b+ax2) L_ox-ax ab
(b +ax?)3/2 (b 4+ ax?)3/2 (b + ax?)3/2
gegeben. Somit stimmen die zweiten Ableitungen D24(0) = D?cos(0) = —1 {iberein,

wenn a > 0 und b > 0 folgende Beziehung erfiillen:

(2) a=+b.
Da die dritte Ableitung von % in x € R von der Form
3a%b
D3h(x) = —2 2%

(b + ax?)3/2
ist, verschwinden die dritten Ableitungen D3h(0) = D3cos(0) = 0 gleichermaBen.
3. Die vierte Ableitung von 4 in x € R wird durch

3a’h- (b +ax®) 3a’bx-5ax _ 3a’b(b —4ax?)
(b + ax?)7/2 (b + ax?)7/2 - (b + ax?)7/2
gegeben. Daher sind die vierten Ableitungen D*h(0) = D*cos(0) = 1 identisch,

wenn a > 0 und b > 0 folgender Bedingung geniigen:

(3) 3a2 = b/b.

D*h(x) =

4. Aus den Bedingungen (2) und (3) folgt somit a = 3 und b = 9, woraus sich
wegen (1) auch ¢ = 4 ergibt. Da die fiinfte Ableitung von /4 in x € R die Gestalt
_24a3bx (b + ax?) B 3a’b(b — 4ax?)-Tax _ 15abx(4ax> — 3b)

(b + ax?)°/? (b + ax2)9/2 (b + ax2)9/2
hat, verschwinden auch noch die fiinften Ableitungen D>h(0) = D>cos(0) = 0. [

D°h(x) =




Alternative Losung. 1. Aufgrund der Summenformel

i_- 2 3 o

¢ﬁ7=;@ﬁk1+_—+—+§@ﬁkm@d4ﬂ

der binomischen Reihe zum Exponenten % mit den Binomialkoeffizienten

1 N S ioe+i
_ _ 2 .o
()=1 ()-TTE wreen

t=1
ergibt sich fiir die Funktion # : R — R die Darstellung

S G R IC

=(C—*/5)—afx2+a;fx4_al6\b/3_ \/Eg;(’%) (abﬁ)k

fiir alle x € R mit ax? < b und die reellen Parametera > 0, » > 0 und ¢ € R.
2. Wegen der Gestalt der Cosinus-Reihe
x? (—DF 2k

(4) cosx:l—; — Z (2k)'x firx e R

haben f und cos im Punkt xo = 0 somit eine tangentlale Beriihrung von mindestens
flinfter Ordnung, wenn die Bedingungen

—\/Ezl, a=+~b sowie 3a?=bvb

erfillt sind, was a = 3, b = 9 und ¢ = 4 nach sich zieht und demnach

K2 gt g6 X I\ 2k A
h =4—494+3x2=1—-—+ — — — — 2 fii —+3,4/3
(x) V9 + 3x LEYRREYY) ];(k)3k—1 ir x € | V3]

2

liefert. Vergleicht man mit der Darstellung (4), so haben f und cos im Punkt xo = 0
fiir diese Wahl der Parameter eine tangentiale Berithrung fiinfter Ordnung. O
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Aufgabe 3. Sei die gebrochene rationale Funktion s : C \ {0, 1} — C durch

1
O =i

Man entwickle s um einen beliebig vorgegebenen Mittelpunkt &, € C \ {0, 1} in eine

fiur & € C \ {0, 1} definiert.

Potenzreihe (s,) und berechne deren Koeffizienten sowie Konvergenzradius!

Losung. Um die Summenformel der geometrischen Potenzreihe und ihrer Ableitung
benutzen zu kénnen, wird die Funktion s : C \ {0, 1} — C in Teilbriiche zerlegt:
1. Im Teilbruchansatz
b c d

£2A-9 & £ 1-§ 1-97

werden die unbekannten Koeffizienten a, b, ¢, d € C bestimmt: Fiir alle § € C gilt
I=at@1-§>+bA-§>+cE(1-§) +dE
=a(f —28 +£) + b1 - 26 +£) + (£ - &) + dE?
=b+(a—2b)E+ (b —-2a+c+d)E>+ (a—c)E,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ordnung in & das li-
neare Gleichungssystem mit vier Gleichungen

1=5b

0=a-2b

0=b—-2a+c+d

0=a-—c
fiir die vier Unbekannten a, b, ¢, d € C ergibt. Aus der ersten und zweiten Gleichung
folgen » = 1 und @ = 2. Die vierte und die dritte Gleichung liefern dann ¢ = 2 und

d = 1. Daraus folgt die Teilbruchzerlegung

1 2 2 1
s(&) = :—+m+?+

1
- furalle ¢ € C\ {0, 1}.
£21-6)2 & (1-§)?
Fiir die Entwicklung von s in eine Potenzreihe um einen beliebig vorgegebenen Punkt
&0 € C\ {0, 1} betrachtet man fiir £ € C \ {0, 1} die Darstellung

2 2
SRy T S % gy
1 1
T ot Gt (1-f)—C—&))?
2 & o2 1-&
o So+(E—-&) 1-& (A-%&)—(¢E—-%&)
1 &2 1 (1 — &)

T G G-t  A—£)? (I—E) )P
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2. Da die geometrische Reihe (3 ;_, x¥) fiir jedes x € C mit |x| < 1 gegen die

Summe ;= € C konvergiert, erhilt man fiir x = ‘Eg—fo € Cbzw. x = i:?(), eC
—( £—& €o .
2:3( 5 ) =gy TrEeClE—&l<lal,
E-6\ __ 1-6& . B B
> (i28) =am e WEecEn <kt

k=0
und somit fiir alle & € C \ {0, 1} die Darstellung der ersten beiden Summanden

2 2 sso) 2 ”(s—so)k
ot ) () (E—E) so,;)( ) T1mas\i g

o 2 2 X
-y (o~ o) €80

fiir jedes § € C mit |§ — & < Ro = min {|%|, |5 — 1|}.
3. Da die summandenweise differenzierte Reihe (ZZ O(k—l—l)xk) fir jedes x € C
mit |x| < 1 gegen die Ableitung (]1 T € C der Summe der geometrischen Reihe

konvergiert, erhdlt man fiir die Argumente X = ESOSO € C bzw. x = i_g’) eC
i(k#) (—g_&)k N z fiir € C, € —&ol < |%ol,
&o (6o + (5 — £0))?
£ —5o (1 —&p)? .
k = fi C, | - —
Z( “)( ) A&+ G-tz EeCERl<lR1

also fur alle & € C \ {0, 1} die Darstellung der letzten beiden Summanden

1 1 _ — o
Gt G-t T (A-t)-G-t) & Z("“)( > )

Oko

I §—6)
gy D (i-2)

- k+1 k41, .
-2 ((11 “EF (—fo)kﬂ)(g )

fiir jedes £ € C mit |§ — &| < Ro = min {|&], |§o — 1]}
4. Insgesamt ergibt sich daraus fiir die Funktion s die Darstellung

e 2 2 k41 k41 &
O =2, ((n TEFT T (R T A=k (—&)kﬂ) € —%)

fiir jedes £ € C mit |§ — &| < Ro = min {|&], |& — 1]} O




6

Aufgabe 4. SeienE = {w € C | |w| < 1} und f,, g» : C — C fiir jedes n € N durch

(_1 {—1
7 w®  fiir w € C definiert.

n

k n
f) =Y = fiirzeC, ga(w) =y
=1

— k!

1. Man weise nach, da3 die Potenzreihe ( f,) auf C bzw. (g,) auf E jeweils gegen
eine analytische Grenzfunktion f : C — C bzw. g : E — C konvergiert!

2. Man zeige (durch Differentiation), dal3 es einen Radius r > 0 gibt, so dal3 die
Beziehung g(f(z)) = z fir alle z € C mit |z| < r gilt!

Losung. 1.1. Wegen limg_, oo (kf_—'l), = limg—eo k—_}_l = 0 liefert das Quotientenkrite-
rium den Konvergenzradius r; = oo fiir die Potenzreihe ( f,,), welche somit auf C
gegen eine analytische Grenzfunktion f : C — C konvergiert und die Ableitung

o0 k—1 X _k
Df(z) = kz (kz_ i = kz % — 1+ f(z) firallez € C besitzt.
=1 =0

1.2. Aufgrund von limy_, % = 1 erhdlt man mit Hilfe des Quotientenkriteriums
den Konvergenzradius r, = 1 fiir die Potenzreihe (g,), welche demnach auf E gegen
eine analytische Grenzfunktion g : E — C konvergiert und aufgrund der Summen-
formel der geometrischen Reihe die Ableitung

o0 o0

1
D =) -D"'w" =) (~w)* = —— fiirjedes w € E hat.
gw) =Y (=) 'w > (—w) T [urjedesw a
=1 £=0
2. Wegen | f(0)] = 0 < r, gibt es einen Radius r > 0 und eine Potenzreihe um

zo = 0, welche auf U = {z € C | |z| < r} gegen die Verkettung go f : U — C
konvergiert, die somit analytisch ist. Mit Hilfe der Kettenregel liefert Schritt 1

Digo f)2) = De(f(NDf () = 71—~

Da auch die durch h(z) = z fiir z € C definierte Funktion 4 : C — C die Ableitung
Dh(z) = 1 fiir z € C besitzt, hat die Differenzs = go f — h : U — C die Ableitung
Ds(z) = 0 fiir alle z € U. SchlieBlich liefert der Mittelwertsatz

(14 f(z)) =1 firallez € U.

0 <|s(x)—s5(0)| <|x| sup |Dh(0x)] =0 firallex e U.
6<[0,1]

Da g(f(0)) = g(0) = 0 = h(0) gilt, folgt g(f(x)) = h(x) = x firallex e U. O
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Aufgabe 5. Sei durch s(x) = (x — sinx)? fiir x € R eine Funktions : R — R
definiert. Man entwickle die Funktion s in eine Potenzreihe (s,,) um den Mittelpunkt
xo = 0 und berechne ihre Koeffizienten!

Lésung. Mit Hilfe des Additionstheorems cos 2x = 1—2 sin?x werden Umformungen
unternommen, die eine Verwendung der Potenzreihen fiir Sinus und Cosinus um den
Mittelpunkt xo = 0 gestatten: Fiir alle x € R gilt

. . . . 1 1
s(x) = (x —sinx)? = x? — 2x sinx + sin®x = x* — 2xsinx + 5 Ecos2x.
Die Potenzreihen

sinx = i ix”‘"’1 und cosx = Z D" x2k
2 2k + D)

fiir Sinus und Cosinus liefern somit fiir Jedes x € R die Entw1ck1ung

S()C)_x _Z ( 1) 2k+2 Z( 1) 2k 1 2k

P 0(2k+1)' (2k)!
— 2 _ - (_l)k_l X2k (= l)k ' 92k—1,.2k
- ];(Zk—l)' *3 +kz£ (2k)! *
4 11 x4 2\ (—k1
— 2—22 X_ _ 27 22k1 4k
(x X +3)+(2 St 3)+I; 20! ( )x %

der Funktion s : R — R in eine Potenzreihe um den Mittelpunkt xo = 0. O
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Aufgabe 6. Der Cosinus cos : R — R soll im Punkt xo = 0 durch eine gebrochene
rationale Funktion f :]—§, 5] — R approximiert werden, welche durch

ag + a,x?
gegeben wird, wobei § > 0 so klein sein soll, dall der Nenner von f in |-§, §[ keine

fiir x € -6, 6]

Nullstellen hat. Wie miissen die reellen Zahlen aq, as, bg, b € R gewihlt werden,
damit sich die Funktionen f und cos im Punkt xo = 0 von maximaler Ordnung
tangential beriihren?

Losung. Es sollen die beiden Fille b, = 0 sowie b, # 0 untersucht werden:
1. Im Falle b, = 0 erhilt man offenbar by # 0, so daBl man ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen kann, dall by = 1 gilt und f : R — R die Form

f(x) =ag+ax* firxeR
besitzt. Aufgrund der Gestalt
x2 x4 X6 o0 (—l)k -

5 =1-—+——— fir x e R
®) CoS X 2+24 720+k_4(2k)!x ur x

haben somit f und cos im Punkt xo = 0 fiiray = 1, a, = —%, bo = 1, b, = 0 eine
tangentiale Beriihrung dritter Ordnung.

2. Im Falle b, # 0 folgt by # 0, da xo = 0 keine Nullstelle des Nenners von f sein
soll. Man kann somit ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dal3
by = 1 gilt, woraus sich mit der geometrischen Summenformel die Darstellung

2 1 i
f(x)_ao—l—azx :%—k(ao—%)—:a—z—k(ao—a—z) Z(—bzxz)k
b ) =

N bo + b2X2 b2 b2 1+ b2x2 bz
= ag — (aohy — az)x* + (aohy — az)bx* + (ao - a_z) Z(—bzxz)k
b) o
fiir alle x € |6, §[ ergibt, wenn man § = —— wihlt. Aufgrund der Darstellung (5)

V1b2|
haben f und cos im Punkt x, = 0 somit eine tangentiale Berithrung von mindestens

finfter Ordnung, wenn die Bedingungen

1 .
ag = 1, Clobz —dy = 5 SOw1e (a0b2 — az)bz = ﬂ

>, bo = 1, b, = 75 nach sich zieht und demzufolge

erfullt sind, was ap = 1, a = —33,

1 —=2x2 x2  x*  x¢ O 6x%*
L L R S A O fiirx e |=v12. V12
J) =17 12 > g st 1; —12)k Y ] [

liefert. Vergleicht man mit der Darstellung (5), so haben f und cos im Punkt xo = 0
fiir diese Wahl der Parameter eine tangentiale Beriihrung fiinfter Ordnung. OJ



Aufgabe 7. Sei die gebrochene rationale Funktion s : C \ {0, 1} — C durch

1
O =g

Man entwickle s um einen beliebig vorgegebenen Mittelpunkt & € C \ {0, 1} in eine

fur & € C \ {0, 1} definiert.

Potenzreihe (s,) und berechne deren Koeffizienten sowie Konvergenzradius!

Lésung. Um die Summenformel der geometrischen Potenzreihe benutzen zu konnen,
wird die Funktion s : C \ {0, 1} — C einer Teilbruchzerlegung unterworfen:

1. Im Teilbruchansatz
1 a b

==+
§A-§ & 1-¢
werden die unbekannten Koeffizienten a, b € C bestimmt: Es gilt a(1 — &) + 6§ =1
fur alle ¢ € C, woraus sich durch Koeffizientenvergleich vor Termen gleicher Ord-

nung in & sogleich a = 1 sowie b —a = 0, also b = 1 ergibt. Daraus folgt die

Teilbruchzerlegung
1 1 1
—+—— firalleé e C\ {0,1}.

s(§) = =
t1-¢) & 1-¢
Fiir die Entwicklung von s in eine Potenzreihe um einen beliebig vorgegebenen Punkt
& € C\ {0, 1} betrachtet man die Darstellung

1 &o 1 1-% ..
s(§)=—- + . firé € C\ {0,1}.
DT Bt -t 1k A-f-C-E OO
2. Da die geometrische Reihe (Y ;_, x¥) fiir jedes x € C mit |x| < 1 gegen die
Summe % € C konvergiert, erhidlt man fiir x = —% € Cbzw. x = iigg eC
([ E- so)k o ) .
— = fir alle £ € C mit |§ — < ,
,;( =) “tre—m ; £ ol < I6o]
N so)" 1 — & ) .
= fur alle § € Cmit |§ — & < |& — 1
,;(]1—50 =6 + G &) : E ol <l =1

und schlieBlich fiir alle & € C \ {0, 1} die Darstellung von s als Potenzreihe
1 ¢ s—so)" 1 & (s—so)"
s(€) = — - +
© s,;,( 5 ) Tinzlis

R 11 o
N kX:(:, ((]1 — Ep)ktl (_go)kﬂ) (& —%o)

fir jedes § € C mit |§ — & < Ro = min {|%|, |5 — 1|}. O




