Ubungsaufgaben 8
Elementare Funktionen

Aufgabe 1. Seiena > 0,b > 0 und § = +a? + b? > 0 sowie der positive Ast der
Hyperbel mit den Brennpunkten z; = (6,0) € C und z_ = (—4,0) € C sowie den
Halbachsen a und b durch die Funktion f : R — C vorgegeben, welche durch

f(t) = (acosht,bsinht) firsr eR

definiert wird. Sei ferner ¢ € R ein beliebig fixierter Punkt.
1. Man weise nach, daB | f(t) — z—| — | f(r) — z4+| = 2a gilt, somit die Kreislinien

{xeCl||x—z_|=24} und {xeC||x— f(0)|=|z+— f(OI}
genau einen Punkt x; € C und die Kreislinien
{xE(C||x—Z+|=2a} und {xeC||x—f(r)|:|Z_—f(r)|}

genau einen Punkt x_ € C gemeinsam haben!
2. Wird die Linearisierung g : R — C, welche f in t tangential beriihrt, durch

¢(t) = f(z) + Df(t)(t — 1) fiirt eR

gegeben, so zeige man, dal3 es Punkte 7. € Rund 7~ € R mit g(¢y) = %(x+ +z4)
und g(1-) = 5(x_ + z_) gibt und auBerdem |g(¢4)| = [g(t-)| = a gilt!
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Lésung 1.1. Wegen a?> = §? — b? und cosh?t — sinh?z = 1 gilt fiir das Quadrat
| () — z+|* = (acosh t F §)* + (b sinh 7)?
= a*cosh®’t F 2a8 cosh t + §% + b?sinh*t
= §%cosh®t F 2ad cosh t + (6% — b?) = (§cosht F a)?,
woraus sich aufgrund von 0 < a < § die Beziehungen
| f(t) —zy| =06cosht—a und |f(tr)—z_|=0dcosht +a
und somit | f(t) — z_| — | f(t) — z+| = 2a ergeben.
1.2. Fir x4 € Cmit |xy —z_| =2aund | f(t) — x4+| = | f(r) — z4+] gilt demnach
|f(@) =z | = /(D) —z4| +2a = [ f(1) = x4 | + |x4 — 2]

Die Punkte z_, x4, f(7) liegen somit auf einer Strecke. Es gibt daher einen Parameter
Ay €10, 1], so daB die Darstellung x4 = A4 f(7) + (1 — A4)z_ gilt. Daraus folgt

2
2 =|xy —7_| = Ay|f(t) —z_| = AL (Scosht +a) und Ay = — 2
dcosht +a
1.3. Firx_ e Cmit |[x_ —z4| =2aund | f(r) — x_| = | f(r) — z_| gilt genauso

f@) = x| =1f(@) —z-| =[f(0) = z4[ + 2a = | f(1) = z4| + 24 — x|.

Die Punkte x_, z, f(7) liegen daher auf einer Strecke. Es gibt somit einen Parameter
A_ < 0, so daB die Darstellung x_ = A_ f(t) + (1 — A_)z4 gilt. Daraus folgt

2
2a = |x_ — 2| = —A_|f(t) — 24| = —A_(Scosht —a) und A_ = —— 2L
dcosht —a
2.1. Wegen z; + z_ = 0 ergibt sich demnach fiir die Streckenmittelpunkte
X+ +ZzZ4+ X4 —Zy X+ +zZ4 2a
= und somit | —| = — =a.
2 2 2

2.2. Die Linearisierung g : R — C, welche f in 7 tangential beriihrt, wird durch
g(t) = (acosht,bsinht) + (t — t)(asinhz,bcosht) flr¢ € R gegeben.

Um jeweils eine Losung 7+ € R der linearen Gleichung g(t+) = %(.x:t +z4) zu finden,
untersucht man Real- und Imaginarteil

(ts — Dyasinht = fa(acosht £8) seosht = — Sa sinh?t
dcosht +a dcosht +a
+ab sinh t ) 8b sinh t cosh t
(t+ —t)bcosht = v —— —bsinht = — Scoshs = a
Somit erfiillt der durch ‘
v = 6sinht
dcosht +a

gegebene Punkt 7. € R jeweils die Gleichung g(71) = %(Xj: + z4). O



Aufgabe 2. Man beweise, dal die elementaren Grenzwertbeziechungen

1 £ _
Jim nf) —0 und limX—— —In(x) fiirjedesx € R mitx > 0
—00 X —0
sowie
lim 3 =0 und lm(l+ &% =exp(x) fiirjedesx € R
g—00 exp(§) £-0
gelten! ®

Losung. 1. Da die Exponentialreihe fiir alle x, y € R mit x > O und y > 0 stets

k 2
exp(xy) = Z S y) I+xy+ (x;)

liefert, folgt aus limg_, o, In(§) = oo und der Stetigkeit des Logarithmus in der Tat
In§) _ . In(§) : y : y
= lim —————— =1

0 < lim 1 m < lim =
T o0 gx t>oo exp(xIn(§)) ry—oocexp(xy) ~ yooo 1l + xy + %(xy)2

2. Sei x € R mit x > 0 gegeben. Da die durch g(£) = xf = exp(£In(x)) fir £ e R
definierte Funktion g : R — R differenzierbar ist und die Ableitung

Dg(§) = exp(In(x)) In(x) = xfIn(x) firéeR

besitzt, erhalt man

oxfF-1 o g(®)—g(0) B
;l_r)l’(l) . ;1_% —5 0 - Dg(0) = In(x).

In(§)

3. Da wegen limg_, o = 0 fiir jedes beliebig vorgegebene x € R die Beziechung

1 X
lim é(x n() — 1) = —oo gilt, folgt hm ; = lim exp(xIn(§) — &) =0
E§—o00 é—' E—o00 eXp(%') E—o00
aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion.
4. Da die durch die Vorschrift f(§) = In(14§) fir £ € |—1, oo[ definierte Funktion
f :]-1,00[ — R differenzierbar ist und die Ableitung
1
D =—— fi —1
fE) = firgel-loo|
besitzt, ergibt sich
In(1 —
fim 2A+E SO = SO Df(0) = 1
£—0 & te>0  £—0
und somit
lim(1 4 £)*/¢ = lim exp (M
£—0 £—0 E

aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion. O

) =exp(x) furallex e R
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Aufgabe 3. Zeitlich verinderliche Schwingungen mit anschwellender bzw. gedimpfter
Amplitude konnen durch Funktionen u : R — R beschrieben werden, die mit Hilfe
einer vorgegebenen Déimpfung a € R und Frequenz b € R durch

u(t) = e*sinbt fiirt € R definiert werden.

Seien dabei r € [0, oo[, B € R Polarkoordinaten von (a,b) = (rcos B, rsinf) € C.
1. Man beweise (induktiv), daB die Funktion # : R — R die Ableitungen

D*u(t) = r¥e* sin(br + k) firaller € R, k € N U {0} besitzt!
2. Man weise nach, daf3 die Funktion u : R — R die Differentialgleichung
D?u(t) —2aDu(t) + r*u(t) =0 fiir alle r € R erfiillt!
3. Man zeige durch Restabschitzung, daB die Taylor-Reihe (}_;_o 5 (r1)* sinkp)

um den Entwicklungspunkt 7o = 0 in jedem Punkt z € R gegen u(¢) konvergiert! ®

Losung. 1. Der Nachweis erfolgt induktiv {iber die Ableitungsordnung £k € N U {0}:
Induktionsanfang: Offenbar gilt D*u(t) = u(t) = e* sinbt firk =0und ¢t € R.
Induktionsschritt: Unter der Annahme, da3 die Induktionsvoraussetzung fiir ein

k € N U {0} erfiillt ist, soll die entsprechende Aussage fiir k + 1 bewiesen werden:

Aufgrund der Darstellung (a, b) = (r cos B, r sin 8) und der Additionstheoreme gilt

D**(r) = DD u(t) = r*ae® sin(bt + kB) + r¥be? cos(bt + kpB)
= r**t1e? (sin(bt + kp) cos B + sin B cos(bt + kB))
= r**e® sin(bt + (k + 1)B)
fir alle ¢ € R, woraus sich die Induktionsbehauptung ergibt.
2. Firalle € R gilt wegen r? = a? + b? in der Tat die Beziechung
D?u(t) —2aDu(t) + r*u(t) = ((@® — b*) e sinbt + 2abe® cos bt)
—2a(ae sinbt + be® cos bt)
+ (a®> + b*)e* sinbt = 0.
3. Aufgrund der Monotonie der Exponentialfunktion erhidlt man nach Schritt 1

sup |Dn+lu(9)| < sup rn+1ea0 < rn+le\at|
GRS [0]<[z]

fiir jedes # € R und alle n € N und somit die Restabschdtzung

uy = 3B el < P G o)) <
= K n! o<k

+1
|re|” clat]

fiir die Taylor-Reihe von v umtp = O in ¢ € R, woraus Y ;- 2 (rt)*sinkB = u(t)
wegen limy, o0 2 |r7[" T el = 0 folgt. O



tanh

sinh

Aufgabe 4. 1. Man weise nach, daB3 die durch

exp(x) — exp(—x) exp(x) + exp(—x)
und coshx =
2 2
definierten hyperbolischen Funktionen sinh, cosh : R — R differenzierbar sind und

sinhx = firx eR

die Ableitungen

D sinh(x) = coshx bzw. D cosh(x) =sinhx fiir x € R besitzen!

sinh

2. Man zeige, daB3 die hyperbolischen Funktionen tanh = 3 : R — R sowie

cosh
cosh .

coth = 2+ : R\ {0} — R differenzierbar sind und die folgenden Ableitungen haben:
D tanh(x) = 1 — tanh®x fiirx € R, D coth(x) = 1 —coth?x fiirx e R\ {0}.

Losung. Da D exp(x) = exp(x) fiir alle x € R gilt, erhidlt man
exp(x) + exp(—x)

D sinh(x) = 7 = cosh x fir alle x € R,
D cosh(x) = exp(x) —2exp(—x) = sinh x fir alle x € R,
h%x — sinh?
D tanh(x) = COSMY MY tanh®x fiir alle x € R,
cosh?x
inh?x — cosh?
Dcoth(x) = ShE X O _ 1 oth?x fiiralle x € R\ {0}
sinh?x

aufgrund der Ketten- und Quotientenregel. OJ



6

Aufgabe 5. Man zeige, daB3 die inverse Funktion arsinh : R — R von sinh : R — R
sowie die inverse Funktion arcosh : [1, co[— [0, oo von cosh : [0, oo[— [1, oo jeweils
in den inneren Punkten ihres Definitionsbereichs differenzierbar ist und die Ableitung

D arsinh(§) = fir £ e R, D arcosh(§) = fir £ € ]1, oo[ hat!

1 1
V1+§2 VEZ -1
Losung. 1. Fir alle x, y € R folgen aus

exp(£(x+y)) = exp(xx)exp(£y) = (cosh x &£ sinh x)(cosh y =+ sinh y)

= (cosh x cosh y + sinh x sinh y) + (sinh x cosh y + sinh y cosh x)
durch Addition bzw. Subtraktion die Additionstheoreme

cosh(x £ y) = cosh x cosh y & sinh x sinh y,
sinh(x 4 y) = sinh x cosh y + sinh y cosh x
und somit cosh?x — sinh?x = cosh(x — x) = cosh0 = 1.
2. Firalle x, y € R gilt 32, £2* € R und das Additionstheorem

+ X=)

2

Im Falle sinh x — sinh y = 0 folgt wegen cosh *32 > 1 stets sinh 232 = 0 und somit

sinh x — sinh y = 2 cosh al sinh

exp(x — y) = 1, also x = y und damit die Injektivitit von sinh : R — R. Somit
iibertragt sich die Stetigkeit dieser Funktion auf ihre Inverse arsinh : R — R.
Da D sinh(x) = coshx > 1 fiir alle x € R gilt, ergibt sich demnach die Differen-
zierbarkeit von arsinh in R sowie
1 I 1 B 1
Dsinh(x) ~ coshx ~ T+simh’x /1 +£2

fiir alle £ = sinhx € R mit x € R.
3. Firalle x, y € [0, oof gilt 2 € [0, oo, 25 € R sowie das Additionstheorem

D arsinh(§) =

+

coshx—coshy:2sinhx2 x—y.

2

sinh

Im Falle coshx — coshy = 0 folgt daraus sinh % = 0 oder sinh *5* = 0 und
somit x = y, also die Injektivitdt von cosh : [0, co[— [1, co[. Somit iibertragt sich die
Stetigkeit dieser Funktion auf ihre Inverse arcosh : [1, co[— [0, ool.

Da D cosh(x) = sinh x > 0 fiir alle x € ]0, oo[ gilt, erhdlt man die Differenzierbar-
keit von arcosh in |1, co[ sowie

1 1 1 1
Dcosh(x) ~ sinhx  cosh2x—1 /&2—1

fir alle ¢ = cosh x € |1, co[ mit x € ]0, col. OJ

D arcosh(§) =




arsinh

Aufgabe 6. Man zeige, daB3 die Inverse artanh : |-1, I[ - R von tanh : R — |1, 1]
bzw. die Inverse arcoth : R\ [—1, 1] — R\ {0} von coth : R\ {0} — R\ [—1, 1] jeweils
differenzierbar ist und folgende Ableitung besitzt

D artanh(§) = ;2 fiur & e |—1,1[, D arcoth(§) = ;2 firé e R\ [—1,1].

1—¢& 1—¢&
Losung. 1. Es gilt das Additionstheorem
inh inh inh(x —
tanhx —tanhy = iyt o (x =) fur alle x, y € R.

coshy coshy  coshxcoshy

Im Falle tanh x — tanh y = 0 folgt daraus sinh(x — y) = 0 und somit x = y, also
die Injektivitit von tanh : R — ]—1, 1[. Somit iibertrdgt sich die Stetigkeit dieser
Funktion auf ihre Inverse artanh : |—1, 1] — R.

Wegen D tanhx = 1 — tanh?x > 0 fiir alle x € R ergibt sich somit die Differen-
zierbarkeit von artanh in |—1, 1] sowie

I

Dtanh(x) 1—tanh2x 1—§2
fiir alle £ = tanhx € |—1, [ mit x € R.

2. Es gilt das das Additionstheorem

D artanh(§) =

coshx coshy  sinh(x —y)

cothx —cothy = fir alle x, y € R\ {0}.

sinhx sinhy  sinhxsinhy
Im Falle coth x — coth y = 0 folgt daraus sinh(x — y) = 0 und somit x = y, also
die Injektivitiat von coth : R \ {0} — R\ [—1, 1]. Damit iibertrdgt sich die Stetigkeit
dieser Funktion auf ihre Inverse arcoth : R \ [—1,1] — R \ {0}.

Da D coth(x) = 1 — coth?x < 0 fiir alle x € R\ {0} gilt, erhiilt man die Differen-
zierbarkeit von arcoth in R \ [—1, 1] sowie

1 _ 1 1

Dcothx 1—coth2x 1 —§2
fur alle § = cothx e R\ [—1, 1] mit x € R\ {0}. OJ

D arcoth(§) =



—1 0 1
artanh

Aufgabe 7. Man leite die logarithmischen Darstellungen fiir die Areafunktionen her:
1. Es gilt arsinh £ = In (£ + /1 + £2) fiir alle £ € R.
2. Fiiralle £ € [1, oo gilt arcosh £ = In (& + /&2 —1).
3. Es giltartanh § = 1 1In (%) firalle £ e R, |£] < 1.
4. Firalle £ € R, |§] > 1 giltarcoth§ = 1 1In (£5).

Losung. 1. Wird £ € R vorgegeben und x € R mit ¢ = sinh x gewihlt, dann gilt

£+ 1+ &2 =sinhx + v/ 1 + sinh?x = sinh x + cosh x = exp(x)

und somit arsinh§ = x =1In (§ + /1 + §2).
2. Wird £ € [1, oo] vorgegeben und x € [0, co[ mit £ = cosh x gewihlt, so gilt

£+ &2 —1=coshx + vcosh?x — 1 = coshx + sinhx = exp(x)

und damit arcosh§ = x = In (£ + /€2 —1).
3. Wird £ € R, |¢| < 1 vorgegeben und x € R mit § = tanh x gewihlt, dann gilt

1+& I+tanhx coshx +sinhx  exp(x)

= — _ _ 2%).
1-¢ 1—tanhx  coshx —sinhx  exp(—x) exp(2x)

woraus artanh§ = x = 11n (%) folgt.
4. Wird § € R, |§] > 1 vorgegeben und x € R mit § = coth x gewihlt, so gilt
£€+1 cothx+1 coshx+sinhx  exp(x)

= — _ _ 2%).
§—1 cothx—1 coshx —sinhx  exp(—x) exp(2x)

woraus arcoth§ = x = 11n (%) folgt. O
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Aufgabe 8. Seien § > 0 und die Parabel mit dem Brennpunkt z = (0,26) € C und
der Leitgerade G = {(£,0) € C | £ € R} durch die Funktion f : R — C vorgegeben,
welche durch

f(t) = (28 sinht,§cosh?s) firs € R

definiert wird. Sei ferner ¢ € R ein beliebig fixierter Punkt.
1. Man weise nach, daB3 die Leitgerade G und die Kreislinie

xeCllx—f@l=lz- f@l}
genau einen Punkt x € C gemeinsam haben!

2. Werden die Linearisierungen g, : R — C und go : R — C, welche f in 7 bzw. 0
tangential beriihren, durch

g(1) = f(@) + Df(x)(t —7) und go(r) = f(0)+ Df(0)r firreR
gegeben, so zeige man, dal es Punkte r € R und 7y € R mit g.(¢) = %(x + z) und
go(to) = %(x + z) gibt!

(@)
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Lésung. 1. Wegen cosh?t — sinh?7 = 1 gilt
| f(r) — z|*> = (28 sinh 1) + (§ cosh®t — 2§)?
= 4§%sinh?t + §*cosh*t — 48cosh®t 4 48 = (§ cosh?1)?
und somit genau dann fiir einen Punkt x = (§,0) € G die Beziehung
| f(r) — x|*> = (2§ sinh T — £)® + (§ cosh?7)? = (§cosh?1)? = | f(r) — z|?,
wenn £ = 26 sinh 7 ist. Daraus ergibt sich
x = (28sinh7.0) € C  sowie % — (§sinhz.8) € C.
2.1. Die Linearisierung g, : R — C, welche f in t tangential beriihrt, wird durch
g:(t) = (28 sinh 7, § cosh®t) + (¢ — 7)(28 cosh 7,28 sinh t cosh ) fiirz € R
gegeben. Fiir jede Losung ¢ € R der linearen Gleichung g.(¢) = %(x + z) gilt
2(t — ) cosht - (§,8sinht) = (§ sinh z, §) — (28 sinh , § cosh?7)
= —(8sinh r, § sinh?7) = —sinh r - (8, § sinh 7).
Somit gilt g;(r) = 3(x + z) fiir den durch

sinh t

I—17=—
2cosht

gegebenen Punkt ¢ € R.
2.2. Die Linearisierung go : R — C, die f in 0 tangential bertihrt, wird durch

go(t) = (0,6) +1(25,0) firr eR.
gegeben. Fiir jede Losung 79 € R der linearen Gleichung go(#9) = %(x + z) gilt
2t0(8,0) = (6 sinh 7,8) — (0,8) = sinh 7 - (6,0)

Somit ist der Punkt .
sinh t
to = €
2

die Losung der Gleichung go(fo) = 1 (x + z). O
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Aufgabe 9. Man zeige durch Differentiation, daB die Reihe (Y_}_o sz x2**") fiir
1+x

jedes x € ]—1, 1] gegen den Grenzwert % In (ﬂ) € R konvergiert!

Losung. 1. Die gegebene Potenzreihe (s,) um xo = 0 mit den durch azr4+; = ﬁ
und a,; = 0 fiir k € N U {0} definierten Koeffizienten (ax) hat wegen der Beziehung
Jim, ¥lael = Jim =
den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert somit in |—1, 1[ gegen eine differenzier-

bare Grenzfunktion s : |1, 1[ — R.

2. Die summandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um xo = 0 mit den Ko-
effizienten ((k + 1)ag+1) hat ebenfalls den Konvergenzradius R = 1 und konvergiert
in |—1, 1] gegen die Ableitung Ds : |—1, 1| — R der Grenzfunktion s : |—1, 1] — R.
Es gilt somit

1

= fiir alle x € R mit |x| < 1
—x

oo
Ds(x) = szk =
k=0

aufgrund der Summenformel der geometrischen Reihe.

3. Die durch

1 1 In(1 —In(1—

o) = i (AR om0+ 0 "I =0 R <1
2 1 —x 2

definierte Funktion f :]—1, 1[ — R hat ebenfalls die Ableitung
1 1 1 1
D = - = fir all R 1.
£(x) 2(1+x+1—x) 2 irallex e R, |x| <

Aufgrund von Schritt 2 hat die Funktion 7 = s— f fiir jedes z € |—1, 1] die Ableitung
Dh(z) = 0. Der Mittelwertsatz liefert somit die Abschdtzung
|h(x) — h(0)| < |x| sup |Dh(6x)| =0 flrallex €]-1,1],
0el0,1]
also h(x) = h(0) fiir alle x € |—1,1[. Da f(0) = 0 sowie s(0) = s,(0) = 0 flir jedes
n € N U {0} gilt, ergibt sich schlieBlich s(x) = f(x) fur alle x € |—1, 1]. OJ
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Aufgabe 10. Man bestimme die Menge aller Losungen x € C, welche die Gleichung
Exp(2x) — (2, 3) - Exp(x) = (0, —6) erfiillen!

Losung. 1.1. Zunichst werden die komplexen Losungen der quadratischen Gleichung
u? — (2,3) - u = (0,—6) berechnet. Durch quadratische Erginzung der linken Seite
ergibt sich fiir die neue Unbekannte z = u — %(2, 3) € C die Gleichung

22 = (u—1(2,3)" = (0,-6) + 1(2,3)2 = (0,—6) + (-3,3) = (-3,-3).
1.2. Stellt man die rechte Seite w = (r cosa, r sina) = (—2, —3) in Polarkoordina-
tenr = |w| = L2 und « € [r, 27r] dar, dann sind
zo = /r (cos%,sin%) € C und z; = /7 (cos(rr + £),sin(r + %)) = —zo € C
die beiden Losungen der Gleichung z? = w. Der Punkt (cos 5. sin %) kann wegen

der Lage des Winkels & € [Z, ] eindeutig aus (cosa, sina) = (—=3, —12) mit Hilfe
der Beziehungen cosa = 2cos* $ — 1 und sina = 2sin % cos & bestimmt werden:

Aus 2cos? ¢ — 1 = cosa = — folgt sofort cos® £ = % und somit cos & = _J%
wegen & € [Z,]. Somit ergibt sich aus 2sin £ cos % = sina = —33 schlieBlich auch
noch sin 5 = 3 das heiBt, die Gleichung z> = w hat die beiden Ldsungen

G

Zo = J% (—2,3) = 3(-2,3) e Cund z; = —zp = 3(2,-3) € C.

1.3. Somit besitzt die quadratische Gleichung u?— (2, 3)-u = (0, —6) die Losungen
uo = 1(2,3) + 20 = 1(2,3) + 1(-2,3) = (0,3) e C,
ur = 5(2,3) + 21 = 5(2,3) + 3(2,-3) = (2,0) e C.

2. Alle Losungen xi, yx € C der Gleichungen Exp(x) = uo bzw. Exp(y) = u; und
somit der Gleichung Exp(2x) — (2, 3) - Exp(x) = (0, —6) ergeben sich jeweils aus der
Darstellung

ug = (ro cos P, ro sin Bo) = (0, 3),
uy; = (rycos B, rysinfy) = (2,0),
in Polarkoordinaten o = 3, Bo = 7 bzw. r; = 2, f; = 0 in der Gestalt
xx = (Inrg, Bo + 2km) = (1n3, Z+ 2k71) e C,
vi = (Inry, By + 2kw) = (In2,2kw) € C
fiir alle k € Z. 0
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Aufgabe 11. Seien ¢, s : C — C analytische Funktionen mit ¢(0) = 1, Dc(0) = 0
und 5(0) = 0, Ds(0) = z € C. Man zeige die Aquivalenz folgender Aussagen:
1. Fiir alle x, y € C gelten die Additionstheoreme

c(x +y) =c(x)e(y) —sx)s(y).

s(x +y) =s(x)c(y) +s(y)e(x).
2. Fiir alle x € C gelten die Gleichungen Dc(x) = —zs(x) und Ds(x) = zc(x).
3. Es gilt ¢(x) = Cos(zx) und s(x) = Sin(zx) fiir alle x € C.

Losung. 1. Unter der Annahme, dal3 die beiden Additionstheoreme gelten, differen-
ziert man beide Seiten dieser Identitdten nach y und erhélt fiir alle x, y € C

De(x 4 y) = c(x) De(y) —s(x) Ds(y),
Ds(x +y) = s(x)Dc(y) + c(x)Ds(y).

Setzt man y = 0, so folgen aus Dc(0) = 0 und Ds(0) = z die Differentialgleichun-
gen Dc(x) = —zs(x) und Ds(x) = zc(x) fiir alle x € C.

2. Seien die Differentialgleichungen Dc(x) = —zs(x) und Ds(x) = zc(x) fiir alle
x € C erfiillt. Definiert man die analytischen Funktionen f, g : C — C durch

f(x) = Exp(—ixz)(c(x) +is(x)) firallex € C,
gx) = Exp(ﬁxz)(c(x) — iis(x)) fir alle x € C,
dann erhalt man durch Differentiation fiir alle x € C die Beziehungen
Df(x) = —iz Exp(—ixz)(c(x) + is(x)) + Exp(—ixz)(Dc(x) + i Ds(x)) = 0,
Dg(x) = iz Exp(ixz)(c(x) —is(x)) + Exp(ixz)(Dc(x) — iDs(x)) = 0.
Wegen ¢(0) = 1 und s(0) = 0 liefert der Mittelwertsatz
f(x) = f(0) =c(0) +1is(0) =1,
gx) =g(0) =c(0) —is(0) =1
fiir alle x € C und somit
c(x) +1is(x) = f(x)Exp(ixz) = Exp(ixz),
c(x) —1is(x) = g(x) Exp(—ixz) = Exp(—ixz).
Durch Addition und Subtraktion erhdlt man mit Hilfe der Euler-Formeln
¢(x) = 1(Exp(ixz) + Exp(—ixz)) = Cos(zx) firallex € C,
s(x) = 5 (Exp(ixz) — Exp(—ixz)) = Sin(zx) furalle x € C.

3. Es gelten die Additionstheoreme fiir den komplexen Cosinus und Sinus. OJ
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Aufgabe 12. Seie : C — C eine analytische Funktion mite(0) = 1, De(0) =z € C.
Man zeige, daB3 die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Fiir alle x, y € C gilt das Additionstheorem e(x + y) = e(x)e(y).

2. Fiir alle x € C gilt die Gleichung De(x) = ze(x).

3. Es gilt e(x) = Exp(zx) furalle x € C.

Lésung. 1. Unter der Annahme, da3 das Additionstheorem gilt, differenziert man auf
beiden Seiten nach y und erhilt

De(x +y) =e(x)De(y) furallex,y e C.

Setzt man y = 0, so folgt aus De(0) = z die Differentialgleichung De(x) = ze(x)
fiir alle x € C.

2. Sei die Differentialgleichung De(x) = ze(x) fiir alle x € C erfiillt. Definiert
man die analytische Funktion f : C — C durch

f(x) = Exp(—xz)e(x) firallex e C,
dann erhélt man durch Differentiation fiir alle x € C die Beziehung
Df(x) = —z Exp(—xz) e(x) + Exp(—xz)De(x) = 0.

Wegen e(0) = 1 liefert der Mittelwertsatz f(x) = f(0) = e(0) = 1 fiir alle x € C
und somit e(x) = f(x) Exp(xz) = Exp(xz).
3. Das Additionstheorem gilt fiir die komplexe Exponentialfunktion. O



