Ubungsaufgaben 9
Kurvendiskussion

Aufgabe 1. Seien die Funktionen f :]0,1] - R und g : R — R gegeben durch

FE) =EE)+(1—£)In(1—§) fiirg €]0,1[, g(x) = In(1+exp(x)) fiir x € R.

1. Man weise nach, daf3 limg o f(§) = 0 und limg4, f(§) = 0 gilt!
2. Man zeige, dal3 die beiden Ableitungen Df :]0,1] - Rund Dg : R — ]0, 1]
streng monoton wachsende und zueinander inverse Funktionen sind! ®

Losung. 1. Die Regel von Bernoulli-de I’'Hospital liefert zunachst
1

1 =
liméIn(®) = lim = = _fim £ = _fim# = 0
£l0 £lo E &lo 2 £l0
und genauso
In(1 — =
lim(1 — £)In(1 — £) = lim 278 _ _jin TE i — ) =0,
£11 &1 & e 1

Mit limg (1 — &) In(1 — &) = 0 und limgy; EIn(§) = 0 folgen daraus die beiden
Grenzwertbeziehungen limg o f(§) = 0 und limg4; f(§) = 0.
2. Offenbar besitzen die Funktionen f und g Ableitungen der Gestalt

B . _exp(x) .
Df(§) =In() —In(1 = §) fur§€]0.1.  Dgx)=——"——~ T exp () fir v € R,
2 _ l ; . 2 _ exp(x) ..
Df(s)_é—i—l—g fur & €]0, 1], Dg(x)_—(l—i—exp(x))z fiir x € R.
3. Wegen der Grenzwertbeziehungen
. . . . 1
lglil(} Df(§) = lélilgln(é) = —0o0, xll)ffloo Dg(x) = xll)@oo l—I—CX—p(—x) =0,

lim Df(§) = —limin(1 —§) = oo, lim Dg(x) = lim 1—— =

L,
sind Df :10,1[ - R und Dg : R — ]0, 1] surjektiv. Da D2f(§) > 0 fiir alle £ € ]0, 1]
sowie D?g(x) > O fiir alle x € R gilt, sind die Ableitungen Df : ]0,1[ — R und
Dg : R — ]0, 1] streng monoton wachsende Funktionen und damit auch injektiv.
4. Aufgrund von

exp(In(§) —In(1 - §)) § 1-¢
Dg(Df(§)) = = :
I +exp(In(§) —In(1-§)) 1-§ (1-§)+¢§

exp(x) 1

Df(D =1 -
f(Dg(x)) = In 1 + exp(x) i 1 + exp(x)
sind Df :]0,1[ - Rund Dg : R — |0, 1] zueinander inverse Funktionen. OJ

— & fiirf €]o,1[,

= In(exp(x)) = x firx € R,



Aufgabe 2. Sei f : R — R durch f(x) = (x?> — 1) fiir x € R definiert.
1. Man bestimme alle Nullstellen und den Wertebereich von f'!
2. Man finde alle lokalen Extrempunkte und Wendepunkte von f!
3. Auf welchen Intervallen ist f jeweils streng monoton, konvex bzw. konkav?

Lésung 1. Da f(x) = (x — 1)3(x + 1)3 fiir alle x € R gilt, hat die Funktion f die
beiden Nullstellen x; = 1 und x, = —1. Da die durch g(x) = x> — 1 fiir x € R sowie
h(y) = y3 fir y € [—1, oo[ definierten Funktionen g : R — Rund % : [-1,00[ = R
jeweils den Wertebereich [—1, co[ haben, mul3 auch die Verkettung f = h o g den
Wertebereich [—1, oo besitzen.

2. Als ganze rationale Funktion ist f analytisch und besitzt die Ableitung

Df(x) = 6x(x*> —1)> = 6x(x — 1)*(x + 1)? fiiralle x € R.

Die Ableitung Df : R — R hat die drei Nullstellen xo = 0, x; = 1 und x, = —1.
AuBerdem gilt Df(x) > 0 fiir alle x € ]0, 1] sowie x € |1, o0[, das heil}t, die
Funktion f ist streng monoton wachsend in [0, co[. Analog dazu gilt Df(x) < O fiir
alle x € |—o0,—1[ sowie x € |—1,0][, das heil}t, die Funktion f ist streng monoton
fallend in ]—o0,0]. Damit hat f in xo = 0 ein strenges lokales Minimum und in
x; = 1 sowie x, = —1 keine lokalen Extremwerte.
3. Die zweite Ableitung von f hat die Gestalt

D*f(x) = 6(x* = 1) +24x*(x* = 1) = 6(x*> = 1)(5x*> — 1) fiirallex eR

und somit die vier Nullstellen x; = 1, x, = —1, x3 = 1+/5und x4 = —é«/g

Es gilt D2f(x) > 0 fiir alle x € ]—co, —1[, x € [-1+/5, 1/5[ sowie x €]1, 00], das
heiBt, die Funktion f ist streng konvex auf den Intervallen ]—co, —1], [-3+/5, 14/5]
und [1, oo[. Ferner gilt D?f(x) < 0 fiir alle x € |—1,—1+/5[ und x € ]3V/5.1],
das heiBt, die Funktion f ist streng konkav auf den Intervallen [—1, —1+/5] und
[£V/5.1]. Damit hat f inx; = 1, x, = —1, x3 = /5 und x4 = —1V/5 jeweils
Wendepunkte. OJ



Aufgabe 3. Fiir welche Parameter ¢ € [0, 27r] hat der Punkt
g(t) = (acost,bsint) € C

auf der Ellipse mit den Halbachsen ¢ = 4 und » = 8 vom eingeschlossenen Punkt
z = (0,3) € C den groBten bzw. kleinsten Abstand? ®

Lésung. 1. Der Abstand |g(¢) — z| eines Punktes g(¢) = (4cost,8sint) € C vom
Punkt z = (0, 3) € C nimmt wegen des strengen monotonen Wachstums der durch
h(x) = x? fiir x € [0, oo[ definierten quadratischen Funktion & : [0, 0o — [0, oo[
genau dann (lokale) Extremwerte fiir einen Parameter ¢ € [0, 2] an, wenn die durch

f(t) =|g(t) — z|* = (4cost)® + (8sint — 3)* fiirt € [0, 27]

definierte Funktion f : [0,27] — Rint € [0, 2x] (lokale) Extremwerte annimmt.
2. Die Funktion f : [0,27] — R besitzt die Ableitungen

Df(t) = 16(8sint —3)cost —32sint cost = 48(2sint — 1) cost
D2f(t) = 96(cos*t — sin’t) + 48sint = 48(2 + sint — 4sin’t)

fir ¢ € [0,2x]. Man erhélt genau dann Df(¢) = O fiir ¢t € [0,2x], wenn eine der

Bedingungen cost = 0 oder sins = 1 und somit 7 € {Z, £, 3Z 32} gilt.
Aufgrund von D2f(Z) = D2f(3£) = 72 nimmt f int € {Z, 3Z} jeweils das
strenge lokale Minimum f (%) = f(2%) = 13 an, welches wegen f(0) = f(27) = 25

das globale Minimum der Funktion f ist.
Wegen D?f (%) = —48 und D?f (3F) = —144 besitzt [ int € {Z, 3} jeweils das

strenge lokale Maximum f(Z) = 25 bzw. f(3£) = 121. Da f(0) = f(2n) = 25
gilt, hat die Funktion f somitin¢ = 37” ihr globales Maximum. O

Alternative Losung. 2. Die Beziehung cos?t + sin?t = 1 liefert die Darstellung
f(t) =16 —16sin’t + 64sin’*s — 48sins + 9 = 48(sins — 3)> + 13 fiir ¢ € [0, 27].

Da der Sinus den Wertebereich [—1, 1] besitzt, nimmt die Funktion f : [0,27] — R
somit ihr globales Maximum in den Punkten ¢ € [0, 27] mit sin¢ = —1, das hei}t in
t = 37” an, wohingegen die Funktion f : [0,27] — R in den Punkten ¢ € [0, 27r] mit

sint = 1, alsoinr € {Z, 2} ihr globales Minimum erreicht. O
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Aufgabe 4. Geddimpfte Schwingungen werden durch Funktionen u : R — R be-
schrieben, die mit Hilfe einer gegebenen Dédmpfung a > 0 und Frequenz b > 0 durch

u(t) =e *sinbt fiirt € R definiert werden.

1. Man finde alle lokalen Extrempunkte und Wendepunkte von u!
2. Auf welchen Intervallen ist f jeweils streng monoton, konvex bzw. konkav?

Lésung. 1. Seien r € ]0,o¢0[, B € R Polarkoordinaten von (—a, b) = (r cos B, r sin ).
Dann besitzt u : R — R fiir jedes ¢ € R nach den Additionstheoremen die Ableitung

Du(t) = —ae™* sinbt + be % cosbt = re”* sin(bt + p).

Die Ableitung Du : R — R hat die durch bty + B = kn fiir k € Z gegebenen
Nullstellen # = 3 (k7 — B). Ferner gilt sin(br + ) > 0 und somit Du(r) > 0 fiir alle
t € |tak, tag+1[ und k € Z, das heiB3t, u ist streng monoton wachsend auf [tx, t2x+1]
fiir jedes k € Z. Genauso ergibt sich sin(bt + ) < 0 und damit Du(¢) < O fiir alle
t € |tag—1,t2x| und k € Z. Also ist u streng monoton fallend auf [to5—1, o] flir jedes
k € Z. Damit hat die Funktion u in t5; = %(2]{71 — B) fiir jedes k € Z ein strenges
lokales Minimum und in tr54+; = %((Zk + 1)7 — pB) fiir jedes k € Z ein strenges
lokales Maximum.
3. Die zweite Ableitung von u hat fiir jedes ¢ € R die Gestalt

D?u(t) = —are ™ sin(bt + B) + bre % cos(bt + B) = r*e * sin(bt + 28)

und somit die durch bty +28 = kn fir k € Z gegebenen Nullstellen 7 = %(kn—Z,B).
Es gilt sin(bt + 28) > 0 und somit D?u(z) > O fiir alle ¢ € |tox, Toxs1[ und k € Z,
das heiBt, u ist streng konvex auf [tox, Tor+1] flr jedes k € Z. Aullerdem ergibt sich
sin(bt + 2B) < 0 und damit D?u(z) < O fiir alle ¢ € ]tox_1. k[ und k € Z. Also
ist u streng konkav auf [tox_1, 12x] flir jedes k € Z. Damit hat die Funktion u in
T = %(kn — 2p) fiir jedes k € Z einen Wendepunkt. OJ
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Aufgabe 5. Seien die Parameter Erwartungswert u € R und Standardabweichung
o € R, 0 > 0 der Gaufp-Normalverteilung ® : R — ]0, oo[ vorgegeben, welche durch

d(x) =

1 _ 2
exp (—M) fiir alle x € R definiert wird.
o~/2m 202

1. Man finde alle lokalen Extrempunkte und Wendepunkte von f!
2. Auf welchen Intervallen ist f jeweils streng monoton, konvex bzw. konkav?

Losung. 1. Die Ableitung der analytischen Funktion ® hat die Gestalt
1 x—pu (x — p)?

E o? X (_ 202

Da D®(x) > O fiir alle x € ]—oo, u[ sowie D®(x) < O fiir alle x € Ju, oo[ gilt,

wachst die Funktion ® streng monoton auf |—oo, u], besitzt in u ein strenges lokales

D®(x) = — ) fir alle x € R.

Maximum und fallt streng monoton auf [, oo].
2. Die zweite Ableitung von ® hat die Form
I (x—p?-o° (x —p)?
exp| ———
o271 o4 202
Da D2®(x) > 0 fiir alle x € |—oo,u — o[ und x € Ju + o, 0o sowie D?®(x) < 0
fur alle x € |u — o, u + o gilt, ist die Funktion & streng konvex auf |—oo, u — o]

D?*d(x) = ) fiir alle x € R.

und [ + o, oo[, streng konkav auf [u — o, u + o] und besitzt in u + o jeweils einen
Wendepunkt. O
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Aufgabe 6. Sei f : R — R durch f(x) = (x? + 4x + 5) exp(—x) fiir x € R gegeben.
1. Man zeige, dal3 f streng monoton fallend ist und bestimme den Wertebereich!
2. Auf welchen Intervallen ist f streng konvex bzw. streng konkav?
3. Man finde alle lokalen Extrempunkte und Wendepunkte von f'!

Losung. 1. Da f(x) = ((x +2)®> + 1) exp(—x) > 0 fiir alle x € R gilt, besitzt die
Funktion f keine Nullstellen. Die Ableitungen haben fiir x € R die Gestalt

Df(x) = (2x + 4)exp(—x) — (x* + 4x + 5) exp(—x) = —(x + 1)? exp(—x),
D?f(x) = —(2x + 2) exp(—x) + (x* 4+ 2x + 1) exp(—x) = (x + I)(x — 1) exp(—x).

Somit gilt Df(x) < O fiir alle x € R \ {—1}, das heil3t, die Funktion f ist streng
monoton fallend und hat somit keine lokalen Extremwerte.
Um einzusehen, dal3 neben lim,_,_o f(x) = oo auch lim,_. o f(x) = 0 gilt, soll
die Regel von Bernoulli-de I’'Hospital angewendet werden: In der Tat ergibt sich
im £ = fim ST S o 2R 2
X—>00 X—>00 exp(x) x—00 exp(x) x—00 exXp(X)
Somit hat die Funktion f den Wertebereich |0, ool.
2. Da fiir alle x € ]—oo,—1[ und x € ]1, 00| stets D?f(x) > 0 gilt, ist die Funk-
tion f auf den Intervallen ]—oo, —1] und [1, oo[ streng konvex. Da D2f(x) < 0 fiir
jedes |—1, 1] gilt, ist die Funktion f auf dem Intervall [—1, 1] streng konkav und be-

sitzt in x; = —1 und x, = 1 Wendepunkte. O
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Aufgabe 7. Eine Teilchen der Masse m > 0 bewegt sich im Zeitintervall [0, 2] ldngs
einer geschlossenen Bahnkurve f : [0,27] — C, welche durch

f(t) = (4cost —cos4t,4sint —sin4dt) fiirt € [0, 2] gegeben ist.
Zu welchen Zeitpunkten ¢ € [0, 2] ist die kinetische Energie E(1) = 7|Df ()| des
Teilchens minimal bzw. maximal?
Losung. Zum Zeitpunkt ¢ € [0, 2] hat das Teilchen die Geschwindigkeit
Df(t) = (—4sint 4 4sin4t,4cost — 4cos4t),
woraus sich fiir die kinetische Energie E(¢) = Z|Df (¢)|? die Beziechung
E(t) = 8m(sin®t — 2sin7 sin 47 + sin*41 + cos’t — 2 cost cos 41 + cos’4¢)
= 8m(2 — 2(sin? sin4¢ + cost cos 4t)) = 16m(1 — cos 3t)

aufgrund der Additionstheoreme ergibt. Da die Funktion cos : R — R ihre Minima
bzw. Maxima in den Punkten 1 = 7 + 27k bzw. t = 27k fir k € Z hat, nimmt

die kinetische Energie E(r) des Teilchens zu den Zeitpunkten ¢ € {0, 2, %X 27} ihr
globales Minimum E(0) = 0 und zu den Zeitpunkten ¢ € {Z,7, 2} ihr globales

Maximum E () = 32m > 0 an. OJ



Aufgabe 8. Sei f : R — R durch f(x) = ||x| — l} fir x € R gegeben. Man bestimme
die Nullstellen, den Wertebereich und die lokalen Extrempunkte der Funktion f!

Losung. 1. Es gilt genau dann f(x) = 0 fiir x € R, wenn |x| = 1 und demzufolge
x € {—1, 1} gilt. Somit sind x; = 1 sowie x, = —1 die Nullstellen der Funktion f.

2. Da die durch g(x) = |x| — 1 fiir x € R definierte Funktion g : R — R den
Wertebereich [—1, oo[ besitzt, hat die Funktion f = |g| : R — R den Wertebereich
[0, oo[. Da die innere Funktion g die Darstellung

—x —1 fiirx €]—o00,0],

gx) = |x|— 1= ,_
x—1 fir x € [0, oo

besitzt, ergibt sich fir die Verkettung f = |g| die Darstellung
—x—1 firx e]—o0,—1],
x +1 fir x € [-1,0],

f) =gl = |lx| -1 = —x+1 firxelo,1]

x—1 fir x € [1, ool.
3. Somit ist f in jedem Punkt x € R\ {—1,0, 1} differenzierbar, und man erhélt

—1 fiirx € ]—o00,—1[U]0, 1],

D =
fx) 1 firx e]-1,0[U]l, 0.

Daraus folgt, dal3 f in xo = 0 das strenge lokale Maximum f(0) = lundinx; =1
sowie x, = —1 jeweils das strenge lokale Minimum f(1) = f(—1) = 0 besitzt, das
somit auch das globale Minimum der Funktion f ist. O



