Vorlesung 10
Mehrmals differenzierbare Funktionen

Es werden hohere Differenzierbarkeitsbegriffe fiir Funktionen f : X — L einge-
fiihrt, welche auf einer Teilmenge X C K des Korpers K € {R, C} definiert sind, der
im Korper L € {R, C} enthalten ist.

Mehrmals differenzierbare Funktionen. Sein € N mit n > 2 vorgegeben.

1. Man nennt eine Funktion f : X — L n-mal differenzierbar in xo € X, wenn f
(n — 1)-mal differenzierbar und die (n — 1)-te Ableitung D"~!f : X — L von f in x
differenzierbar ist. Die Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung D"~1f : X — L von f
in xo wird n-te Ableitung D" f(x¢) € L von f in xo genannt.

2. Die Funktion f : X — L heil3t n-mal differenzierbar, wenn f eine (n — 1)-mal
differenzierbare Funktion und deren (n — 1)-te Ableitung D""'f : X — L diffe-
renzierbar ist. Diejenige Funktion D"f : X — L, welche jedem xo € X die n-te
Ableitung D" f(x¢) € L von f in x¢ zuordnet, heil3t n-te Ableitung von f.

3. Eine Funktion f : X — L wird unendlichmal differenzierbar genannt, wenn sie
fiir jedes n € N n-mal differenzierbar ist.

Beriihrung hoherer Ordnung. Sind die Funktionen f, /4 : X — L fiireinn € N in
Xo € X n-mal differenzierbar und gilt D¥f(xo) = D*h(x,) firalle k € {0,1,...,n},
dann haben f und 4 in xo € X eine tangentiale Beriihrung mindestens n-ter Ordnung.

Operationen mit mehrmals differenzierbaren Funktionen. Sind die Funktionen
f,h:X — Lfireinn € N in xo € X n-mal differenzierbar, dann sind die Summe
f + h und das Produkt f# in x ebenfalls n-mal differenzierbar, und es gelten

D™(f + h)(xo) = D"f(xo) + D"h(xo) € L,

D)) = 3 () P5f o) D" o) € L

k
k=0

Taylor-Formel fiir ganze rationale Funktionen. Seien m € N, x, € K sowie
o, ... am € K. Firjedesn € {0,1,...,m} hat die durch f(x) = Y7, ar(x — x0)*
fiir x € K definierte ganze rationale Funktion f : K — K in x € K die n-te Ableitung

m

D"f(x) = Z (:) nlag(x — xo)* " €K,

k=n
woraus sich fiir x = xo offenbar D"f(xy) = nl!a, € K ergibt. Daraus folgt die
Darstellung der ganzen rationalen Funktion f durch die Taylor-Formel

OEDY % (x — x0)* fiir alle x € K.
k=0 )
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Taylor-Entwicklung mit Restabschiatzung. Seien x, xo € K mit x # x¢ und eine

die Strecke S = {(1—6)x+0xo € K | 6 € [0, 1]} umfassende Menge X C K gegeben.
1.Sindn e NU{0}und f : X — L (n + 1)-mal differenzierbar, dann ist die durch

n

k
g(z) = ZDI{'(Z) (x—2)fel firzeX
k=0 )

definierte Funktion g : X — L differenzierbar. Produkt- und Kettenregel liefern

n

De(z) = Z D*+1£(z) (x—2)f — Z Dk]{!(z) i

k=0 k! k=1 (x - Z)k_l
< DFf(2) i1 = DEf(2) v D"Tf(2) \
:];(k—l)!(x_z) _;(k—l)!(x_z) == 079

fiir jedes z € X. Da |g(x) — g(xo)| < |x — xo| sup,eg |Dg(z)| aufgrund des Mittel-
wertsatzes gilt, erhdlt man wegen g(x) = f(x) die Restabschitzung

n

k
Fx) — Z D* f(xo0)

1
I (x —xo)¥| < = x — xo|" ! sup [D"F!f(2)]
o ! n: zeS

fur die Taylor-Entwicklung von f im Punkt x € X um den Entwicklungspunkt xo € X.
2. Ist die Funktion f : X — L unendlichmal differenzierbar und gilt

) 1
lim — |x — xo/" ' sup |[D" ' f(2)| = 0,

n—oo p! zeS
so konvergiert die Taylor-Reihe (3_j_q 7 D*f (x0)(x — x0)¥) von f im Punkt x € X
um den Entwicklungspunkt xo € X gegen den Grenzwert f(x) € L.

Taylor-Reihen fiir Sinus und Cosinus. 1. Fiir alle £, x € R gelten die Beziehungen
siné —sinx = 2cos St x sins_x

2
Wegen der Stetigkeit dieser Funktionen und der Beziehung limg_,¢

. x . £—x
und cos&—cosx=—2sm§+ smS

2

sinf __ 1 fol

5 = olgt

daraus deren Differenzierbarkeit, denn man erhélt fiir jedes x € R die Ableitungen
. . sin& —sin . cos& —cos

D sin(x) = lim sing —sinx _ cosx und D cos(x) = lim cos§ —cosx

E—x f;‘ —X E—x é —X

und damit sogar die k-malige Differenzierbarkeit fiir alle k € N U {0} vermoge

= —sinx

DF¥sin(x) = sin (x + %”) sowie DFcos(x) = cos (x + %”)
2. Wegen der Beschrinkheit | D*sin(x)| < 1 sowie |D¥cos(x)| < 1 fiir alle x € R
und jedes k € N U {0} konvergiert die Taylor-Reihe (3 ;_, m(—l)kx”‘“) bzw.

(X% =0 @y (—1)*x?*) von Sinus bzw. Cosinus im Punkt x € R um den Entwicklungs-
punkt xo = 0 jeweils gegen den Grenzwert sin x € R bzw. cosx € R.



