Vorlesung 13
Elementare komplexe Funktionen

Komplexe Exponentialfunktion. 1. Definiert man fiir jedes x € C und n € NU{0}
die Funktion E, : C — C durch die Teilsumme E,(x) = > ;_, #;x*, so bezeichnet
man die Potenzreihe (E,) als komplexe Exponentialreihe. Aufgrund der Beziehung
limg - o0 (kf_—'l), = limg— oo k;-l-l = 0 konvergiert die komplexe Exponentialreihe (E})
in C gegen eine analytische Grenzfunktion Exp : C — C, die durch

>k
Exp(x) = Z% firx e C
k=0

definiert und komplexe Exponentialfunktion genannt wird.
2. Da die summandenweise differenzierte Potenzreihe (DE,) wiederum mit der Po-
tenzreihe (E,) iibereinstimmt, gilt D* Exp = Exp fiir alle k € N U {0}.

Additionstheorem der Exponentialfunktion. Fiir alle x, y € C und k € N U {0}
liefert die binomische Formel die Cauchy-Produkte
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Durch Multiplikation von Exponentialreihen erhédlt man das Additionstheorem

Exp(x + y) = Exp(x) Exp(y) firalle x, y € C.

Nullstellenfreiheit der Exponentialfunktion. Die komplexe Exponentialfunktion
hat keine Nullstellen, denn es gilt Exp(x) Exp(—x) = Exp(0) = 1 fiir alle x € C.

Periodizitat der Exponentialfunktion. 1. Fiir alle «, 8 € R folgt aus

> @.0) = (Zgakﬁ) = (exp(@),0),

— 1 (=DF* (=DF :
—(0.8)¢ = 2%k 2%k+1 ) _ , ’
;} 77 ©0.8) (Z a0’ Z @i’ (cos B, sin )
durch Multiplikation die Darstellung der Exponentialfunktion
Exp(x) = exp(a)(cos B,sin B) fiir alle x = («, B) € C.

2. Fir alle x = («, B) € C gilt | Exp(x)| = exp(«) > 0.

3. Fir x = (o, B) € C gilt genau dann | Exp(x)| = 1, wenn @ = 0 ist.

4. Esgilt {x € C | Exp(x) = 1} = {27ki | k € Z}.

5. Es gilt {x € C | Exp(x + y) = Exp(y) fiir jedes y € C} = {2xki | k € Z}.
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Wertebereich der Exponentialfunktion. Wird w € C\ {0} durch Polarkoordinaten
r e R, r > 0sowie B € R in der Form w = (r cos B, r sin B) dargestellt, dann besteht
die Menge aller Losungen x € C der Gleichung Exp(x) = w aus den Zahlen

xx = (In(r), B +2nk) e C firk € Z.
Somit hat die komplexe Exponentialfunktion den Wertebereich C \ {0}.

Logarithmische Potenzreihe. 1. Die logarithmische Potenzreihe (s,) um wy = 0
mit den Koeffizienten ay = 0 und ax = (—l)k_li fir k € N konvergiert wegen
limy 00 757 = 1inE = {w € C | |w| < 1} gegen eine analytische Grenzfunktion
L : E — C, die durch die Summe
o0 (_l)k—l p
L = furallew € E ben ist.
(w) ,; A w ir alle w gegeben is

2. Die summandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um wo = 0 mit den Ko-
effizienten ((k 4+ 1)ag+1) konvergiert in E gegen die Ableitung DL : E — C der
Grenzfunktion L : E — C, welche die Gestalt

o0 o0 ]1
DL(w) =Y (-D*wk =) (-w)* = T fiir alle w € E besitzt.
k=0 k=0



Binomische Potenzreihe. 1. Fiir x € C definiert man den Binomialkoeffizienten

k
X X x—4+1 .
(O)—]l, (k) —HTE(C fur k € N.

{=1

Dabei ergibt sich fiir £ € N erneut die bekannte Beziehung

k-1 k k-1
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Man beachte, dal im Falle x € N U {0} stets () = 0 fiir alle k € N mit k > x gilt.
2. Sei der Exponent x € C vorgegeben. Die binomische Potenzreihe (s,) um wy = 0
mit den Koeffizienten a; = (z) € C fiir k € N U {0} konvergiert wegen
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[1 ; 'Hx—e+1

=1 (=1

lim
k—>o00

x—k‘_

m
k—oo |k + 1

InE = {w € C | |w| < 1} gegen eine analytische Grenzfunktion B, : E — C, wobei

oo

Bi(w) =Y (i) wk  fiir alle w € E und x € C gilt.
k=0
Wegen (Y1) = (,*,) + (}) folgt daraus fiir alle w € E und x € C die Bezichung
2 (x+1 > X _ >, (x
Beii(w) =) ( L )w" =), (k _ l)w" B> (k)w" = (1+w)By(w).
k=0 k=1 k=0

3. Die summandenweise differenzierte Potenzreihe (Ds,) um wy = 0 mit den Ko-
effizienten ((k + 1)ax+1) konvergiert in E gegen die Ableitung DB, : E — C, wobei

o0

1+ w)DB (w) =) (k+ 1)(k i 1)“’k + > (k+ 1)(k fr 1)wk+l
k=0

k=0

= i(x —k)(z)wk + ik(i)wk = ix(z)wk = xB;(w)
k=0 k=0 k=0

fur alle w € E gilt. Die durch G(w) = Byx(w) Exp(—xL(w)) fiir w € E definierte
Funktion G : E — C ist differenzierbar, und wegen (1 + w) DB, (w) = xB,(w) gilt

x By (w)
1+w

Der Mittelwertsatz liefert |G(w)—G(0)| < |w|supgepo,1) [PG(0w)| = Ofiirallew € E
und somit G(w) = G(0) = By(0) Exp(—xL(0)) = 1. Daraus folgt schlieBlich die
Darstellung B, (w) = Exp(xL(w)) fiir alle w € E und x € C.

DG(w) = (DBx(w) — ) Exp(—xL(w)) =0 fiirallew € E.



4

Komplexe hyperbolische Funktionen. 1. Die beiden Potenzreihen (C,) und (S,)
von Funktionen C,, : C — C und S, : C — C, die durch die beiden Teilsummen
Cn(x) = ZZ:oﬁx% und S, (x) = Z;cl:omx%“ firx € C,n € NU{0}
definiert werden, heilBen komplexe hyperbolische Cosinus- bzw. Sinusreihe.

Da fiir jedes x € C die Reihen der Absolutbetrige Teilreihen der Exponentialreihe
(ZZ=0 % |x |k ) sind, konvergiert die komplexe hyperbolische Cosinus- bzw. Sinusreihe
gegen eine analytische Grenzfunktion Cosh : C — C bzw. Sinh : C — C, die durch

00 00
2k X2k+1

X ) N
COth:Z(zk)! bzw. Smhxzzm firx e C

definiert und komplexe hyperbolische Cosinus- bzw. Sinusfunktion genannt wird.
2. Die Differentiation beider Reihen liefert D Cosh = Sinh und D Sinh = Cosh.
3. Fiir alle x € C folgen aus Exp(x) = Cosh x 4 Sinh x sowie Cosh(—x) = Cosh x
und Sinh(—x) = — Sinh(x) die Beziechungen
E Exp(— E — Exp(—
Coshx = xp(x) +2 Xp(=) und Sinhx = xp(x) 3 Xp(=) .
Additionstheoreme fiir hyperbolische Funktionen. Fiir alle x, y € C folgen aus

Exp(+(x+y)) = (Cosh x Cosh y + Sinh x Sinh y) & (Sinh x Cosh y + Sinh y Cosh x)
Cosh(x £ y) = Cosh x Cosh y £ Sinh x Sinh y,
Sinh(x + y) = Sinh x Cosh y £ Sinh y Cosh x.

Nullstellen und Wertebereich der hyperbolischen Funktionen. Es gilt
Coshx = (cosha cos B,sinhasin ) und Sinhx = (sinha cos 8, cosh « sin )
fiir alle x = («, B) € C, woraus sich jeweils die Nullstellenmenge
{x € C | Coshx =®} = {(%+nk)ii | k EZ},
{xeC|Sinhx=®}={nkﬁ|keZ}
sowie jeweils der volle Wertebereich C fiir die Funktion Cosh bzw. Sinh ergibt.
Periodizitat der hyperbolischen Funktionen. Es gelten die Beziechungen
{x € C | Cosh(x + y) = Cosh y fiir jedes y € C} = {2nki | k € Z},
{x € C | Sinh(x + y) = Sinh y fiir jedes y € C} = {27ki | k € Z}.
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Komplexe trigonometrische Funktionen. 1. Die Potenzreihen (C,) und (S,) von
Funktionen C, : C — C und S, : C — C, welche durch die beiden Teilsummen
Cu(x) = ZZ=0(—1)kﬁx2k und S,(x) = Y p_o(=D* (2ki1)!x2k+l fiir x € C und
n € N U {0} definiert werden, heilen komplexe Cosinus- bzw. Sinusreihe.

Da fiir jedes x € C die Reihen der Absolutbetrige Teilreihen der Exponentialreihe
(ZZ=0 %|x|k) sind, konvergiert die komplexe Cosinus- bzw. Sinusreihe gegen eine
analytische Grenzfunktion Cos : C — C bzw. Sin : C — C, die durch

- (_l)k 2k . _ - (_1)k 2k+1
X bzw. Sinx = kggm

firx e C
k=0

definiert und komplexe Cosinus- bzw. Sinusfunktion genannt wird.
2. Die Differentiation beider Reihen liefert D Cos = — Sin und D Sin = Cos.

Euler-Formeln. Durch den Grenzprozel3 n — oo in der aufgespaltenen Summe

2n+1 n
l o N __ (_1) 2k (= 1) x2k+1
; g 0= kZ:«; o Z 2k + 1

erhilt man fiir jedes x € C die Euler-Formeln
Exp(ix) + Exp(—ix)

Exp(ix) = Cosx +iSinx, Cosx = 7 = Cosh(ix),
E —E
Exp(—ix) = Cosx —iSinx, Sinx = —xPUY) — X0 Sinh(ix).

Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen. Fiir alle x, y € C folgen
aus Exp(xi(x + y)) = (Cosx Cosy — Sin x Sin y) 4+ i(Sin x Cos y + Sin y Cos x)

Cos(x & y) = Cosx Cos y F Sin x Sin y,
Sin(x £ y) = Sinx Cos y &+ Sin y Cos x.
Nullstellen und Wertebereich der trigonometrischen Funktionen. Es gilt
Cosx = (cosacosh B, —sinasinhf) und Sinx = (sinw cosh 8, cosa sinh )
fir alle x = (a, B) € C, woraus sich jeweils die bekannte Nullstellenmenge
{x € C|Cosx =0} = {(£ + 7k.,0) | k € Z},
{x e C|Sinx =0} = {(7k,0) | k € Z}
sowie der volle Wertebereich C fiir den komplexen Cosinus bzw. Sinus ergibt.
Periodizitat der trigonometrischen Funktionen. Es gelten die Beziehungen
{x € C | Cos(x + y) = Cosy fiir jedes y € C} = {(27k,0) | k € Z},
{x € C | Sin(x + y) = Siny fiir jedes y € C} = {(27k,0) | k € Z}.



