Vorlesung 15
Stammfunktionen reeller Funktionen

Seien a, b € R mita < b sowie X = [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes
Intervall. Es werden Funktionen f : X — L mit Werten im Korper L. € {R,C}
betrachtet, deren Ableitung (auBler auf abzihlbaren Teilmengen) mit einer regulierten
Funktion g : X — L {libereinstimmt.

Mittelwertsatz. Sei f : [a,b] — L eine stetige Funktion. Existiert eine abzéhlbare
Teilmenge £ C [a,b] und eine Konstante M > 0 derart, daB f in jedem Punkt
Xo € [a,b] \ E differenzierbar ist und dabei die Bedingung |Df(xq)| < M erfiillt,
dann gilt die Abschiatzung | f(b) — f(a)| < M |b — a|.

Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen
fn i [a,b] — L, die punktweise gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — L kon-
vergiert. Sei (g,) eine Folge von Funktionen g, : [a,b] — L und (E,) eine Familie
abzidhlbarer Mengen E,, C [a, b] derart, daB3 fiir jedes n € N die Funktion f, in jedem
Xo € [a,b] \ E, differenzierbar ist und die Ableitung Df,(xo) = g»(xo) hat. Deswei-
teren sei £ = Uyen E, C [a, b] die abzdhlbare Vereinigung der Mengen E, C [a, b].

Konvergiert (g,) gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion g : [a,b] — L, so kon-
vergiert (f,) gleichméBig gegen die Grenzfunktion f : [a,b] — L, die aullerdem in
jedem Punkt xo € [a, b] \ E differenzierbar ist, wobei D f(xq) = g(x¢) gilt.

Stammfunktionen. 1. Eine stetige Funktion f : [a,b] — L heil3t Stammfunktion
einer Funktion g : [a, b] — L, wenn es eine abzdhlbare Teilmenge E C [a, b] gibt, so
daB f in jedem Punkt x, € [a, b] \ E differenzierbar ist und Df(xo) = g(xo) gilt.

2.8Sind fi, f> : [a,b] — L Stammfunktionen von g : [a,b] — L, dann ist deren
Differenz f; — f, aufgrund des Mittelwertsatzes eine konstante Funktion.

Stammfunktionen von Treppenfunktionen. 1. Die Funktion g : [a, b] — L heil3t
Treppenfunktion, wenn es eine endliche Folgea = & < & < --- < &,-1 <&, = b
von Punkten aus [a, b] gibt, so dal3 g fiir jedes k € {1,...,m} jeweils auf |&_1, &|
einen konstanten Wert y; € L annimmt.
2. In diesem Falle ist die durch die Vorschrift
k—1
f() = ye(x =) + ) velbe =€) fiirx € [ & und k € {1 m)

=1

definierte stiickweise lineare Funktion f : [a, b] — L eine Stammfunktion von g.



Stammfunktionen von regulierten Funktionen. 1. Eine Funktion g : [a,b] — L
heilt reguliert, wenn flir jedes x, € ]a, b] der linksseitige Grenzwert limy4, g(x) € L
und fiir jedes xo € [a, b[ der rechtsseitige Grenzwert limyx, g(x) € L existiert.

2. Die Funktion g : [a,b] — L ist genau dann reguliert, wenn eine Folge (g,) von
Treppenfunktionen g, : [a, b] — L existiert, die gleichmaBig gegen g konvergiert.

3. In diesem Falle gibt es zur Folge (g,) der Treppenfunktionen vermdége der obigen
Konstruktion eine Folge ( f,,) stiickweise linearer Funktionen f, : [a, b] — L, welche
gleichmiBig gegen eine Stammfunktion f : [a, b] — L von g konvergiert.

Stammfunktionen stetiger Funktionen. Ist f : [a,h] — L eine Stammfunktion
einer stetigen Funktion g : [a, b] — L, dannist f differenzierbar, undes gilt Df = g.

Integrale. 1.Ist f : [a, b] — L irgendeine Stammfunktion einer regulierten Funkti-
on g : [a,b] — L, so ist die Differenz f(x,) — f(x;) fir je zwei Punkte x, x, € [a, b]
von der speziellen Wahl von f unabhdngig. Man bezeichnet diese Differenz

[ T e(®)dE = f(xs)— f(x1) €L

1
als Integral tiber g von x, bis x,. Jede formale Regel der Differentialrechnung kann
in diese Bezeichnungsweise iibertragen werden und liefert eine entsprechende Formel
der Integralrechnung.
2. Fir alle Punkte xq, x5, x5 € [a, b] erhdlt man die Beziehungen

/xxl g(é)d5=—/mg(§)d§ sowie /x3g(§)d§=/}:2g(§)d$+/xx3g(§)d§,
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3. Da eine abzéhlbare Menge E C [a, b] existiert, so dal3 die Stammfunktion f in
jedem Punkt & € [a, b] \ E differenzierbar ist und Df(§) = g(§) gilt, verwendet man
im Integranden mitunter der Kiirze halber die Schreibweise Df (§) statt g(§), da das
Integral iiber diese Funktion nicht von deren Werten auf der Menge E abhingt.



Grundintegrale uber Potenzfunktionen.

b pk+1 _ gk+1
/ thdt = — o firk € NU{0joderk € Z\ {~1}mit0 ¢ [a.5].

b pxt1l _ gx+1
/ t*dt = T flirx e R\ {—1}, wobeia, b € ]0, <.
a X

b dt
o= In|b| —1Inla|, wobeiO ¢ [a,b].

b
f exp(t) dt = exp(b) — exp(a).
a
Grundintegrale tiber trigonometrische Funktionen.
b
/ cost dt =sinb —sina.
a
b
/ sint dt = —cosbh + cosa.

b
/ cott dt = In(sinb) — In(sina), wobeia, b € 0, x|.

b
/ tant dt = —In(cosb) + In(cosa), wobeia, b € |-Z, Z[.

b b dt
1 + tan?t) dt :/ =tanb —tana, wobeia,b e |-Z, 6 Z|.
/a( ) ., COs2t ] 2 2[

b b

dt

/ (1 4+ cot’t)dt = / 5 = —coth +cota, wobeia,b €]0,n].
a . sin

Grundintegrale uiber hyperbolische Funktionen.

b
/ cosh? dt = sinhb — sinha.
b
/ sinh# dt = coshb — cosha.
b
/ cothtdt = In|sinhb| —In|sinha|, wobeiO ¢ [a, b].

b
/ tanht dt = In(cosh b) — In(cosh a).

b b dt
f (1 —tanh?t) dt = f = tanh b — tanha.
a o« cosh?t

b b
dt
/ (1 —coth?t)dt = —/ b cothb — cotha, wobei0 ¢ [a,b].
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Grundintegrale uber algebraische Funktionen.

b dy
= arcsinb — arcsina, wobeia, b €]—1,1].
/a V1 —t2 [
/b dt
= arctan b — arctana.
q 1 +12

b
dt
——— = arsinh b — arsinha.

/a NS

/ dt

a AVt2—1

b

= arcosh b — arcosha, wobeia,b €]1,o0].

b

T p2= artanh b — artanha, wobeia, b €]—1,1].
b

t
dt :
-2 arcoth b — arcotha, wobei [a,b] N [-1,1] = @.



