Vorlesung 16
Integration reeller Funktionen

Seien Intervallgrenzen a, b € R mit a < b und ein Korper L € {R, C} vorgegeben.

Integral von Linearkombinationen. Sind g, & : [a,b] — L zwei regulierte Funk-
tionen, dann gilt fiir alle A, u € L die Identitit

b b b
/ (Ag(®) + ph(®) dE = A / (&) dE + 1 / hE) dE.

a
Transformation der Variablen. Sei g : [a, b] — L eine regulierte Funktion, ferner
X = [o,B] € Rein Intervall mit ¢, § € Rund o < B sowie ¢ : X — R eine
Stammfunktion einer regulierten Funktion y : X — R mit ¢[X] C [a, b]. Ist g stetig
oder ¢ monoton, dann gilt die Formel

B o(B)
[ g(p()Dp(t) di = / ¢(8) dE.

o(a)
Teilweise Integration. Ist f : [a,b] — L bzw. ¢ : [a,b] — L eine Stammfunktion
einer regulierten Funktion g : [a,b] — L bzw. y : [a, b] — L, dann gilt stets

b
/ (fE) Do) + @) Df(§)) dé = f(B)p(d) — f(@)p(a).

Mittelwertsatz. Fiir jede regulierte Funktion g : [a, b] — L gilt die Abschidtzung

/ o) de

a

b
5/ g(6)|dE < |b—a| sup [g(®)].

£€la,b]

Vergleichsprinzip. Sind g : [a,b] — L und & : [a,b] — R regulierte Funktionen,
welche |g(§)| < h(§) fir alle £ € [a, b] erfiillen, dann gilt die Ungleichung

< /: 1(6)| dE < /bh@)dé.

a
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Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. 1. Konvergiert die Folge (g,) regulierter
Funktionen g, : [a,b] — L gleichmiBig gegen die Grenzfunktion g : [a,b] — L,
so konvergiert die Zahlenfolge ( fab gn(6)dE ) der Integrale iiber g, gegen das Integral
fab g(£) d & tber die regulierte Grenzfunktion g.

2. Konvergiert die Reihe (>} _, gx) mit regulierten Summanden g : [a,b] — L
gleichmiBig gegen die Grenzfunktion g : [a, b] — L, so konvergiert die summanden-
weise integrierte Reihe (ZZ:O / ab gr(&)d S) gegen das Integral | ab g(&) dé& tiber die
regulierte Grenzfunktion g, und es gilt

00 b b o© b
gk(§) d§ = gr(§)dé = [ g(§)ds.
X | werte= | Rurde= |
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Integration der Grenzfunktion von Potenzreihen. 1. Ist (s,) eine Potenzreihe um
den Mittelpunkt xo € R mit den Koeffizienten a; in R und dem Konvergenzradius
R > 0, so konvergiert (s,) in X = {§ € R | |€ — xo| < R} gegen eine analytische
Grenzfunktion s : X — R, wobei diese Konvergenz fiir jedes r € ]0, R[ im Intervall
[xo — 1, X0 + r] gleichmiBig ist.

2. Betrachtet man fiir x € X, n € N U {0} die durch summandenweise Integration

X x n n
ag
0 = [ sn@ds = [ 3 au - xotas =Y L - x)
*o Y0 k=0 k=0 T
definierte Stammfunktion f, : X — R der Teilsumme s, : X — R, dann hat die
Potenzreihe ( f,) um x, ebenfalls den Konvergenzradius R > 0 und konvergiert in X
gegen die fiir x € X durch

o= [ s@de= [ 3 e -xtds = Y L (-0
*0 k=0

X0 k=0 i
definierte analytische Stammfunktion f : X — R der Grenzfunktion s : X — R.
Taylor-Formel mit integralem Restglied. Sei X C R ein offenes Intervall, ferner

ne€ NU{O}und f : X — L (n + 1)-mal differenzierbar mit stetiger (n + 1)-ter
Ableitung D"*! f : X — L. Fiir festgehaltenes x € X besitzt die durch

— DXf(§)
k!

g(§) = (x — &) firjedes & € X

k=0

definierte Funktion g : X — L eine stetige Ableitung Dg : X — LL, und es gilt

n o nk+1 n ok
Dee) = 3" 2SO (g DO e

k! k!
k=0 k=1
B ”Z“ DFf(§) - Z” Dkf(§) ey D"FF(E) .

fiir jedes £ € X. Somit liefert die Integration iiber die Ableitung Dg : X — L von
Xo € X bis x € X wegen

706) = g(0) = g + [ De(®)ds
X0
die Taylor-Formel mit integralem Restglied

n ok
fo) = 3 2 g
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Integral als Grenzwert von Riemann-Summen. Sei g : [a, b] — L eine regulierte
Funktion. Zu jedem & > 0 existiert ein § > 0, so daB fiir jede endliche Folge

Xo<& <x1 <+ <Xk S5k S Xk S S X1 S < X

von Punkten aus [a, b], welche xx — xx—; < ¢ fur alle k € {1,...,m} erfillen, die
Differenz von Integral und Riemann-Summe iiber g folgender Abschitzung gentigt:

[ " e@rae -3 gt - non| <
X k=1
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Leibniz-Sektorformel. Sei [a, b] C [t, 27 + 7] fiir T € R ein gegebenes Intervall von
Winkeln. Fiir jede regulierte Funktion p : [a, b] — [0, oo[ wird durch

s(t) = zo 4+ p(t)(cost,sint) €e C fiirt € [a, b]
eine Funktion s : [a,b] — C definiert, die eine Kurve in Polarkoordinaten bzgl. des
Pols zy € C darstellt, wobei der Sektor {(1 —A)zog+As(t) e C |t €a,b], A €]0, 1]}
den Flicheninhalt | ab lp(0)|?d1 besitzt.



