
Vorlesung 16

Integration reeller Funktionen
Seien Intervallgrenzen a, b 2 R mit a < b und ein Körper L 2 fR;Cg vorgegeben.

Integral von Linearkombinationen. Sind g, h W Œa; b� ! L zwei regulierte Funk-
tionen, dann gilt für alle �, � 2 L die IdentitätZ b

a

�
�g.�/C �h.�/

�
d� D �

Z b

a

g.�/ d� C �

Z b

a

h.�/ d�:

Transformation der Variablen. Sei g W Œa; b� ! L eine regulierte Funktion, ferner
X D Œ˛; ˇ� � R ein Intervall mit ˛, ˇ 2 R und ˛ < ˇ sowie ' W X ! R eine
Stammfunktion einer regulierten Funktion  W X ! R mit 'ŒX� � Œa; b�. Ist g stetig
oder ' monoton, dann gilt die FormelZ ˇ
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Teilweise Integration. Ist f W Œa; b� ! L bzw. ' W Œa; b� ! L eine Stammfunktion
einer regulierten Funktion g W Œa; b�! L bzw.  W Œa; b�! L, dann gilt stetsZ b
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Mittelwertsatz. Für jede regulierte Funktion g W Œa; b�! L gilt die Abschätzungˇ̌̌̌
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Vergleichsprinzip. Sind g W Œa; b� ! L und h W Œa; b� ! R regulierte Funktionen,
welche jg.�/j � h.�/ für alle � 2 Œa; b� erfüllen, dann gilt die Ungleichungˇ̌̌̌
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Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. 1. Konvergiert die Folge .gn/ regulierter
Funktionen gn W Œa; b� ! L gleichmäßig gegen die Grenzfunktion g W Œa; b� ! L,
so konvergiert die Zahlenfolge
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2. Konvergiert die Reihe
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gleichmäßig gegen die Grenzfunktion g W Œa; b�! L, so konvergiert die summanden-
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Integration der Grenzfunktion von Potenzreihen. 1. Ist .sn/ eine Potenzreihe um
den Mittelpunkt x0 2 R mit den Koeffizienten ak in R und dem Konvergenzradius
R > 0, so konvergiert .sn/ in X D

˚
� 2 R j j� � x0j < R

	
gegen eine analytische

Grenzfunktion s W X ! R, wobei diese Konvergenz für jedes r 2 �0; RŒ im Intervall
Œx0 � r; x0 C r� gleichmäßig ist.

2. Betrachtet man für x 2 X , n 2 N [ f0g die durch summandenweise Integration
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definierte Stammfunktion fn W X ! R der Teilsumme sn W X ! R, dann hat die
Potenzreihe .fn/ um x0 ebenfalls den Konvergenzradius R > 0 und konvergiert in X
gegen die für x 2 X durch
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definierte analytische Stammfunktion f W X ! R der Grenzfunktion s W X ! R.

Taylor-Formel mit integralem Restglied. Sei X � R ein offenes Intervall, ferner
n 2 N [ f0g und f W X ! L .n C 1/-mal differenzierbar mit stetiger .n C 1/-ter
Ableitung DnC1f W X ! L. Für festgehaltenes x 2 X besitzt die durch
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für jedes � 2 X . Somit liefert die Integration über die Ableitung Dg W X ! L von
x0 2 X bis x 2 X wegen
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Integral als Grenzwert von Riemann-Summen. Sei g W Œa; b�! L eine regulierte
Funktion. Zu jedem " > 0 existiert ein ı > 0, so daß für jede endliche Folge

x0 � �1 � x1 � � � � � xk�1 � �k � xk � � � � � xm�1 � �m � xm

von Punkten aus Œa; b�, welche xk � xk�1 � ı für alle k 2 f1; : : : ; mg erfüllen, die
Differenz von Integral und Riemann-Summe über g folgender Abschätzung genügt:ˇ̌̌̌
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Leibniz-Sektorformel. Sei Œa; b� � Œ�; 2�C�� für � 2 R ein gegebenes Intervall von
Winkeln. Für jede regulierte Funktion � W Œa; b�! Œ0;1Œ wird durch

s.t/ D z0 C �.t/.cos t; sin t / 2 C für t 2 Œa; b�

eine Funktion s W Œa; b� ! C definiert, die eine Kurve in Polarkoordinaten bzgl. des
Pols z0 2 C darstellt, wobei der Sektor

˚
.1� �/z0C �s.t/ 2 C j t 2 Œa; b�; � 2 Œ0; 1�

	
den Flächeninhalt

R b
a
1
2
j�.t/j2dt besitzt.


