Vorlesung 17
Elementare Integrale

Es werden einige Klassen von Funktionen betrachtet, die sich in geschlossener Form
integrieren lassen. Seien Intervallgrenzen a, b € R mit a < b gegeben.

Teilbruchzerlegung. Seien n € N und Koeffizienten ay,...,a, € R mit @, = 1
sowie die ganze rationale Funktion f : R — R durch f(§) = >, _, apE* fir £ e R
gegeben. Es sei vorausgesetzt, dal es Zahlen ¢;, £, € N U {0} sowie oy, ...,0¢, € N,

Bis---, B, € NmitZi‘zlak—i—Ziz:@ﬂk =nsowiexy,...,x¢,, €R,y1,...,y, €R
und dy,...,d;, € R\ {0} gibt, so daB3 f die Darstellung

n 44 123
fE =) aet* = [[E—x)™ - [[(E—ye)* +dD)P firalle eR
k=0 k=1 k=1

als Produkt teilerfremder Faktoren besitzt. Seien m € N U {0} mit m < n und Koeffi-
zienten by, ..., by € R mit by, # 0 gegeben, so daB die durch ¢(x) = Y7, br&EF fiir
¢ € R definierte ganze rationale Funktion ¢ : R — R teilerfremd zu f ist.

Unter diesen Voraussetzungen kann man fiir die echt gebrochene rationale Funk-
tion % R\ {x1,...,x¢,} = R eine eindeutige Darstellung als Teilbruchzerlegung

#6) _ Ll s P (E = v + gk fi
f(§) _ZZ(%-_xk)j +Z ((E_yk)z_’_dkz)j uré e R\ {xq,...,x¢}

k=1,=1 k=1j=1
mit Koeffizienten zx, ..., zko, € Rflirk € {1,...,£;} sowie pg1,..., pkg, € Rund
gki,---.qkp, € Rfur k € {1,...,£,} finden, welche sich aus beiden Darstellungen

nach Multiplikation mit dem Hauptnenner und dem Koeffizientenvergleich vor Ter-
men gleicher Ordnung in & als Losung eines linearen Gleichungssystems ergeben.

Integration rationaler Funktionen. Nach der Teilbruchzerlegung kann {iber jede

echt gebrochene rationale Funktion in geschlossener Form integriert werden, wobei

man die Teilbriiche danach unterscheidet, ob ihre Nenner reelle Nullstellen besitzen

oder nicht, und danach, ob die Ordnung j € N den Wert j = 1 oder j > 1 besitzt:
1. Fir alle z, x € R ergibt sich im Falle j = 1 das Grundintegral

b zdE
a g —X
2. Fiir alle z, x € R erhilt man im Falle j > 1 das Grundintegral

b Zd%‘ 1 z 1 7
/a Eox)y - To1h-xyT  jol@a—xy-i [dllsx¢labl

=zIn|b—x|—zInla—x|, fallsx ¢ [a,b].




3. Seien p, q, y,d € Rmitd > 0 gegeben. Besitzt der Nenner keine reellen Null-
stellen, so ergibt sich im Falle j = 1 die Linearkombination

b(p(é—y)+q)d%’_g b 2(-y)dE /
a (E—y)2+ad? a (- y)2+d2 (¢ - )2+d2
der beiden elementaren Integrale
b 2t—-y)d
(E(_gy)—;)_i_jz:ln((b—y)2+d2)—ln((a—y)2+d2),
b d& 1 b—y 1 a—y
i m = Earctan d — garctan d .

4. Seien p, q, y,d € Rmitd > 0 gegeben. Besitzt der Nenner keine reellen Null-
stellen, so betrachtet man im Falle j > 1 die Linearkombination

"(pE-n+@ds _p [° 26-y)dE +q ’ d§
« (E=—y2+d>))  2J, (E-y)?+d?) a (E—y)?+d?)/
des elementaren Integrals
P 2¢6-yds 1 1 N 1 1
a (E—y)?+d?) J=1((b=y)32+d?)t j=1(a—y)>+d>)/!

und des Integrals [” ; m ;

mel auf den schon untersuchten Fall j = 1 zuriickgefiihrt wird: Zunichst erhédlt man

welches schrittweise mit Hilfe einer Rekursionsfor-

durch teilweise Integration

d§ b—y a—y

o (E=y)2+d>)0 (b—y)2+d>)I~1 ((a—y)?+d?i!
2( —DE - y)*dt
W ety
Das letzte Integral 1483t sich folgendermalBen umformen:
/b 2(j —DE—y)?d§ _ /b 2(j = D(¢E —y)* +d>—d*) d§
a ((E—y)3+d?)/ a (6 —y)*+d?)/
b2 -DdE (" 2(j - Dd?dE
o (E=p)*+d?)~t J, (E-y)*+d?)/
Aus beiden Identitédten ergibt sich somit die gesuchte Rekursionsformel
b d& B 1 ( b—y B a—y )
o (E=y)2+d?) 2 —1)d2 \(b-y)?+d>)/71 ((a—y)?+d?/!
2 —1)—1 (° dE
2(j = Dd? Jo (E—y)>+d?i~t"

die nach (j — 1)-maliger Anwendung auf das bekannte Integral [ ab

()w fuhrt.
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Verkettung rationaler und trigonometrischer Funktionen. Seien Intervallgren-
zena, f € |-, m[mite < B, ferner X = {(cosf.sinf) e R xR | 6 € [o, ]} sowie
eine rationale Funktion /# : X — R gegeben. Zur Zuriickfithrung des Integrals

B b
/ h(cos@,sin@)d9=/ h(cosp(§),sinp(§)) Dp(§)dE

auf ein Integral liber eine rationale Funktion eignet sich die durch ¢(§) = 2 arctan &
definierte Transformation ¢ : R — |—m, [ der neuen Variablen ¢ € R in die alte
Variable 0 = ¢(§) € |—n, 7|, wobei die neuen Grenzen a, b € R durch ¢(a) = @ und
@(b) = B gegeben sind. Aus £ = ¢~ 1(0) = tan% ergeben sich
1 1-& 28
20 26 0 .20
Cos“ %2 = , cos@ =2cos"2—1= , f =2tan 2 Z =
A 3 e sin an 5 cos” 3 1 e

und somit schlieBlich die Umwandlung in ein Integral

5 b _ g2 d
[ h(cos@,sin@)d@z/ h(11+§2,1_25§2) 12+§2

iiber eine in £ rationale Funktion.

Verkettung rationaler und Exponentialfunktionen. Sei % : [exp(a),exp(b)] — R
eine rationale Funktion. Man wandelt das Integral

“h)dE
§

in ein Integral iiber eine rationale Funktion mit den Intervallgrenzen s = exp(a)

b t
| exptondx = [ hexpteen) Do@ ds = [

und ¢ = exp(b) um, indem man die durch ¢(§) = In(§) definierte Transformation
¢ :]0,00[ = R der Variablen £ € |0, o[ in x = ¢(§) € R anwendet.

Verkettung rationaler und Wurzelfunktionen. Seien y, § € R mit § > 0 vorgege-
ben und durch ¢(§) = y + 6 eine Transformation ¢ : R — R der Variablen £ € R
in x = ¢(£) € R sowie neue Grenzen s = > ¢ Rund ¢ = bg—y € R definiert.

1. Sei [a,b] C [y — 8,y + §]. Ist die rationale Funktion # : X — R in der Menge

X ={(x. /82— (x — y)?) | x € [a, b]} definiert, so erhilt man zunéchst
b ‘
/ h(x, /82— (x —y)?)dx = / h(y +86.8/1—§€2)58dE.

Dann bildet man durch ¥ (6) = sin 6 eine Transformation ¢ : [-%,Z] — [-1,1]

der neuen Variablen 6 € [—Z,Z]in § = () € [—1, 1] und erhlt fiir die durch

202
¥ () = s und ¥ (B) = r gegebenen Grenzen «, B € [—Z, Z] das Integral

b B
/h(x,\/82—(x—y)2)dx:/ h(y + 8sin6,8cos ) §cos 6 db.



2.Seila,b[N[y—8,y+38 =@ Ist X = {(x, v/(x —y)>—62) | x € [a,b]} und

h : X — R eine rationale Funktion, so ergibt sich in einem ersten Schritt

/bh(x, Vx—y)?—82)dx = /th(y + 8€,8/E2—1)8dE.

Fiir [a, b] C [y + &, oo[ definiert man eine Transformation  : [0, oo[ — [1, oo[ der
neuen Variablen z € [0, 00[in § = ¥ (z) € [1, co[ durch ¥ (z) = cosh z und erhélt fiir
die durch ¥ (1) = s und ¥ (v) = ¢ gegebenen Grenzen u, v € [0, oo[ das Integral

b v
/ h(x,v(x —y)>—82)dx = / h(y + 8coshz,8sinhz)§sinhzdz.

Fiir [a,b] C ]—o0, y — 4] bildet man die Transformation v : [0, oo — ]—o00, —1]
der Variablen z € [0,00[in § = ¥ (z) € |]—o00, —1] durch ¥(z) = —cosh z und erhélt
fir die durch ¥ (1) = s und ¥ (v) = ¢ gegebenen Grenzen u, v € [0, oo[ das Integral

v

b
/ h(x, v/ (x —y)>—82)dx = —f h(y —8coshz,8sinhz)§sinhzdz.
3. Ist hingegen X = {(x,/(x—y)2+6%) | x € [a,b]} und h : X — R eine

rationale Funktion, so erhilt man zuerst

b t
/ h(x,\/(x—y)2+82)dx:/ h(y + 86,8VE + 1) 8 dE.

AnschlieBend definiert man durch ¥ (z) = sinh z eine Transformation ¥ : R — R
der neuen Variablen z € R in § = ¥(z) € R und bekommt fiir die durch (1) = s
und ¢ (v) = ¢ gegebenen Grenzen u, v € R das Integral

b v
/h(x,\/(x—y)z—l—Sz)dx:/ h(y + §sinhz,§coshz)§coshzdz.



