Vorlesung 18
Uneigentliche Integrale

Es werden uneigentliche Integrale iber Funktionen mit Werten in . € {R, C} be-
trachtet, die unbeschriankt oder auf unbeschriankten Intervallen definiert sein kon-
nen. Dazu wird das Konvergenzverhalten eigentlicher Integrale iiber abgeschlossenen
beschrinkten Teilintervallen untersucht:

Linksseitig uneigentliche Integrale. Seien Intervallgrenzen —oo < a < b < o0
und eine Funktion g : [a, b[ — L vorgegeben, welche fiir jedes x € ]a, b[ im Intervall
[a, x] reguliert ist. Existiert der linksseitige Grenzwert

b x
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dann heiBt dieser Grenzwert uneigentliches Integral iiber g von a bis b.

Rechtsseitig uneigentliche Integrale. Seien Intervallgrenzen —oco < a < b < o0
und eine Funktion g : Ja, b] — L gegeben, die fiir jedes x € ]a, b[ im Intervall [x, b]
reguliert ist. Existiert der rechtsseitige Grenzwert

b b
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so nennt man diesen Grenzwert uneigentliches Integral iiber g von a bis b.

Beidseitig uneigentliche Integrale. 1. Seien Intervallgrenzen —co < a < b < o0
und eine Funktion g : Ja, b[ — L gegeben, welche fiir alle x, y € ]Ja,b[ mit x < y im
Intervall [x, y] reguliert ist. Existieren fiir einen (und damit fiir jeden) Punkt ¢ € |a, b[
die beiden einseitigen Grenzwerte

c c b
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so definiert man das uneigentliche Integral tiber g von a bis b als Summe

/bg@ds=/cg(s>ds+/cbg(s>dse]L.
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2. Seien Intervallgrenzen a, b, c € R mit a < ¢ < b vorgegeben. Ferner betrachtet
man eine Funktion g : [a,c[ U ]c,b] — L, welche fiir alle x € Ja,c[und y € ¢, b[ in
den Intervallen [a, x] und [y, b] reguliert ist. Existieren die einseitigen Grenzwerte

c x b b
[ s@ds=tim [ s@ascr sovie [ g@ae=tim [ g azcL.

dann definiert man das uneigentliche Integral iiber g von a bis b als Summe

/bg@ds=/Cg<s>ds+/cbg(5)dse]L.
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Uneigentliche Integrale iiber Potenzfunktionen. Sei f € R und die Potenzfunk-
tion g : |0, oo[ — R durch g(§) = £ fiir £ € ]0, oo[ vorgegeben.
1. Der Grenzwert limy o || lx g(&) d& € R existiert genau dann, wenn < —1 gilt:
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2. Der Grenzwert limy o [ xl g(&) d& € R existiert genau dann, wenn 8 > —1 gilt:
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3.Im Falle B = —1 gilt limy o [} % = oo sowie limy o fxl % = 00 wegen

[y % = In(y) —In(x) fiiralle x, y €]0, o0[.

Cauchy-Kriterium. Seien —co < a < b < oo und eine Funktion g : [a,h] — L
vorgegeben, welche fiir jedes x € ]a, b[ im Intervall [a, x| reguliert ist.

Der Grenzwert limy4p fax g(&) d§ € L existiert genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0
ein xo € Ja, b[ gibt, so daB | [;* g(§) d&| < & fiir alle xy, x5 € [xo, b gilt.

Majorantenkriterium. Seien —oo <a <b <oound g : [a,b[ > L, h :[a,b][ > R
Funktionen, welche fiir jedes x € ]a, b[ im Intervall [a, x] reguliert sind.

Existiert der Grenzwert limyyp, [ h(§) d§ € R und gilt |g(x)| < h(x) fiir jeden
Punkt x € [a, b[, dann existieren auch die Grenzwerte lim45 fax g(&)d& € L sowie
limyyp [0 |g(€)| d€ € R, und es gilt die Abschitzung
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Reihenkriterium. Seien —0o < a < b < oo und eine Funktion g : [a,b[ — L
vorgegeben, welche fiir jedes x € ]a, b[ auf dem Intervall [a, x] reguliert ist.

Der Grenzwert limy s fax g(&) d& € L existiert genau dann, wenn fiir jede monoton
wachsende Folge (xx) von Punkten x; € [a,b[ mit xo = a und limg_,, xx = b die
Reihe (35—, / ;; 1 g (&) d§) stets gegen die gleiche Summe konvergiert. Dann gilt

Xk+1
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Grenzwertkriterium. Seien —oo < a < b < oo und Funktionen g : [a, b[ — [0, o0,

h : [a,b[ — ]0, oo[ vorgegeben, welche fiir jedes x € |a, b[ im Intervall [a, x] reguliert

sind und fiir die der Grenzwert lim,4p % = g € [0, oo existiert.

Dann folgt aus der Existenz des Grenzwerts lim,4p fax h(§) d& € R die Existenz des
Grenzwerts limyy [ ax g(&)d&é € R. Im Falle ¢ > 0 existiert genau dann der Grenz-

wert limyqp [0 h(§) dé € R, wenn der Grenzwert limyqp [0 g(£) d€ € R existiert.



