Vorlesung 19
Kurven und Wege in der Ebene

Seien Grenzen a, b, ¢, d € R abgeschlossener beschrankter Intervalle X = [a, b] und
Y = [c,d]mita < b und ¢ < d, desweiteren ein beliebiges Intervall S C R sowie
eine offene Menge U C C gegeben.

Kurven in der komplexen Zahlenebene. 1. Jede stetige Funktion y : X — C mit
y[X] C U wird als Kurve in U mit dem Anfang y(a) und dem Ende y(b) bezeichnet.
2. Im Falle y(a) = y(b) nennt man y eine geschlossene Kurve in U .
3. Ist y eine konstante Funktion, so reduziert sich y auf einen Punkt y(a) € U.

Entgegengesetzte und zusammengesetzte Kurven. 1. Ist y : X — C eine Kurve,
so wird die durch yg(t) = y(a + b —¢t) fiir t € X definierte Kurve yg : X — C mit
demselben Bild yg[X] = y[X] die zu y entgegengesetzte Kurve genannt.

2.Isto : Y — C eine Kurve, deren Anfang o(¢) = y(b) mit dem Ende der Kurve
y : X — C ibereinstimmt, so definiert man die Zusammensetzung y ® o : Z — C
vonyundoin Z =la,b+d—c] =[a,b]U[b,b+d —c]durch (y ®o)(t) = y(t)
fir t € [a, b] sowie durch (y ®o)(t) = o(t +c—b) firt € [b,b + d — c], wobei stets
(y ® o) =05 @ yo gilt und y & yeo eine geschlossene Kurve ist.

Wege und Streckenziige. 1. Eine Kurve y : X — C heillt Weg (bzw. Streckenzug),
wenn sie Stammfunktion einer regulierten Funktion (bzw. einer Treppenfunktion) ist.

2. Die zu einem Weg (bzw. Streckenzug) entgegengesetzte Kurve ist wieder ein Weg
(bzw. Streckenzug), ebenso die Zusammensetzung zweier Wege (bzw. Streckenziige).

Uneigentliche Wege und Streckenziige. Eine stetige Funktion y : § — C wird
als uneigentlicher Weg (bzw. Streckenzug) bezeichnet, wenn die Einschrankung von y
auf jedes abgeschlossene beschrinkte Teilintervall von S jeweils ein eigentlicher Weg
(bzw. Streckenzug) ist.

Lange eines Weges. Als Ldinge eines Weges y : X — C definiert man das Integral
fab |Dy(t)| dt > 0 liber den Betrag der Geschwindigkeit im Zeitintervall X = [a, b].

Unabhangigkeit der Wegliange von der Parametrisierung. Sind y : X — C und
o :Y — C zwel Wege sowie ¢ : X — Y eine monoton wachsende Funktion mit
¢[X] = Y und y = o o ¢, welche Stammfunktion einer regulierten Funktion ist, so
stimmen die Lingen der Wege y und o liberein, denn es gilt
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Parametrisierung nach der Lange eines Weges. Gilt fiir einen Wego : ¥ — C
und irgendein (und somit fiir jedes) s € ¥ die Beziehung

t
/ |Do(t)|dt =t —s firalletr €Y =[c,d],
S
sonennt man o : Y — C einen nach seiner Liinge parametrisierten Weg.

Tangentiale Berithrung. Ist der Weg y : X — C in r € X differenzierbar und gilt
|[Dy(7)| > 0, so liefert die Linearisierung

gt)=y(@)+ Dy(r)(t—7) firteR

einen uneigentlichen Weg g : R — C lings einer Geraden, welcher den Weg y in
tangential bertiihrt.

Kriimmung eines Weges. Seio : Y — C ein differenzierbarer Weg, der nach seiner
Lange parametrisiert sowie in 7 € Y zweimal differenzierbar ist.

Da der Betrag |Do(t)| = 1 der Geschwindigkeit nicht vom Zeitpunkt ¢ € Y ab-
hingt, verschwindet die Ableitung der durch 4(z) = Do(t)- Do(t) = 1 fiirt € Y
definierten Funktion 4 : ¥ — C. Zum Zeitpunkt t € Y gilt somit

Dh(t) = D?*0(t)- Do(t) + Do(t) - D20 (7) =0,
das heif3t, es gibt eine reelle Zahl «(7) € R derart, so daB3 folgender Zusammenhang
D?0(r) = «k(r)-iDo(r) e C

zwischen Beschleunigung und Geschwindigkeit besteht. Dieser Faktor k(7)) € R wird
als Kriimmung des Weges o in T € Y bezeichnet.



Wege mit konstanter Kriimmung. Sei 7, € R beliebig vorgegeben.
1. Wird ein uneigentlicher Weg 0 : R — C durch den Punkt o(zp) = 09 € C
entlang einer Geraden mit der Geschwindigkeit v € C, |v| = 1 durch

o(t) =09 +v(t —19) fiirt € R vorgegeben,

so gilt Do () = v und D?0(¢) = 0 sowie «(¢) = 0 fiir die Kriimmung von o in7 € R.
2. Wird fir beliebig vorgegebenes »x # 0 ein Weg o : [tg — 78, 19 + w8] — C ldngs
einer Kreislinie um den Mittelpunkt ¢, € C mit dem Radius § = ‘71| > 0 durch

o(t) =C + S Exp(ix(t — 1)) flrt € [tg — 7d, 19 + 78] definiert,

dann gilt Do (1) = ix(o(t) — &) sowie D% (t) = ixDo(t) und somit k(1) = x fiir
die Krimmung von o int € [tg — 76, 19 + 74].

Wege mit vorgegebener Kriitmmung. Seien ein Punkt 7y € S, ein Winkel 6, € R
und ein Punkt oy € C vorgegeben. Bildet man fiir die stetige Funktion ¥ : § — R
eine Winkelfunktion 6 : § — R und eine Geschwindigkeit v : S — C durch

0(t) = 6y +[ k(t)dt e R und wv(r) = Exp(if(r)) e C fiirt € S,
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so erhdlt man einen zweimal differenzierbaren uneigentlichen Weg o : S — C, der
durch o(79) = 0¢ in Richtung v(7y) = Exp(i6p) lauft, nach seiner Linge parametri-
siert ist und in jedem t € S die vorgegebene Kriimmung « (t) besitzt, wenn man

o(t) = oo +/ v(t)dt € C fiir t € § definiert.
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Tangentiale Berithrung hoherer Ordnung. Sei o : ¥ — C ein differenzierbarer

Weg, der nach seiner Linge parametrisiert sowie in T € Y zweimal differenzierbar ist.
1. Verschwindet die Kriimmung «(t) = 0, so liefert die Linearisierung

gity=0(t)+ Do(r)(t —7t) firteR

den uneigentlichen Weg g : R — C liangs einer Geraden, der nach seiner Liange para-
metrisiert ist und den Weg o in t von mindestens zweiter Ordnung tangential beriihrt.

2. Gilt jedoch k() # 0 und definiert man den Mittelpunkt {(r) € C und den
Radius §(7) > 0 des Kriimmungskreises an den Weg o in t € Y durch

) = o(0) + 299 c ¢ sowie (1) = |o(1) — £(2)] = —— > 0.
K(T) ke (7)]
so erhilt man mittels

gt) =C(r) + (o(v) = ¢(7)) Exp(ik(t)(t — 1)) firt € [t —7é(r), T + 76(7)]

denjenigen geschlossenen Weg g : [t — (7)), T + w8(7)] — C entlang einer Kreislinie,

der nach seiner Lange parametrisiert ist und den Weg o in t von mindestens zweiter
Ordnung tangential beriihrt.



