Vorlesung 2
Reelle Zahlen

Im folgenden werden schrittweise die grundlegenden, die Menge R der reellen Zahlen
(in gewissem Sinne) eindeutig charakterisierenden, Axiome zusammengetragen:

Korper. Eine Menge K mit zwei Abbildungen
Addition, die jedem Paar (x, y) € K x K eine Summe x + y € K zuordnet,
Multiplikation, die jedem Paar (x, y) € K x K ein Produkt x - y € K zuordnet,
heil3t Korper, wenn folgende Korperaxiome erfiillt sind:
l.Firallex, y,zeKgiltx+ (y +z)=(x+y) +z.
.Firallex,yeKgiltx +y =y + x.
. Es gibt ein Element 0 € K derart, dal 0 + x = x fiir jedes x € K gilt.
. Zu jedem x € K gibt es ein Element —x € K derart, dall x + (—x) = 0 gilt.
.Firallex, y,zeKgiltx-(y-z) =(x-y)-z.
.Firallex,yeKgiltx-y =y-x.
. Es gibt ein Element 1 € K mit 1 # 0 derart, daB3 1 - x = x fiir jedes x € K gilt.
. Zu jedem x € K mit x # 0 gibt es ein Element x~! € K, so daB x - x~! = 1 gilt.
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CEsgiltx-(y+z)=x-y+x-zfurallex, y,z e K.

Bezeichungen. In einem Korper K erkldrt man aulerdem
Differenzen x —y = x + (—y) e K furalle x, y € K,
Vielfachenx =Y y_x =x +x+---+x e Kfirallen e N, x € K,
Potenzen x" =[x =x-x---x € Ksowiex’ = 1firallex e Kundn € N,
Quotienten § = a-b~' e K firallea, b € Kmit b # 0.

Potenzgesetze und Bruchrechnung. In jedem Korper K gelten folgende Regeln:
l.Firallem,n € N, x, y € K gilt x™™" = x™.x" (x™)" = x™" (x-y)* = x"-y".

2.Esgilt ¢ 4+ £ = 2d£b:c goyije 4. £ = £ fiirallea,c e Kund b, d € K \ {0}.

Geometrische Summe. Es gilt Y o x* = 12" fiiralle x € K \ {1} und n € N.

Binomische Formel. Esgilt Y ;_ (1) x*-y"* = (x + y)" firallex, y € K, n € N.

Lagrange-Identitdt. Firallen € N, x;,...,x, € Kund yy,...,y, € K gilt

n n n 2 n—1 n
in -ny— (Zxk'Yk) = Z Z (Xk - ye — x¢ - yie)*.
k=1 t=1 k=1 k=1{=k+1

Ganze und rationale Zahlen. Bezeichnet man die Menge der ganzen Zahlen mit
dem Symbol Z = {0,1,—1,2,-2,...}, so definiert man den Korper der rationalen
Zahlen Q = {£ | a € Z und b € N} als Menge von Briichen mit der aus der Bruch-
rechnung bekannten Addition und Multiplikation.
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Geordneter Korper. Ein Korper K heil3t geordnet, wenn es eine Menge M C K xK
gibt, so daB3 die folgenden Ordnungsaxiome erfiillt sind:

1. Fir alle x, y € K gilt (x, y) € M oder (y,x) € M.

2.Firallex, y e Kmit(x,y) € M und (y,x) € M gilt x = y.

3.Firallex, y,ze Kmit(x,y) e M und (y,z) € M gilt (x,z) € M.

4. Fiurallex, y,ze Kmit (x,y) e M gilt(x+z,y+z)e M.

5. Firalle x, y € Kmit (0,x) € M und (0, y) € M gilt (0,x-y) € M.
Im Falle (x, y) € M schreibt man x < y und ferner x < y, falls auBerdem x # y gilt.

Additive Ordnungseigenschaften. Ist K ein geordneter Korper, so gilt
1. Fiir alle x, y, z € K ist die Beziehung x < y dquivalentzux +z <y + z.
2.Firallex, y,z, we Kfolgtausx < yundz <wstetsx +z <y + w.

Absoluter Betrag. In einem geordneten Korper K wird der absolute Betrag |x| € K
von x € K durch |x| = x fiir x > 0 sowie |x| = —x fiir x < 0 definiert. Dabei gelten
fur alle x, y, a € K mit a > 0 die folgenden Beziechungen:

1. Es gilt | x| = |—x| > 0 sowie |x| > 0 im Falle x # 0.

2. Esist |x| < a (bzw. |x| < a) d4quivalent zu —a < x < a (bzw. —a < x < a).

3. Es gelten die Beziehungen |x + y| < |x| + |y| sowie ||x| — [y|| < [x — y|.

Multiplikative Ordnungseigenschaften. In einem geordneten Korper K gelten fiir
alle x, y, z € K die Regeln

I.Ausx <Qund y > 0folgtx-y <0,ausx <Qund y > 0 folgt x - y < 0.
.Ausx <Qund y <0folgtx-y >0,ausx < Qund y < 0 folgt x - y > 0.
. Es gilt x? > 0 sowie x? > 0 im Falle x # 0, also insbesondere auch 1 > 0.
.Fiir x > 0gilt x~! > 0.
.ImFallez > 0ist x < y dquivalentzux -z < y - z.

.ImFallez < Q0ist x < y dquivalentzux -z > y - z.
1
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. Die Beziehung 0 < x < yist zu 0 < y~! < x~1 4quivalent.

Umordnung. Seien n € N und Elemente xy, ..., x, € K sowie yy, ..., y, € K eines
geordneten Korper K vorgegeben. Dann gelten fiir all jene bijektiven Abbildungen
fog:{l,....,n} = {1,...,n}, welche die Ordnung Xfk) = Xf) und Vgk) = YVg(b)
furalle k, £ € {1,...,n} mit k < £ herstellen, stets die Ungleichungen

n n n
fo(k) “Vegn—k+1) = Zxk Yk = fo(k) Ve )
k=1 k=1 k=1

Cauchy-Schwarz-Ungleichung. In einem geordneten Korper K gilt die Relation

n 2 n n
(Zxk-yk) < Zx,f Zyzz firallen e N, x;,...,x, €K, y1,...,y, € K.
k=1 k=1 (=1
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Obere und untere Schranken, Maximum und Minimum. Sei K ein geordneter
Korper, X C K sowie xo € K derart, dall xo > x (bzw. xo < x) fir alle x € X gilt.
1. Dann wird x € K eine obere Schranke (bzw. untere Schranke) von X genannt.
2. Gilt sogar xo € X, so heiBt xo Maximum (bzw. Minimum) von X, und man
schreibt max X = xo (bzw. min X = Xxo).

Intervalle. In einem geordneten Korper K bildet man fiir a, b € K die Mengen
Abgeschlossenes Intervall [a, b] = {x eK|a<x< b} fira <b,
Offenes Intervall Ja,b[= {x € K |a < x < b} fira < b,
Rechtsseitig offenes Intervall [a, b[= {x eK|la<x< b} fira < b,
Linksseitig offenes Intervall la, b] = {x eK|la<x< b} fira < b,
Unbeschrinkte Intervalle [a, oo[= {x eKla< x}, la, co[= {x eKl|a> x},
]—00,b] = {x €K | x <b}, ]—00,b[={x €K | x <b}.

Archimedisch geordneter Korper. Ein geordneter Korper K heil3t archimedisch ge-
ordnet, wenn es flir alle x, y e Kmitx > Qund y > 0einn € N mit y < nx gibt.

Intervallschachtelung. Ein archimedisch geordneter Korper K wird vollstindig ge-
nannt, wenn das Axiom der Intervallschachtelung erfiillt ist: Jede absteigende Folge
[ay,b1] D [az,bz2] D - [ak,bx] D --- ineinandergeschachtelter abgeschlossener Inter-
valle [ay, bx] C K hat einen nichtleeren Durchschnitt Ngenl[ax, br] # 9.

Eindeutigkeit der reellen Zahlen R. Seien K und L vollstindige, archimedisch ge-
ordnete Korper. Dann gibt es eine bijektive Abbildung f : K — L, so dal3
1.Esgilt f(x+y) = f(x)® f(y)sowie f(x-y) = f(x)® f(y) furalle x, y € K.
2. Furalle x, y e Kist x < y dquivalent zu f(x) = f(y).
Die in diesem Sinne dquivalenten Korper werden miteinander identifiziert und mo-
dellhaft als Korper R der reellen Zahlen bezeichnet.

Dichtheit von Q in R. 1. Fiir alle x, y € Rmit x < y gibtesein z € Q mit
x < z < y. Der Korper R der reellen Zahlen ist die Vervollstindigung des nicht
vollstdndigen, archimedisch geordneten Korpers Q der rationalen Zahlen.

2. Wihrend eine bijektive Abbildung f : N — Q von N auf Q existiert, das heilt,
der Korper Q eine abzdihlbare Menge ist, ist der Korper R keine abzédhlbare Menge.

Supremum und Infimum. SeiK ein vollstindiger, archimedisch geordneter Korper
und X C K eine nach oben (bzw. nach unten) beschrankte Menge.

1. Dann existiert in der Menge der oberen (bzw. unteren) Schranken von X ein
Minimum (bzw. Maximum). Diese kleinste obere (bzw. grofSte untere) Schranke heil3t
Supremum (bzw. Infimum) von X und wird mit sup X (bzw. inf X') bezeichnet.

2. Die Menge X besitzt genau dann ein Maximum (bzw. ein Minimum), wenn
sup X (bzw. inf X) in X liegt. Dann gilt max X = sup X (bzw. min X = inf X).



