Vorlesung 20
Integration lings eines Weges

Seien Grenzen a, b, ¢, d € R abgeschlossener beschrankter Intervalle X = [a, b] und
Y =[c,d] mita < b und ¢ < d sowie ein beliebiges Intervall S C R gegeben.

Integral langs eines Weges. Seiy : X — C ein Wegund g : y[X] — C stetig.
1. Man definiert das Integral iiber g lings des Weges y durch

b
/g(z) dz =/ g(y(®)Dy(t)dt € C.
14 a

2. Fiir das Integral liber g langs des zu y entgegengesetzten Weges yo gilt

b b
/ g(z)dz = / ¢(vo(t) Dye(t) d = — / gy(@+b—0)Dy(a+b—1)di
Yo a a

b

g(y(@)Dy(x)dr = — / ¢(2)dz.

Y

- ["evenoroaz = - [

a

3. Wird t € ]a, b[ vorgegeben und der Weg y in die Wege y; : [a,t] — C und
V2 [t,b] > Cmit y,(t) = y(¢) fiir ¢t € [a, t] sowie y,(t) = y(¢) fiir t € [, b] zerlegt,
dann gilt fiir den zusammengesetzten Weg y = y; @ y, stets

/yg(z)dz :/yl g(z)dz—i-/yzg(z) dz.

Integral langs eines uneigentlichen Weges. Das Integral iiber die stetige Funktion
g : yY[S] — C langs eines uneigentlichen Weges y : S — C wird im Falle seiner
Konvergenz dementsprechend als uneigentliches Integral definiert.

Integral iiber Linearkombinationen ldngs eines Weges. Ist y : X — C ein Weg,
dann gilt fiir alle stetigen Funktionen g, 4 : y[X] — C und alle A, u € C stets

/y (Ag(2) + ph(z)) dz = A /

v

g(z)dz + ,u/h(z) dz.
v

Unabhangigkeit des Integrals langs eines Weges. Sindy : X - C,0:Y - C
zwel Wege sowie ¢ : X — Y eine monoton wachsende Funktion mit ¢[X] = Y und
y = o o ¢, welche Stammfunktion einer regulierten Funktion ist, so stimmen die
Integrale liber die stetige Funktion g : y[X] — C ldangs der Wege y und o tiberein:

b b
/ ¢(z)dz = / ¢ () Dy() di = / ¢(0(9(1)) Do (1) Do(r) di

@(®) d
=/ glo(r))Do(r)dt =/ glo(r))Do(r)dt =/g(z) dz.
v(a) c [
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Integral lings eines geschlossenen Weges. Sei y : X — C ein geschlossener Weg.
Wird t € ]a, b[ beliebig gewahlt und der Weg y in die Wege y; : [a,7] — C und
Y2 i [t,b] > Cmit y;(t) = y(t) fiir ¢t € [a, t] sowie y,(t) = y(¢) fir ¢t € [, b] zerlegt,
dann gilt y = y; @ y,. Definiert man Z = [t,t + b —a] = [t,b]U [b,b + T — a], sO
ist auch der zusammengesetzte Weg o = y, @ y1 : Z — C ein geschlossener Weg mit
dem Bild o[Z] = y[X], und es gilt fir alle stetigen Funktionen g : y[X] — C stets

/Ug(z)a’z:/mg(z)a’z—F/yl g(z)dz:/y]g(z)dz—i—/yzg(z)dz=/yg(z)dz.

Das Integral langs des geschlossenen Weges y hiangt also nicht vom Anfang von y ab.

Mittelwertsatz. Ist y : X — C ein Wegund g : y[X] — C stetig, dann gilt

fy g(z)dz

Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Seiein Weg y : X — C vorgegeben.

b b
S/ lg(y)||Dy(1)|dt < sup |g(z)|- [ [Dy()|dt.
a zey[X] a

1. Konvergiert die Folge (g,) stetiger Funktionen g, : y[X] — C gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion g : y[X] — C, so konvergiert die Folge ([, g.(z) dz) der
Integrale tiber g, gegen das Integral | y g(z) dz uiber g langs des Weges y.

2. Konvergiert die Reihe (ZZ=O gk) mit stetigen Summanden g; : y[X] — C
gleichmiaBig gegen die Grenzfunktion g : y[X] — C, so konvergiert die summan-
denweise lings des Weges y integrierte Reihe (3 _, / , 8k(2) dz) gegen das Integral
fy g(z) dz Uber g lings des Weges y, und es gilt

é[/gk(z)dz = igk(z)dz =/yg(z)dz.

Y k=0
Integral als Grenzwert von Riemann-Summen. Sei y : X — C ein Weg und
g : y[X] — C ecine stetige Funktion. Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daB3 fiir
jede endliche Folge

a=l=n1=h="""Sh 1=k =lk="""SIn1=Tn=Iln=

von Punkten aus X = [a,b], welche tx — txz—; < 6 fiir alle k € {1,...,m} erfil-
len, die Differenz des Integrals lings des Weges y und der Riemann-Summe lings des
Streckenzuges o : X — C entlang der Punkte

y(@) =y@),.... v, ..., y(tm) = y(b)
aus dem Bild y[X] des Weges y folgender Abschiatzung gentigt:

/g(z) dz =) g((@)(y () — y(te-1))| < e.
Y k=1



