Vorlesung 23
Isolierte Singularititen komplexer Funktionen

Seien eine offene Menge U C C, ein Punkt z, € C sowie Radien ry, r; € R mit
0 < ro < ry gegeben, so daB3 der abgeschlossene Kreisring {z eC|ro<l|z—2z0| < rl}
um den Mittelpunkt zo € C mit dem inneren Radius ro und dem duBleren Radius r;
in U liegt. Ferner definiert man die beiden Kreislinien yy, y; : [0,27] — C in U durch
Yo(t) = zo + ro Exp(it) und y;(¢t) = zo + r1 Exp(iz) fiir ¢ € [0, 2x].

Integralformel von Cauchy fiir Kreisringe. Ist f : U — C eine analytische Funk-
tion, so ist die fiir einen beliebig gegebenen Punkt z € C mit ry < |z — z¢| < ry durch

© w fir{ € U mit ¢ # z,
g =
Df(z) fir{ e Umit ¢ = z,

definierte Funktion g : U — C analytisch. Man erhilt vermoge
o(t, &) =zo + (1 — &)ro Exp(it) + &ry Exp(it) firt € [0,2x], & € [0, 1],

eine geschlossene Deformation ¢ : [0,2x] x [0, 1] — C von y, in y; innerhalb von U.
Nach dem Integralsatz von Cauchy gilt somit fyl g)dt = fyO g(&)d¢. Da sowohl
ind(yy,z) = 1 als auch ind(yy, z) = 0 gilt, liefert die Darstellung

g = SO _ e fir ¢ € C mit |¢ — zo| = rg oder |C — zo| = 1y
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die Integralformel von Cauchy
1) = 1 f@@d¢ 1 f(©dg

27i J,, -z 27k J,, ¢—z

firjedesz € Cmitrg < |z — zo| < ry.

Nebenteil der Laurent-Entwicklung. Ist f : U — C eine analytische Funktion,
so erhilt man wegen der gleichméBigen Konvergenz der geometrischen Reihe

o0

1 1 Z — Zp k .
= Z( ) fir¢,ze Cmit|z —zo| < |l —2z0| =11

(—z (2= \Tz

durch Integration lings y; die Konvergenz des Nebenteils (ZZ=O ax(z — zo)* ) gegen

00 k o]
1 [ f®dt_ 1 [ f© Z(z—zO) 2e =S a(c — 0
k=0

2ri J,, (—z  2ni " é’—zok=0 ¢ —zo
fir |z — z¢| < r1, wobei die Koeffizienten (aj) durch
1
ag F(O)(& —2z0) % 'de e C fiirk € N U {0} gegeben sind.
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Hauptteil der Laurent-Entwicklung. Ist f : U — C eine analytische Funktion,
so ergibt sich wegen der gleichméfBigen Konvergenz der geometrischen Reihe

1 1 0 ;_ZO k—1
= — Z( ) fﬁralleZ,ZGCmitroz|2)‘_ZO|<|Z_ZO|

—Z zZ—Z zZ—Z
¢ 0 k=1 0

durch Integration langs y, die Konvergenz des Hauptteils (ZZ=1 a_x(z—z9) 7% ) gegen

1 [ f(©d; 1 Q) & (;—ZO)’Hd = "
- — =) ax(z—zo)

2ri Jy, (—z 2xi vo Z = %0 i=i \Z = Zo

fir |z — zo| > ro, wobei die Koeffizienten (a_) durch

a_g FO(C —20)¥'dt e C  fiir k € N gegeben sind.
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Laurent-Entwicklung in Kreisringen. Sei f : U — C eine analytische Funktion.

1. Dann konvergiert die aus Neben- und Hauptteil zusammengesetzte Laurent-
Reihe (Y j_,n ar(z — zo)¥) von f aufgrund der Integralformel von Cauchy fiir jedes
z € Cmitry < |z — z9| < r; im Grenzproze3 n — oo, m — —oo gegen den Wert

o0 o0 o0
fz) = Z ar(z — zo)* = Zak(z —z0)* + Za—k(z —z)* eC.
k=—o00 k=0 k=1
2. Sind auBerdem Koeffizienten b, € C fiir k € Z gegeben, so dal die Laurent-
Reihe (Y3, bi(z — o)) fiir jedes z € C mit ry < |z — zo| < ry im GrenzprozeB3
n — oo, m — —oo ebenfalls gegen den Wert f(z) € C konvergiert, dann gilt ay = bx
fiir jedes k € Z.
3. Seien Grenzen a, b € R des Intervalls X = [a,b] C R mita < b gegeben. Dann
gilt fiir jeden geschlossenen Wegy : X — Cin {z € C | ro < |z — zo| < r1} stets

mawmwM=Z%ff@@—mr“w;fmﬁ@wez.
Y

Laurent-Entwicklung in der Umgebung isolierter Punkte. Seien eine offene Teil-
menge U C C sowie eine analytische Funktion f : U — C, ferner ein isolierter
Punkt zy von C \ U, ein Radius r > 0 mit {z eC|0<|z—2z < r} C U sowie die
Kreislinie y : [0,27] — C durch y(¢) = zo + r Exp(it) fiir ¢ € [0, 27r] gegeben.

1. Dann konvergiert die Laurent-Reihe (Zz=m ax(z — zo)* ) von f um zo mit

@=£l/f@@—m**ﬂec fiir k € Z
7'[]1y

fiir jedes z € C, 0 < |z — zo| < r im GrenzprozeB n — co, m — —oo gegen den Wert
o0

f@ =) arz =20 =) arz-z0"+) aw(z-z)"eC.
k=0

k:—oo k:1
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2. Das Infimum wy(z9) = inf{k € Z | ax # 0} € Z U {—o0, oo} wird als Ordnung
der Singularitdit des isolierten Punktes zo € C \ U von f bezeichnet.

2.1. Im Falle wf (z9) = —oo besitzt f inzg € C \ U eine wesentliche Singularitit.

2.2. Im Falle —oo < wys(z9) < O hat f in zg € C \ U eine Polstelle der Ordnung
k = |ws(zo)| € N. Dabei gilt lim,_, ,,(z — zo)* f(z) = a_ # 0.

2.3. Im Falle wr(z9) > 0 besitzt f in zog € C \ U eine hebbare Singularitiit. Wegen
lim,_,, f(z) = ao tritt gar keine Singularitit auf: Der Nebenteil (3"} _, ax(z — zo)¥)
konvergiert im ganzen Kreis {z € C | |z — zo| < r} gegen die Fortsetzung von f.

2.4. Im Falle 0 < wr(z9) < oo ist zg € C \ U eine Nullstelle von f der Ordnung
k = ws(z9) € N. Dabei gilt lim,_,,,(z — zo) % f(z) = ax # 0.

2.5. Im Falle wy (z9) = oo ist f = 0 die Nullfunktion.

Residuensatz. Seien U C C einfach zusammenhédngend und offen, a, b € R Inter-
vallgrenzen von X = [a,b] C Rmita < bund y : X — C ein geschlossener Weg
in U. Seien ferner zy, ..., z, € U\ y[X] Mittelpunkte sowie r, ..., r, > 0 Radien der
abgeschlossenen Kreise B, = {z eC||z—2z¢ < 7'(} sowie y¢ : [0,27] — C jeweils
die Kreislinie y;(t) = z¢ + r¢ Exp(it) fiirt € [0,27x]und £ € {1,...,n}.

1. Sind die Kreise B, zueinander paarweise disjunkt und gilt B, C U \ y[X] fiir alle
£ e {l,...,n},dann ergibt sich fiir jede analytische Funktion f : U \{z{,...z,} = C
die Integralformel

n

T / feydz =y Az / f(2)dz.

2ri 2l
=1

2. Dafiir £ € {1,...,n} die Laurent-Reihe (Y} _,, ax¢(z — z9)¥) von f um z; mit

Ay = %/ FO(C—z)*FldeeC firkeZ

firjedes z € C, 0 < |z — z¢| < r¢ im GrenzprozeB n — oo, m — —oo gegen den Wert

o0

f@ =Y arz—z0)" =) are(z =20 + ) ar(z—29)* €C
k=0

konvergiert, liefert die obige Integralformel die alternative Darstellung

1 ..
o /y £(2) dz = ;lndm Z0) - ass.



