Vorlesung 3
Komplexe Zahlen

Da es keine reelle Zahl x € R mit der Eigenschaft x?> = —1 gibt, erhebt sich die Frage,
wie man den Korper R der reellen Zahlen zu einem Korper C erweitern kann, so dafl
die Gleichung v? = —1 eine Losung v € C besitzt:

Korper der komplexen Zahlen. Die Menge C = R x R mit den beiden Abbildun-
gen Addition bzw. Multiplikation, welche jedem (a, b), (c,d) € C jeweils die
Summe (a,b) + (c¢,d) = (a +c,b + d) € C bzw. das
Produkt (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc) € C
zuordnet, bildet den Korper C der komplexen Zahlen mit dem
1. Nullelement 0 = (0,0) € C, Einselement 1 = (1,0) € C,
2. Additiv Inversen —(a, b) = (—a,—b) € C zu (a,b) € C,
3. Multiplikativ Inversen
@b = s = (g ) SC\O @b e o)
Definiert man noch eine skalare Multiplikation, die jedem (a,b) € C und A € R das
Skalare Vielfache A(a,b) = (Aa,Ab) € C zuordnet,
so bildet C einen /inearen Raum mit Addition und skalarer Multiplikation tiber R.

Teilkorper der reellen Zahlen. Im Teilkorper Co = {(a,0) € C | a € R} von C
erhilt man offenbar fiir alle a, ¢ € R als

Summe (a,0) + (¢,0) = (a + ¢,0) € Cy,

Produkt (a,0) - (c,0) = (ac,0) € C,.
Durch f((a,0)) = a € R fiir (a,0) € Cy wird somit eine Bijektion f von Cy auf R
mit f((a,0)+(c,0)) = f((a,0))+ f((c,0)) und f((a,0)-(c,0)) = f((a,0))f((c.0))
fur (a, 0), (c,0) € C, definiert, das heil3t, man kann den Korper C als eine (ungeord-
nete, zweidimensionale) Erweiterung des Korpers R ansehen.

Real- und Imaginarteil. Fiihrt man neben der reellen Einheit 1 = (1,0) € C noch
die imagincire Einheit i = (0, 1) € C ein, dann gilt i = (—1,0) = —1. Die Koordina-
ten a = Re(v), b = Im(v) € R heiBBen Realteil bzw. Imagindrteil von v = (a,b) € C.

Komplexe Konjugation und absoluter Betrag. Fiir v = (a,b) € C bildet man das
komplex Konjugierte v = (a,—b) € C und den absoluten Betrag |v| = va? + b? € R.
l.Esgitv+w=v+wundv-w =7v-w firallev,w € C.
2. Esgilt v +v = (2Re(v),0) sowie v — v = (0,2 Im(v)) fiir alle v € C.
3. Es gilt |v| = |v| > 0 fiir alle v € C und insbesondere |v| > 0, falls v # 0.
4. Bsgilt |v-w| = |v||lw|und v-v = (Jv|?,0) fiir alle v, w € C.
5. Es gilt ‘|v| — |w|} <|v—w|und |v + w| < |v| + |w| fir alle v, w € C.
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Polarkoordinaten. Fiir jedes v € C gibt es eine Darstellung v = (r cosa, r sin«)
in Polarkoordinaten (r, @) € [0, o0[ x [0, 2x[, die im Falle v = (a,b) # 0 eindeutig

durch r = |v| = v/a? + b? > 0 sowie cosa = oy und sino = f;—| bestimmt werden.

Produktformeln. Diese Darstellung ist besonders fiir Produkte komplexer Zahlen
geeignet, denn ist aulBerdem w = (pcos B, psinB) € C mit (p, B) € [0, 00[ x [0, 27|
gegeben, so gilt aufgrund der Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen

v-w = (rcosa,rsina) - (pcos B, psinf)
= (rp(cosacos B —sina sin B), rp (sine cos B + sin f cos )

= (rpcos(a + B), rpsin(a + B)),

woraus sich die Moivre-Formel v* = (r" cosna, r” sinna) € C fiir n € Z ergibt.

Wurzeln. 1. Die Gleichung v” = 1 besitzt fiir n € N genau n verschiedene Losungen
Vg, U1,...,VU,—1 € C, die man als n-te Einheitswurzeln

vk = (cos(2wk/n),sin2rk/n)) € C firk € {0,1,...,.n—1}

bezeichnet und fiir die offenbar vy = 1 sowie vy = v¥ und |vx| = 1 gilt.
2. Istw = (rcosa,rsina) € C\ {0} mit (r,a) € ]0, o0[ x [0, 27| gegeben, dann ist

uo = (r'/" cos(a/n), r'/" sin(e/n)) € C \ {0}

eine Losung der Gleichung u” = w fir n € N. Mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln
vx € C erhdlt man fir k € {0, 1,...,n — 1} alle n verschiedenen Losungen

uk = g - vk = (r'/" cos((a + 27k)/n), r'/" sin((« + 27k)/n)) € C \ {0}

der Gleichung u” = w, dennes gilt uy = ug-vy = w-1=w.
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Geraden und Strecken. Seien vy, vy, v3, v4 € C mit v; # v, und v; # v4 gegeben.

1. Die Menge G(vi,v2) = {(1 —A)vi + Av, € C | A € R} wird als Gerade durch
die Punkte v; und v, bezeichnet.

2. Die Menge {(1 —AMvy+Av, e C | A €0, 1]} wird Strecke mit den Endpunkten
vy, und v, genannt.

3. Die Geraden G(vq,v;) und G(vs,v4) sind genau dann parallel, wenn es eine
reelle Zahl A € R\ {0} gibt, so daBB v, — vy = A(v4 — v3) gilt.

4. Die Geraden G(vy, v2) und G(vs, v4) stehen genau dann senkrecht aufeinander,
wenn eine reelle Zahl A € R \ {0} existiert, so dal3 v, — vy = Al(vq — v3) gilt.

Kreise und Kreislinien. 1. Die Menge {v € C | |[v —vo| < r} heiBt offener Kreis mit
dem Mittelpunkt vg € C und dem Radius r € R, r > 0.

2. Die Menge {v € C | |v — vo| < r} wird abgeschlossener Kreis mit dem Mittel-
punkt vy € C und dem Radius r € R, r > 0 genannt.

3. Die Menge {v € C | |[v — vo| = r} heiBit Kreislinie um den Mittelpunkt vy € C
mit dem Radiusr € R, r > 0.

Offene und abgeschlossene Mengen. 1. Eine Menge U C C heil}t offen, wenn
es fir jedes vg € U einen Radius r € R mit r > 0 gibt, so dal3 der offene Kreis
{veC||v—uvo| <r}inU enthalten ist.

2. Eine Menge U C C heil3t abgeschlossen, wenn die Menge C \ U offen ist.

3. Die Menge U C C wird als beschrinkt bezeichnet, wenn es einen Radius r € R
mit r > 0 gibt, so daB U im offenen Kreis {v € C | |v| < r} enthalten ist.

Vollstandigkeit. Jede absteigende Folge U; D U, D -+ D Ui D --- ineinanderge-
schachtelter, beschrankter und abgeschlossener Mengen U, C C hat einen nichtlee-
ren Durchschnitt Ngeny Ui # 9.



