Vorlesung 5
Zahlenreihen

Zu jeder Zahlenfolge (a;) mit Gliedern ax in K = R oder K = C fiir k € N U {0}
kann man eine Zahlenfolge (s,) von Teilsummen s, = >, _, ax € K firn € N U {0}
betrachten, die man als Zahlenreihe (ZZ=0 ak) mit Summanden a; € K bezeichnet.
Manche Zahlenreihen ()" _, ax) beginnen mitunter erst mit dem Index £ € N U {0}.

Konvergenz und absolute Konvergenz. 1. Eine Reihe ("} _ ax) heil3t konvergent,
wenn sie als Folge ihrer Teilsummen konvergiert. In diesem Falle wird der Grenzwert
limy o0 Y pp ak € K als Summe Y ;- ax € K der Reihe bezeichnet.

2. Eine Reihe wird divergent genannt, wenn sie nicht konvergent ist.

3. Eine Reihe ()"} _, ax) heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe (}_;_, |ax|) re-
eller Zahlen mit den Summanden |ax| > 0 konvergiert.

Cauchy-Kriterium. 1. Die Reihe (ZZ:O ak) konvergiert genau dann, wenn es fiir
jedes e > Oeinng € N gibt, so daB |>}_, ax| < efirallem,n € N,m > n > n, gilt.
2. Ist eine Reihe ()"} _, ax) konvergent, dann gilt stets limg_,o ax = 0.
3. Konvergiert eine Reihe absolut, dann ist sie auch konvergent.

Majorantenkriterium. Die Reihe (}_;_, ax) konvergiert absolut, wenn es eine Fol-
ge (by) reeller Summanden und ein £ € N U {0} gibt, so daB} fiir die Summanden
lax| < by fur alle k € N U {0}, k > £ gilt und die Reihe (3" _, bx) konvergiert. In
diesem Falle gilt Y 72, lax| < > j_y bx.

Wurzelkriterium. Die Reihe (}°;_, ax) konvergiert absolut (bzw. divergiert), wenn
die Bedingung lim sup;_, o v/|ax| < 1 (bzw. limsup;_,, v/|ax| > 1) erfiillt ist.

Quotientenkriterium. Die Reihe () _, ax) konvergiert absolut (bzw. divergiert),

wenn die Bedingung limg ;o0 % < 1 (bzw. limg o0 % > 1) erfillt ist.

Dirichlet-Kriterium. Ist die Reihe (ZZ:O ak) beschrinkt und (dx) eine monotone
Folge reeller Zahlen mit limy_, o, dr = 0, dann konvergiert die Reihe (ZZ=O a’kak).

Abel-Kriterium. Konvergiert die Reihe (}_;_, ax) und ist (dx) eine monotone und
beschrankte Folge reeller Zahlen, so konvergiert die Reihe () _, diak).

Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen. Die Reihe () ;_,ax) reeller Zah-
len konvergiert, wenn die Folge (ax) der Summanden die alternierende Eigenschaft
ax—1ar < 0 fiir alle k € N besitzt und die Folge (Jax|) der Betrage monoton fallt
sowie gegen limy o |ax| = 0 konvergiert.
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Harmonische Reihe. Die Reihe (3} ;_,(—1)¥*!1) erfiillt das Leibniz-Kriterium fiir
alternierende Reihen und ist somit konvergent, aber nicht absolut konvergent: Die
harmonische Reihe (3 _;_, ) divergiert, denn fiir alle £ € N gilt die Abschétzung
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Linearkombination konvergenter Reihen. Sind (}_;_,ax) und (3_;_, bx) zwei
konvergente Reihen, so konvergiert die Reihe (3"} _,(xax + ybi)) gegen die Summe
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Multiplikation absolut konvergenter Reihen. Sind (},_ Oam) und (37—, bx)

absolut konvergente Reihen, dann konvergiert die Reihe (Zk -0 Z 0 Ambi— m) der
Cauchy-Produkte absolut gegen das Produkt der Summen
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Geometrische Reihen. 1. Da fiir geometrlsche Summen stets

Zx

fir jedes x € K mit |x| < 1 gllt, folgt mit lim, ., x" = 0, daB in diesem Falle die
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geometrische Reihe (Y 7_, x*) gegen die Summe
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2. Sei £ € N U {0} vorgegeben. Dann konvergiert die Reihe (ZZ=O kexk) flr jedes
x € Kmit |x| < 1 absolut, denn das Quotientenkriterium liefert in diesem Falle
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e K konvergiert.

3. Die Exponentialreihe (3" _, ’,“C—]:) konvergiert absolut fiir alle x € K, denn auf-
grund des Quotientenkriteriums ergibt sich
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