Vorlesung 6
Funktionenfolgen und Potenzreihen

Eine Folge ( f,) von Funktionen f, : X — K, welche fiir allen € N den gemeinsamen
Definitionsbereich X C K besitzen, wird als Funktionenfolge bezeichnet. Offenbar ist
dann (f,(x)) fir jedes x € X eine Zahlenfolge in K. Dementsprechend nennt man
Reihen (}";_, fx) mit Funktionen f; : X — K als Summanden Funktionenreihen,
wobei (D% _, fi(x)) fiir jedes x € X eine Zahlenreihe in K ist.

Punktweise und gleichméaBlige Konvergenz. 1. Eine Folge ( f,) von Funktionen
fn + X — K heilit punktweise konvergent, wenn eine Grenzfunktion f : X — K
derart existiert, dal3 es fiir jedes x € X und jedes ¢ > 0 ein ny € N gibt, so dal
| fn(x) — f(x)| < efiirallen € N mit n > ng gilt, das heillt, dal3 die Zahlenfolge
(fn(x)) fiir jedes x € X gegen den Grenzwert f(x) € K konvergiert.

2. Eine Folge ( f,,) von Funktionen f, : X — K heilBt gleichmdifSig konvergent, wenn
es eine Grenzfunktion f : X — K gibt, so daB fiir jedes ¢ > 0 ein ny € N derart
existiert, daB | /,,(x) — f(x)| < efiirallen € N mit n > no und jedes x € X gilt.

Cauchy-Kriterium. Eine Folge ( f,) von Funktionen f, : X — K konvergiert genau
dann gleichmiaBig, wenn es fiir jedes e > O einny € N gibt, sodal | f,,(x)— fu(x)| < &
fir alle m, n € N mit m, n > ny und jedes x € X gilt.

Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. 1. Sei ( f,) eine gegebene Folge von Funk-
tionen f, : X — K, die gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion f : X — K konver-
giert, ferner (x¢) eine Zahlenfolge in X derart, daB fiir jedes festgehaltene n € N die
Zahlenfolge ( f,,(x¢)) gegen einen Grenzwert limy_.o f»(x¢) € K konvergiert. Dann
sind auch die Zahlenfolgen ( f(x¢)) und (limy— o f5(x¢)) konvergent, und es gilt

lim f(x¢) = lim lim f,(x¢) = lim lim f,(xe).
{—o00 {—00 n—>00 n—>00 {—00

Geometrischen Folgen. 1. Sei die Folge ( f,) von Funktionen f, : [0, 1] — R durch
fa(x) = x" fir x € [0,1], n € N gegeben. Die Funktionenfolge ( f,) konvergiert
punktweise gegen die durch f(x) = 0 fir x € [0,1] sowie f(x) = 1 fiir x = 1
definierte Grenzfunktion f : [0, 1] — R, aber nicht gleichmaBig, denn fiir die durch
x¢=1-— % € [0, 1] fiir £ € N definierte Folge (x,) gelten die Beziehungen

lim lim f,(x;) =0 und lim f,(x;) =1 fiir jedesn € N.
£—00 n—>00 {—o00

2. Jedoch konvergiert die Funktionenfolge ( f,) fiir jedes vorgegebene 6 € |0, 1]
im verkiirzten Intervall [0, §] gleichmadBig gegen f, da fiir jedes ¢ > O einng € N
mit 6”0 < ¢ existiert und somit fiir alle n € N mit n > no und alle x € [0, §] stets
| fa(x) = f(x)] = |x"] = 6" = 6" < e gilt.
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WeierstraB-Majorantenkriterium. Existiert zu einer Funktionenreihe (Y} ¢_, /)
mit den Summanden f; : X — K eine konvergente Reihe (} ;_, ax) mit reellen
Summanden a; € R, so daB | fx(x)| < ax fiir alle k € N U {0} und jedes x € X gilt,
dann konvergiert die Funktionenreihe ()" _, fx) gleichméBig.

Potenzreihen. 1. Sei eine Folge (a) mit den Gliedern a; € K fiir k € N U {0} sowie
xo € K gegeben. Dann nennt man die Folge (s,) von Funktionen s, : K — K, die
durch die Teilsummen s, (x) = Y ;_, ar(x — xo)¥ fiir x € K und n € N U{0} definiert
werden, die Potenzreihe um den Mittelpunkt xo € K mit den Koeffizienten (ay).

2. Konvergiert die Reihe (s,(x)) flir ein x = x; € K mit x; # xo, so konvergiert sie
fiir jedes x € K mit |x — xo| < |x1 — xo| absolut.

3. Divergiert die Reihe (s, (x)) fiir ein x = x; € K mit x; # xo, dann divergiert sie
fiir jedes x € K mit |x — xo| > |x1 — Xxo].

Konvergenzradius. Als Konvergenzradius R > 0 der Potenzreihe (s,) um den Mit-
telpunkt xo € K mit den Koeffizienten (ay) definiert man

0, falls die Folge ({/]ax|) unbeschrankt ist,
R =< o0, falls limg o0 V/|ax| = O gilt,

1/limsupy_,o v/|ax|, fallslimsup,_ . V/|ax| €]0, ool

1. Im Falle R = 0 divergiert die Reihe (s, (x)) fiir jedes x € K mit x # xo.

2. Falls R = oo gilt, so konvergiert die Rethe (s,(x)) fir jedes x € K absolut. Die
Potenzreihe (s,) konvergiert fiir jedes r > 0 gleichméBigin {x € K | |x — xo| < r}.

3. Gilt R €]0, oo, so ist die Reihe (s, (x)) fiir alle x € K mit |x — x¢| < R absolut
konvergent und fiir jedes x € K mit |[x — xo| > R divergent. Die Potenzreihe (s;)
konvergiert fiir jedes r € ]0, R[ gleichmaBigin {x € K | |x — xo| < r}.

Konvergenzverhalten am Rande. Hat die Potenzreihe (s,) den Konvergenzradius
R € ]0, oo[ und konvergiert die Reihe (s,(x)) auBerdem noch fiir einen Randpunkt
x = x; € Kmit |x; — xo| = R, so konvergiert die Potenzreihe (s,) auch gleichmaBig
in der Strecke {(1 — A)xo + Ax; € K | A € [0, 1]} mit den Endpunkten xo und x;.

Geometrische Reihen. Seien die geometrischen Teilsummen s, : [—1, 1] — R durch
sn(X) =D ko x* fiir x € [-1,1] und n € N definiert. Die Potenzreihe (s,) konver-
giert fiir r € ]0, 1] gleichmiBig in [—r, ] gegen die durch s(x) = ﬁ fir x € |-1,1]
definierte Grenzfunktion s : |—1,1[ — R, aber nicht gleichmiBig in ]—1, 1[, denn
definiert man die Folge (x;) durch x; = ; — 1 € ]-1, I[ fiir £ € N, so erhilt man

elim lim s,(x¢) = % und elim Son(xe) =1, elim San+1(x¢) = 0 fiirallen € N.
—>00 B—>00 —00 —00
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Identitat von Potenzreihen. Gilt fiir zwei Potenzreihen um den Mittelpunkt xo € K
mit den Koeffizienten (ax) bzw. (br) und den Konvergenzradien R > 0 bzw. S > 0

> ar(x —x0)* =) br(x —xp)¢ fiiralle x € K, |x — xo| < min{R, S},
k=0 k=0

dann folgt daraus die Gleichheit der Koeffizienten a; = by fiir alle k € N U {0}.

Linearkombination von Potenzreihen. Seien zwei Potenzreihen um den Mittel-
punkt xo € K mit den Koeffizienten (ax) bzw. (br) und den Konvergenzradien R > 0
bzw. S > 0 sowie zwei Zahlen y, z € K vorgegeben. Dann hat die Potenzreihe um
den Mittelpunkt xo € K mit den Koeffizienten (yay + zby) einen Konvergenzradius
P > min{R, S}, und fiir alle x € K mit |[x — xo| < min{R, S} gilt

D ar + zb)(x —xo)* =y Y ar(x —x0) +2 ) b(x —x0)".
k=0 k=0 k=0

Multiplikation von Potenzreihen. Seien zwei Potenzreihen um den Mittelpunkt
xo € K mit den Koeffizienten (ay) bzw. (bx) und den Konvergenzradien R > 0 bzw.
S > 0 gegeben. Dann besitzt die Potenzreihe um den Mittelpunkt xo € K mit den
Koeffizienten (ZZ=O ambk_m) einen Konvergenzradius P > min{R, S}, und fiir alle
x € K mit |[x — xo| < min{R, S} gilt

oo k 00 00
DD ambim(x —x0) = am(x —x0)" - Y be(x = xo)*.
m=0 k=0

k=0m=0



