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Inhalt:

Ein topologischer Raum ist eine Verallgemeinerung eines metrischen Raumes, indem man
immer noch in grofftmoglicher Allgemeinheit von stetigen Abbildungen sprechen kann.
Wir werden uns zuerst kurz mit mengentheoretischer Topologie beschéftigen. Dabei wer-
den Konstruktionsmethoden von topologischen Rdumen eingefiihrt und Eigenschaften von
diesen untersucht, die unter Homéomorphismen (bijektiven beidseitig stetigen Abbildun-
gen) erhalten bleiben.

Der Rest der Vorlesung wird eine elementare Einfithrung in die Methoden und Ergebnisse
der algebraischen Topologie geben. Dabei besteht die grundsétzliche Idee darin, topologi-
sche Rdume zu unterscheiden, indem man ihnen algebraische Invarianten (Zahlen, Grup-
pen, ...) zuordnet, die man leichter unterscheiden kann. Wir werden uns dabei hiufig auf
die etwas einfachere, aber immer noch sehr allgemeine Situation einschrianken, in welcher
die Rdume die kombinatorische Struktur eines Simplizialkomplexes tragen.

Ziel der Vorlesung ist insbesondere die Entwicklung der Fundamentalgruppe und der
simplizialen Homologietheorie. Mit diesen Invarianten werden wir zum Beispiel einen
vollstédndigen Beweis des Klassifikationssatzes fiir Flichen liefern. Wir werden aber von
Anfang an auch Anwendungen aus anderen Bereichen in den Vordergrund stellen, zum Bei-
spiel aus der geometrischen Topologie (Heegaard-Zerlegungen von 3-Mannigfaltigkeiten),
aus der Differentialtopologie (Satz vom Igel), aus der Algebra (Fundamentalsatz der Al-
gebra, jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei), aus der Analysis (Brouwerscher
Fixpunktsatz), aus der Gastronomie (Schinken-Sandwich-Theorem) und der Meteorolo-
gie: Auf der Erde gibt es stets zwei antipodale Punkte, an denen die gleiche Temperatur
und Luftfeuchtigkeit herrschen.

Voraussetzungen:

Vorausgesetzt werden die Anféngervorlesungen (Analysis I, IT und Lineare Algebra I, II),
insbesondere erste topologische Grundbegriffe (offene Mengen, Stetigkeit, Kompaktheit)
und elementare Algebra (Gruppen, Homomorphismen).
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1 Uberblick

» Ziel: Klassifikation von topologischen Raumen.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q), wobei X eine Menge ist und O ¢ P(X)
(Potenzmenge von X), sodass

(i) 9,XeO
(11) U1 N U2 € O fur alle Ul,UQ €O
(iii) U; e O firalleiel = UYU; €O

iel

Eine Menge U € O nennen wir offen. Eine Menge A c X heifit abgeschlossen, falls
X \ A offen ist.

Notation: (X, 0) = X. Wir unterdriicken also im Folgenden immer die Topologie.

Beispiele: R”; metrische Réume (X,d); Flichen wie S? (Oberfliche der Einheitskugel),
Torus, ...

f:X - Y heiBt stetig < VYU Y offen gilt f~1(U) ist offen.
f:X - Y heift Homéomorphismus < f ist bijektiv und f und f~! sind stetig.

NQ@@%XQY

Beispiele:

1R

()

Satz 1.1 (Flichen-Klassifikationssatz)

Jede Fléche (wobei dieser Begriff spéter prazisiert werden muss) ist homéomorph zu
genau einer der Folgenden: S?, Torus, (*),... mit Geschlecht 0, 1, 2, ... (Anzahl der
"Locher”)



Topologische Invarianten:
{ topologische Rédume } —{ algebraische Objekte }
homoomorphe Riaume ~ gleiche (isomorphe) Objekte
(Z.B. Fléchen, Mannigfaltigkeiten) (Z.B. Zahlen, Gruppen )
simpliziale Komplexe Vektorrdume, Algebren

Topologische Eigenschaften sind Eigenschaften, die unter Homdomorphismen erhalten
bleiben.

2.1 Definition des Zusammenhangs

X heifit zusammenhiingend (zshgd) < es gibt keine offenen Mengen U,V c X mit
) UVze ()UuV=X (i)UnV=0.

Falls U,V mit (i)-(iii) existieren, so wird X von U,V getrennt. Ein maximal zshgd
Teilraum heifit Zusammenhangskomponente.

Beispiele:
(1) Y :=[1,2] u[3,4] ist nicht zshgd.
(2) X :=[1,2] c R ist zshgd. (Was per Widerspruchsbeweis unter Ausnutzung der Ei-

genschaften des Supremums in R zu sehen ist.)

Immer unter der induzierten Teilraumtopologie:

Sei Y ¢ X. Die Teilraumtopologie ist definiert durch:
U cY ist offen < JU c X offen mit UnY =U.

Lemma 2.1

Sei f: X - Y stetig und X zshgd = f(X) ist zshgd. Insbesondere ist Zusam-
menhéngend eine topologische Eigenschaft.

Beweis:

Angenommen f(X) ist nicht zshgd. Dann existieren U,V c Y offen (nach Def. der Teil-
raumtopologie), sodass U UV = f(X) und UnV = @. Mit der Stetigkeit von f wiirden
FHU), £7Y(V) auch offen in X sein und somit X trennen. O

2.2 Anwendungen




Satz 2.2 (Brouwerscher Fixpunktsatz)

Ist f:[0,1] - [0, 1] stetig, so besitzt f einen Fixpunkt.

Beweis:
Angenommen f hat keinen Fixpunkt. Betrachte dann g¢(t) := % g ist stetig mit
9([0,1]) ={-1,1}. 4 zu Lemma 1, da {1} u {-1} nicht zshgd ist. O

Satz 2.3 (Borsuk-Ulam)

Ist f: S —» R stetig, wobei S! := {2z € C||z| = 1}. Dann existiert ein Antipodenpaar
z,—x e St mit f(z) = f(-x).

Beweis:

Angenommen fiir alle x € St gilt f(x) # f(-2). Dann betrachte g : S* — {~1,1}, g(t) :=

%. Falls g(x) = £1, so g(—z) = ¥1, also ist g surjektiv. 4 zu Lemma 1. O

Satz 2.4 (Schinken-Sandwich)

Seien A, B ¢ R? beschriinkt und Lebesgue-messbar. Dann existiert eine Gerade, die
sowohl A als auch B in zwei Mengen gleichen Mafes teilt.

Beweis:

Zu jeder Richtung x € S' wihle eine gerichtete Gerade I, € R?, die A in zwei Teile
gleichen Mafles zerlegt. (Diese Gerade ist natiirlich nicht eindeutig.) Setze dazu V, :=

(Halbebene links von [,) und betrachte f(x) := %@‘?).

Wir kénnen die I, so wéhlen, dass x — [, stetig ist und [, = —I_, und somit ist nach dem
Satz iiber Parameterintegrale f : ST — [0, 1] stetig. (Der Beweis dieser Aussagen ist eine
Ubungssaufgabe.)

22 30 ¢ S mit f(z) = f(~2) = 1- f(xz)

= f(z) = % = f(-x), also halbiert I, A und B. O

3.1 Die Quotiententopologie

Beispiele: Quotientenriume von [0,1] x [0,1]

(1) Mobiusband



i

(2) Torus
SIS

(3) Kleinsche Flasche

)

Sei X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation. Dann bezeichnet [x]:= Aquivalenzklasse
von z € X in der Menge X/. der Aquivalenzklassen.
Es ist 7: X - X/.,x — [x] die kanonische Projektion.

Sei X ein topologischer Raum. X /. heift Quotientenraum. In der Quotientento-
pologie ist U c X/.. offen < 77 1(U) € X ist offen.

\4
Y

»
>
»-

Y

»

Bemerkung:
Statt ~ kann man auch die AK angeben. Betrachte z. B. X =[0,1] x [0,1] mit X /. = T?.

Die Aquivalenzklassen sind dann
{(070)7(071)?(170)’(17 1)}
{(2,0),(z,1)[0 <z <1}
{(0,y), (Ly)[0<y <1}
{(z,y)} VO<z,y<1

3.2 Kompaktheit und die Hausdorff-Eigenschaft




X heifit kompakt < fiir jede Familie {U;};c; mit offenen U; ¢ X und UU; = X
iel

S
existiert ein s € N, sodass U U;; = X (ij € I).
7=1

[M.a.W: Zu jeder offenen Uberdeckung von X findet man eine endliche Teiliiberdeckung.]

Satz 3.1
X c R" ist kompakt < X ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis:

7 <=": Heine-Borel
7=":Sei B}'(0) = {x e R"||z| <7}, dann gilt X c R" = U B}(0).
keN
k
Da X kompakt ist, existiert ko € N, sodass X c UO B;(0) = By, (0), also ist X beschrénkt.
k=1

Sei y € R"\X. Setze Uy := R"\B}},(y). Dann gilt X ¢ R"\{y} = U U. Da X kompakt
keN
2
existiert ein kg € N, sodass X c L(,I) Uy = R”\B{L/k (y). Somit ist die offene Menge B?/k (y) c
k:1 9] 0
R™\ X, also ist X abgeschlossen. O

Lemma 3.2
Sei f: X - Y stetig, X kompakt. Dann ist f(X) c Y kompakt.

Beweis:
Sei {U; }ier, Us € Y offen eine Uberdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist {f~2(U;) }ier eine
offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X existieren 41, ..., € I, sodass

k k
XU fH(U,) = f(X)c UU,. O
7=1 7=1
Korollar 3.3
Ist X zshgd bzw. kompakt, so ist auch X /. zshgd bzw. kompakt.

Beweis:
X/.=m(X) und 7 ist stetig. (Verwende Lemma 2.1 und 3.2.) O

X heifit Hausdorff-Raum <« Vz,y € X mit x # y existieren Umgebungen U,,U,,
sodass U, nU, = @.

U, c¢ X heiit Umgebung von x, wenn eine offene Menge V c X existiert, sodass
rzeVclU,.

Beispiel: Alle metrischen Rdume sind Hausdorffsch.



Lemma 3.4

Sei X Hausdorffsch und p € X. Dann ist {p} ¢ X abgeschlossen.

Beweis:
Sei g € X\{p} beliebig. Da X Hausdorffsch, existieren U,, U, offen in X mit U, nU, = @.
Damit gilt p ¢ U, = U, c X\{p} fiir alle ¢ € X\{p}, also ist {p} abgeschlossen. O

Korollar 3.5
Ist X /. Hausdorffsch = Vz € X ist {y € X |z ~ y} ¢ X abgeschlossen.

Bemerkung: Dies ist i.A. nicht hinreichend. (Ein einfaches Beispiel wurde in der VL dis-
kutiert.)

Lemma 3.6

Sei f: X — Y stetig und bijektiv, X kompakt, Y Hausdorffsch. Dann ist f~' stetig,
also f ist Homdomorphismus.

Beweis:

Blatt 2 Aufgabe 2c) O

3.3 Zusammenschlagen eines Teilraumes

Sei @+ Ac X. Setze X/a :=X/.,, wobel x vp y i< (x=y) V(X,y € A).

” X/ 4 entsteht aus X durch Zusammenschlagen von A”.

Beispiele:
CX =X x[0,1]/xx1 Y X = X x [-1 1]/ xe 1y, xx{-1}
(Kegel iiber X) (Einhéingung von X)
1 1
T 7
0 0 -1

3.4 Zusammenkleben von Raumen




Seien X, Y topologische Réume, @ # Ac X und ¢ : A - Y stetig. Esist Y u, X := (X +
Y)/., wobei X +Y die topologische Summe ist [anschaulich: Nebeneinanderstellen
der Rdume| und x ~ p(x) 1< x € A.

"Y u, X entsteht durch Anheften von X an Y mittels ¢”.

Beispiele:
(1) X=[0,1],Y={p}, A={0,1} c X und p: A > Y, 0> p, L > p.
Anschaulich:
0 1 T, O
P O=p=1

Kommutatives Diagramm hierzu:

[0,1]+{p}
(kompakt)

[0,1] u, {p} : S! c C (Hausdorff)
stetig

(2) Mobiusband
Setze X =[0,1]x[0,1], A={1} x[0,1]und ¢p: A - X, (1,y) » (0,1 —y).
Anschaulich:

10
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3.5 Topologische Gruppen und homogene Riaume

Eine Gruppe G heifit topologische Gruppe, wenn
1. G ist topologischer Raum
2. G- G, g~ g ! ist stetig
3. GxG -G, (g,h) — gh ist stetig

Beispiele: (R, +), (S, -¢), beliebiges G mit diskreter Topologie, (G L, (R),-), ...

"Aus Algebra: Ist H c G eine Untergruppe, so bezeichnet G/H := {g- H|g € G} die
Linksnebenklassen. G/H ist die Menge der AK unter a ~b < b lae

H. \

Ist G eine topologische Gruppe, H c G eine Untergruppe. G/H heifit homogener

Raum.

Beispiele:
Sei G =(R?,+), H=7?>cR* und a ~ b:<= a-beZ? Dann G/H = R?/7* =~ T?.

3.6 Orbitrdume

Sei G eine topologische Gruppe, X eine topologischer Raum. Eine Operation von G
auf X ist eine stetige Abbildung G x X — X, (g,z) ~ gz, sodass

(i) ex=x, Vo eX
(i) g1(927) = (q192)7, Yg1,92€ G, v € X

Anders formuliert: G — Homoo(X), g = (« = gx) ist ein Gruppenhomomorphismus.

X ist ein G-Raum und Gz := {gx|g € G} c X heifit Bahn oder Orbit von z € X.
X/G:= X].q unter x ~g y <>y € Gx < g € G mit gz =y heift Orbitraum.

11



Beispiele:
St operiert auf S? ¢ R? durch Drehung um die z-Achse mittels der Abb. S x §% —
S2, (" (r,p,2)) = (7,0 + ©, 2). Die Orbits entsprechen den Breitenkreisen und der Or-
bitraum ist homéomorph zu [-1,1].
Kommutatives Diagramm hierzu:
S? cR?
(kompakt)

S2/§t -5 [-1,1] ¢ R (Hausdorff)
induziert stetige

und bijektive Abb

G, :={g € G|gr = 2} heifit Stabilisator oder Isotropiegruppe von x € X.

Lemma 3.7
Die Abbildung G/G, — Gz, gG, — gz ist stetig und bijektiv.

Beweis:

Seien g, h € G, sodass gG, = hG, < h = ga fiir ein a € G, = hx = (ga)z = g(ax) = gx.

Seien g,h € G mit gz = ha. Dann h gz =2 = h™lge G, = hG, = gG,.

« Surjektivitt: (ist Klar)

G

Stas.
WJ'XQJ

G|Gy — Gz

Folgt also mit Blatt 2 Aufgabe lc.

Beispiele:

12



SO(n + 1) operiert auf S™.
Insbesondere gilt SO(n + 1)z = S™ und “
SO(n+1); = SO(n) = SO(n+1)/SO(n) =

X,Y, Z,... topo. Rdume
f, 9, h,... stetige Abbildungen
I :=[0,1]

4.1 Homotope Abbildungen

Abbildungen f,g : X — Y heiflen homotop relativ zu A ¢ X < es existiert eine
stetige Abb. F': X x I - Y mit

P9 - S0,
Flo ) =g "
F(a,t) = f(a)=g(a) VaeAjtel

Notation: f 2p g rel(A). F heilt Homotopie zwischen f und g.

Do € A
1 g
a ffffffffff
0 f
X p1 € A
Beispiele:

(1) Sind f,g: X - Y konvex, so ist F'(z,t) =(1-1t)- f(x)+t-g(z) eine Homotopie.
(2) Seien f,g: X — S™ c R™! mit f(x) # —g(z) fiir alle z € X. Dann gilt f 2p g vermége
F(z,t) = (1-t)-f(z)+t-g(x)
P (A=) f (@) +tg ()]
Lemma 4.1

Homotop rel(A) zu sein, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

13



(i) Reflexivitét:
Es gilt f2p f mit F(z,t) = f(z).
(ii) Symmetrie:
Ist f %p g, so g 2¢ f mit G(z,t) = F(z,1-1).
(iii) Transitivitét:

Ist f 2p g und g %g h, so auch f 2y h vermoge H(z,t) = {

Lemma 4.2

J
Seien X ?O; Y3z stetig mit fo 2p f1 rel(A) , go 2¢ g1 rel(fo(A)).
1 g1

Dann gilt go o fo 2 g1 0 f1.

Beweis:

o = ¢} 4 o
90 fogoFgo flGo(flxid)gl fi

o

4.2 Konstruktion der Fundamentalgruppe

Eine Schleife in X an z¢ ist u: I - X mit u(0) = zp = u(1).

Die inverse Schleife v~ ! ist gegeben durch u™(s) = u(1 - s).

Das Produkt von Schleifen uy, ..., u, ist gegeben durch uy---u,(s) := u;(n-s—(i-1))
fir = <s<i 1<i<n.

Notation: u ist Schleife von xg € X und [u] := Homotopieklasse von u rel{0,1}.

Satz 4.3

m1(X, o) := {{u] |u ist Schleife an ¢} bildet eine Gruppe, die Fundamentalgruppe
mit Basispunkt xg. Es gilt

(i) [u]fv] = [uv]
(i) [u]™ = [u]

(iii) e = [ey, ], wobei ey, die konstante Schleife ist.

Beweis:
(i) Wohldefiniertheit:

14



Seien u 2p u', v 2g v' rel{0,1}. Dann gilt uv 2y u'v' rel{0,1}, wobei H(s,t) :=
. 1
F(2s,t) , fiir 0< 5 .
G(2s-1,t) , fir $<s<1
Sei u 2 v rel {0,1}. Dann u™! 2g v™! mit G(s,t) := F(1 - s,t).

(i) Assoziativitét:

" Vorbemerkung: Sind ¢1,¢0 : I — I mit f(s)
d1lf0,1y = d2lf0,1y, dann ¢ = @2 rel{0,1} auf
Grund der Konvexitdt von I. j 0.75 {
Es ist ((uv)w)(s) = (uwvw)(¢(s)) mit der Um- 0.5
parametrisierung ¢ 2 id rel{0,1} von L. 0.25 +
22 (uwv)w 2 wow rel{0, 1}. s
Analog u(vw) 2 vow rel{0, 1}. 025 0.5 0.75 1
¢(s)
1%
(ili) Neutrales Element: 075 |
Es ist (eg,u)(s) = u(¢(s)) mit ¢ = id rel{0,1} '
= egou 2 u rel{0,1}. 0.5 |
Analog uez, = u rel{0,1}. 0.25 ¢
f f t S
0.250.50.75 1
¢(s)
1%
(iv) Inverses Element: 0.75 |
Bs ist (uu™1)(s) = u(¢(s)) mit ¢ =0 rel{0,1} )
= uu ey, rel{0,1}. 0.5 |
Analog u™lu 2 e, rel{0,1}. 0.25 |
f f f » S
0.250.50.75 1

Ein Weg von g € X nach z7 € X ist w: I - X mit w(0) = zo,w(1) = x1.

Sind wy, ..., w, Wege mit w;_1(1) = w;(0), dann definiere das Produkt dieser analog
wie fiir Schleifen.

15



Satz 4.4 (,,Hashtag-Abbildung*)

Ein Weg w von z nach z; in X induziert einen Gruppenisomorphismus wy : w1 (X, zo) -

7 (X, 1), [u] = [wluw] mit

(i) wzw rel{0,1} = wy = Wy

U
. , Zo
(i) (€xo)# = i (x,20)
w
(iii) Sei v ein Weg von x1 nach zo = (wv)y = vy o wy .
x1
Beweis:
o Wohldefiniertheit, (i) und (ii): wie im Beweis zu Satz 4.3.
o (iii):

(wo) L] = [(wo) u(wo)] = [0 w ™ wwo] = vy o wy[u]

wy ([ur][u2]) = wyluiug] = [w uuow] = [w uyww  usw] = way [ug Jwylus)
wy (™) g = (W) g = (ex) g = idey (xX00)

(W) pwy = (W) g = (ene) # = idr, (X 20

= (wy) ™= (w )y

X heifit wegzusammenhingend, wenn fiir alle xg,z; € X ein stetiger Weg von xg
nach xj existiert.

Korollar 4.5
Ist X wegzshgd und g, 21 € X, so m (X, z9) 2 m (X, 21).

Notation: : Fiir X wegzshgd schreiben wir 7 (X, zg) = m1(X).

X heifit einfach zusammenhéingend, wenn X wegzshgd ist und m(X) = 1.

Beispiele: : Konvexe Teilmengen vom R" sind einfach zshgd.

16



Satz 4.6 (,,Stern-Abbildung*)
Jedes f: (X, z0) = (Y,yo0) stetig (f(zo) = yo) induziert einen Gruppenhomomorphis-
mus f, : 1 (X, 20) > m(Y,y0), [u] = [f ou] mit

(i) f2frel{z} = f. 2.

(i) (idx )« =idr, (x,20)

(i) g: (Yiyo) = (Z,20) = (9)« = g+ f+

Beweis:
o Wohldefiniertheit: Folgt aus Lemma 2.

fe(lu]lv]) = filuwo] = [f o (uo)] = [(f e w)(f o v)] = fulu]fu[v]

o (i) — (iii) leichte Ubung

Satz 4.7
Sind X =Y wegzshgd, dann 7 (X) 2 m(Y).

Beweis:
Sei f: X =Y ein Homoéomorphismus. Dann gilt
e (f )
m (X, 2z0) — m (Y, f(w0)) — m(X,20)
= (f_l)* ° f* = (f_l ° f)* = (ZdX)* = idw1(X,x0)
Analog: f. o (f71) = idr, (v,y0)
Satz 4.8

Sei X =U UV, wobei U,V offen und einfach zshgd sind und U nV wegzshgd ist. Dann
ist X einfach zshgd.

Korollar 4.9
Fiir n > 2 gilt m(S™) = 1.

Beweis:
Wir konnen schreiben S™ = S™\{N} u S™\{S}. Wende nun Satz 4.8 an.

Lemma 4.10 (Lebesgue Uberdeckungssatz)
Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und {U;};c; eine offene Uberdeckung von
X. Dann 36 > 0 derart, dass fiir alle A ¢ X mit (Durchmesser von A) < § ein ig € [

existiert, sodass A c Uj,.

Beweis:
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Fiir alle z € X existiert 7, > 0, sodass B, (x) c Uy, fiir ein i, € I = {B, jo(x)|x € X} ist
eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, finden wir z1, ..., 2, € X mit

X =B, plx1)v..uB, p(x).
Definiere

d:= min {ry;/2} > 0.

7j=1,..,n
Ist nun A ¢ X mit Durchmesser < ¢, so finden wir ein j € {1,...,n}, sodass fiir alle z € A
gﬂtl’EBTI_/Q(.%'j):>ACBTIV/2($]‘)CU%J_. ]
J J

Beweis zu Satz 4.8:
Waéhle einen Basispunkt zg e UnV. Sei u: I - X eine
Schleife von zg.

Nach Lemma 4.10 existieren 0 = s < 81 < ... < 8y, = 1,

so dass u([si-1,s;]) ganz in U oder ganz in V liegt.

Wihle einen Weg v; fiir ¢ = 1,...,m — 1 von xy nach U

u(s;), der ganz in U liegt, falls u(s;) € U und ganz in

V, falls u(s;) e V. 1%
Setze u;(s) = u(s(s; — si—1) + Si-1). Es gilt dann u =

(w17 ) (viugvgh)..(Vim—1um) Tel{0,1} = u = ey, da

die einzelnen Wegkombinationen in U oder V liegen
und jene einfach zshgd sind.

Satz 4.11
Seien X,Y wegzshgd = m (X xY) 2 m(X) x m (V).
Beispiele: : Fiir n,m > 2, dann w1 (S™ x S™) = 1.

Beweis:
Wiihle Basispunkte xg,yo. Es seien P, : X xY — X und P, : X xY - Y Projektionen.
(X xY)> m(X)xm(Y)
[u]  ~([Proul,[Pyou])
« Wohldefiniertheit: Lemma 4.2

« Homomorphismus: (leichte Ubung)
Sei Ppou=p ez, und P, ou =F ey,
= U €(g ) Vermoge (z,y,t) = (F(x,t),G(y,t)).
Seien ug, uy Schleifen in X bzw. Y. Dann ®((uy,uy)) = (ug, uy).

Setze nun & :
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4.3 Uberlagerungen und Fundamentalgruppen

Ziel: m (S') =2 Z

Idee:
p:R—»Sle(C,SHeQMS
m:R->R/Z=5"

[u] » Weg @ von O nachneZ —»neZ

p:Y - X heiBt Uberlagerung, wenn

(i) p ist stetig und surjektiv

(ii) Fiir alle z € X existiert eine Umgebung U, c X und diskrete Menge F, sodass
folgendes Diagramm kommutiert:

Yop Y(U) —— Uy x F
O
P pr
Uz

Y, := p 1 (U,) heifit Faser fiir ein 2 € X und |F| die Bliitterzahl.

Beispiele:

(1) C\{0} — C\{0}, z » 2" ist n-bldttrige (2) = : S” - RP"™ = S"/Zy (doppelte
Uberlagerung. Uberlagerung)
Veranschaulicht fiir n = 2 sieht dies wie
folgt aus:

=)
1
s
Lemma 4.12 (Hochheben von Wegen)

Sei p : Y - X eine Uberlagerung, v : I - X ein Weg mit u(0) = zg € X und
yoep ' (z9) Y.
Dann existiert genau ein Weg @ : I - Y mit 4(0) = yo und po @ = u.

O \7\).////

n = p
D
_—

1 m X
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Beweis:

Sei {Uj}jes eine offene Uberdeckung von X, sodass
p ' (U;j) 2 Uj x F mit diskreter Menge F.

Dann ist {u™'(U;)}jes eine offene Uberdeckung von I V%

= 30 = 59 < ... < 8 = 1 mit s — sp_1 < I, sodass

[sk-1,Sk] C u‘l(Uj) fur ein j € J = u([sk-1,5%]) c Uj. w(sk_1)

Fiir ein gegebenes 4(si_1) € Y mit p(a(sg-1)) = u(sp-1) X =gl

existiert genau eine stetige Fortsetzung @ : ([sx-1,s;]) = Y
mit pou = u.

Lemma 4.13 (Hochheben von Homotopien)

u(sgp-1) u(sg)

O]

Sei p: Y — X eine Uberlagerung, F eine Homotopie von Wegen in X und £, Hochhe-

bung des Weges F'(-,0).

Dann existiert genau eine F:IxI-Y,sodass das folgende Diagramm kommutiert:

F
Ix{0} ————Y

-

Ix] ——— 3 X
8 r

Beweis:
Analog zu Vorigem (sieche Ubung).

Satz 4.14

1
:Z - FI(SJ 1) ist ein Homo6o. mit ., : r- R
n o~ [pody] s = n-s

¢

Beweis:
o Homomorphismus:

¢(m+n) = [polmn] |
[po (tm - (tn +m))]
[(poim)-(po(in+m))] |
[p o tm][poin]

p(m)o(n)

o Surjektivitat:

T = G - (T + M)

2™ 1 fiir m e Z

Sei [u] € 71(S', 1) beliebig und bemerke, dass p eine Uberlagerung ist.

Es gilt 4(0) = 1 und €*™ = 1 < s € Z. Nach Lemma 4.12 existiert dann ein Weg
@:I—>Rmit a(0) =0und pea=u= (pou)(l)=u(l)=1<n=u(l)eZ DaR
konvex ist, erhalten wir @ = @, rel{0,1}. Damit gilt dann ¢(n) = [pot, ] = [petd] = [u].

o Injektivitat:
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Sei ¢(n) = e € (S, 1), dann ist also p o @, 2p ey rel{0,1} (d.h. F(5,0) = (po
’lln)(s),F(8,1)=1,F(O,t)=1=F(1,t)). N
Nach Lemma 4.13 existiert genau eine Homotopie F', sodass

Fy=1
IX{O}#}{R

-

IXITSJ

kommutiert und F(s, 1), F(O,t),f‘(l, t) € Z. Da F stetig ist, erhalten wir
n=1u,(1) = Fy(1,0) = F(1,0) = F(0,0) = F(0,0) = u,(0) = 0.

Satz 4.15

Sei X einfach zshgd und G eine topologische Gruppe, die diskret auf X wirkt.

" G wirkt diskret auf X, wenn fiir alle x € X eine offene Umgebung U c X
existiert, sodass U ng(U) = @ fiir alle g € G\{e} gilt.

4

Dann ist 7: X - X/G eine Uberlagerung und m (X/G) = G.

Beweis:

Ahnlich wie Satz 4.14 (Ubung) O
Beispiele:
(1) 7 (T?) = m (R?/72) = 72

(2) m(T?) = m (ST x SY) 2w (S1) x m (51 ‘2" 722
(3) Wl(RPn) = Wl(sn/Zg) = ZQ
(4) m1(Mobiusband) 2 (Rx I/Z) =2 7Z
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Satz 4.16

Sei X wegzshgd, lokal wegzshgd und semilokal einfach zshgd. Dann gilt

(1) Es existiert eine (eindeutige) wegzshgd Uberlagerung p: X - X mit 71(X) = 1
(universelle Uberlagerung).
(2) Sei p': X' > X eine weitere Uberlagerung = 3!p” : X - X', sodass
//
X —> X'

O

(3) m(X) wirkt diskret auf X, sodass 71 (X /71(X)) = 71 (X).

" X heifit lokal wegzshgd, wenn fiir alle 2 € X und jeder Umgebung U, ein offenes
und wegzshgdes V' c U, existiert, sodass x € V.
X heifit semilokal einfach zshgd, wenn fiir alle x € X und jede offene Umgebung

V von z eine (wegzshgd) Umgebung U, c V existiert, sodass sich jede Schleife u in
U in X zusammenziehen lésst.

Beweis:

Idee:

Setze Q(X, xg, ) = {Wege von zy nach x} und uj ~ ug < ulugl ~
Definiere dann X := U QUX,z0,2)/. und p: X - X, — .

€x0-

Ziel: Definiere Topologie auf X, sodass obiger Satz gilt. Die Details sind sehr schén im
Buch von Jénich ausgearbeitet. O

4.4 Homotopietyp

!
X heifit homotopiesiquivalent zu Y (X ~Y') genau dann, wenn X 2 Y stetig sind
g
mit go f 2idx, fog~idy.
f heifit Homotopiedquivalenz und g heifit Homotopieinverse zu f.

Lemma 4.17

~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

f k
Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Zur Transitivitiat betrachte X @ Y 2 Z. Es gilt
!

g
glhf 2 gf 2idx genau so lgfh 2 idy, also ist X ~ Z. O
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Die Aquivalenzklasse von X bzgl ~ heifit Homotopietyp.
Man nennt X zusammenziehbar, wenn X ~ {x(}.

Beispiele:

1) X2V =X~y

(2) Sei U c R™ konvex = U ~ {xp}. Denn:
Wiéhle zp € U beliebig und U é {mo}. Dann ist rod = idy,y, i or 2 idy mittels
Fa,t) = (1 - t)ao + ta. Z

(3) R™\{0} ~ sn~1
Betrachte die Abb. R™\{0} % Sl mit r(x) = ﬁ Dann r o i = idgn-1 und auch
ior 2p idgm oy mittels F(x,t) = (1~ t)ﬁ +t.

Sei Ac X und r: X — A mit 7|4 =id4. Dann heifit r Retraktion und A Retrakt.

Sei i : A - X die Inklusion. A heifit (starker) Deformationsretrakt in X, wenn
ioridx rel(A).

Beispiele:

Punkt {(0,1)} ist kein starker Deformationsretrakt (Punkt

Kamm mit co-viele Zacken ist zusammenziehbar, aber der
muss bei stetigem ”Herunterdriicken” mitbewegt werden).

Satz 4.18 (,,Sternchen-Abbildung*)

f:(X,z9) — (Y,y0) induziert den Isomorphismus f, : 71 (X, o) =om (Y, v0).

Beweis:
Sei g: (Y,y0) = (X, x1) Homotopieinverses zu f, d.h. idx 2p ¢gf. Dann
f* * =~
(X, 20) = w1 (Yyyo) = mi (X, 21) — w1 (X, 20)
w.

#
mit wy : I - X, w(t) = F(xo,t) ein Weg von x¢ nach z;.

Sei u: I - X Schleife von xy. Zu zeigen: w%}g*f* [u] = [u].
Betrachte:
€xqU€z

G- IxI N IxI St x w1 B x
—— ——
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-1
wg fexyues,w gfexguea

exo ezg — W

u €ry U €xg
= u = w(gfesues, )w  rel{0,1}

= [u] = [w(gfewues, )w ] = wy' [gfexyues,] = wh gu falesgues,] = wy' gof[u]
Da w%ﬁl Isomorphismus ist, ist somit auch g. f. Isomorphismus, also f. injektiv, g. sur-
jektiv.
Analog: g. injektiv, f, surjektiv. O

Beispiele:
(1) Mébiusband M ~ St x I =~ St x D! ~ ST ~R?\{0}
= m (M) 2m (St xI) 2w (St x DY) 2m(St) 27
(2) RM{0} =~ S" ! = 7 (RM\{0}) 2 m (S 1) 21

4.5 Endlich prasentierte Gruppen

Sei E eine Menge.

Ein Wort ist ein endlicher Ausdruck der Form z}*'---z}*, wobei 2]" € E,n; € Z. Es

heifit reduziert, wenn z; # x4 fir allei e {1,...,k—1} sowie n; # 0 fir allei € {1,...,k}

Bemerkung:

Jedes Wort kann mittels ...z™z"... = ..a™"... und ..2™y2"... = ..x™2"... reduziert wer-
den.

F(F) := {reduzierte Worte in E} heifit freie Gruppe erzeugt von E mit

my
..yl

o Multiplikation: (z}*--z*)(yy"-y™) = ] -apFy"

o Einselement: @ := leeres Wort

k

o Inverses: (2]t %)™ =2, " a]™

.xl

Sei G eine Gruppe und E c G erzeugende Teilmenge, d.h. ¢ : F(E) - G ist surjektiv.
Dann ist N := ker(¢) Normalteiler von F'(E), d.h. fiir alle z € F(E),n € N gilt z 'nx e N.
Nach dem Homomorphiesatz gilt dann G 2 F(E)/N.
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R c F(F) heit Menge der Relationen
< N := ker(¢) ist kleinster Normalteiler, sodass R ¢ N
< Worte in R und ihre konjugierten erzeugen N

Es heiit dann (F | R) Prasentation von G. Sie ist endlich, wenn E und R endlich
sind.

Beispiele:
1. (z|@)2Z zuz" »n
2. (x| 2") 2 Zy, zu 2F — [k]

3. (xy | wyxty™h) 2 Z2 zu 2™y™ v (n,m)

(T1y ooy T | YLy ey Yn ) * (U1, ooy U | W01, oy wy)
= (Jfl, ooy Ty U1y -0y Uk | Yty -y Yn, W1, "'7wl)
heifit das Freie Produkt der Gruppen.

4.6 Der Satz von Seifert & van Kampen

Satz 4.19 (Seifert und van Kampen)

Sei X = U uV mit U,V ,UnV nicht leer,

k
offen und wegzshgd (d.h. das nebenstehende UnV————>U
Diagramm kommutiert).
l O i

Dann gilt

7T1(X,$0)E(?Tl(U,xo)*ﬂ'l(Vv,l‘o))/N \%4 4’] X
mit

N = (k. (9)l(g) ™" mit g e 7 (U NV, z0)).
Das heif3t:

(U, o) = (u; | 55), m1(V,20) = (v; [ ¢;)

= w1 (X, 20) = (wi, v; | 55,85,k (i) = 1+(9i))

Beispiele:

(1) Zu zeigen: 71(S?) =1
Setze U = S?2\{N} ~ {pkt} = 71 (U) = 1,V = S?\{S} ~ {pkt} = 71 (V) = 1. Dazu ist

UnV =8%\{N,S}~S"
Mit Seifert und van Kampen folgt 7 (S?) = 1.
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(2)

Sind X,Y topologische Rdume mit Basispunkten g, 4o, so heifit XvY := (X+Y") /2040
die Einpunktvereinigung.

Zu zeigen: T (S* V...V SY) = (g1,.... 9. | @) 2 Z"
| S —

n-mal

Fall n = 2:

EsistSl\/Sd:(X)
SetzedazuU:z(}@“o z@xo , Vo= x@: xOQ, Dann UnV =gg~e

Dann wissen wir m(UnV) =1, m(U) 2 (¢g1), 71 (V) 2 (g2)-

SuK
é 7'1'1(51 VSI,CE()) = (gl,gg | @) ~ 72,

Zu zeigen: 71 (T?) = 72

Wir betrachten die Darstellung 72 = V@

Damit erhalten wir
U:= ~{pkt} =>m(U) =1
g1 g2

Vo= ~ > CX() =7m1(V) = (91,92 | @)

g
UnV:Oﬁ@ﬁﬂ'l(UﬂV)=<g|®>

SuK _ _
= m1(T?) = (91,92 | k«(9) = 1:(9)) = (91,92 | 1 = g7 ' gog195") = Z*.

Zu zeigen: w1 (RP?) = Zs

Es ist RP? = Mobiusband u D? =UnV = S1.
—
=V =U
Betrachte dazu
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= 7T1(RP2) =(g|1= g2) ~ 7o

Beweis zu Satz 4.19:

Wir betrachten den Homomorphismus ¢ : w1 (U, z¢) 71 (V, 20) = 71(X), [w1][v1][un][vn] ~
ix[ug]g * [v1]-+i * [un]j * [vn] (oder dhnlich: [ug][vi] ~ je[v1]is[u1]).
o  ist surjektiv: (vgl. Satz 8)
Sei uw: I - X Schleife von xy. Mit Lemma 4.10 finden wir 0 = s¢ < ... < 8, = 1, sodass
u([si-1,si]) ganz in U oder ganz in V fiir i = 1,...,m. Dann folgt wie im Beweis von
Satz 4.8: u 2 u1v1---u,v, (oder dhnlich) mit w; ganz in U und v; ganz in V.
o N cker(p):
Sei u: I - U nV Schleife von xg in U N V. Dann gilt ik(u) = jl(u) = icke[u] =
Jelelu] = kufull[u]™ € ker ()
o ker(p) c N:
Sei [u] € m1 (X, zo) beliebig. Mit der Surjektivitit von ¢ konnen wir [u] = [f1]--[fn] =
F,, schreiben, wobei die f; ganz in U oder ganz in V liegen. F;, heifit Faktorisierung
von u.
Definiere diesbeziiglich eine AR ~ durch

(1) [fillfisr]-- ~[fifix1]-+ , falls f; und fi41 ganz in U oder V

(ii) -~ [f;]~ - [fi], falls f; ganz in UnV
cU cV

Damit gilt: Ist F, ~ F, so F,, = F e m(U) » w1 (V)/N.
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Zu zeigen: F,,, F) sind Faktorisierungen von u = F,, ~ F},

Seien fi-+frn g f1--f}, in X. Wieder mit Lemma 4.10 finden wir 0 = s9 < ... <sp =1
und 0 =g < ... <ty = 1, sodass H([s;-1, s;]x[tj-1,t;]) ganz in U oder V liegt. O.B.d.A
ist p = ¢ = n. Die Behauptung folgt nun mit der Definition der AR (fiir die Details
sieche VL).

O

4.7 Anwendungen

Satz 4.20 (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Ist f:D? — D? stetig, dann hat f einen Fixpunkt.

Beweis:
Angenommen: f(z) # z fiir alle z € D2
Dann ist g : D? —» S! (s. Bild) stetig mit g|gi_gp2 = idg:.
Betrachte S' % D? % §'. Dann folgt
Z2m(SY) S m(D?) 212 1(8Y) 27
Algebra: [u]~1me
Topologie:  [u] = guix[u] = (goi).[u] =id.[u] = [u] ¢

g(z)

Satz 4.21 (Fundamentalsatz der Algebra)
Sei p: C - C ein (normiertes) Polynom, dann ex zp € C mit p(zg) = 0.

Beweis:

Angenommen: p(z) # 0 fiir alle z € C.

tnAp( (-t)z
' . . (12) firt+0
Definiere F': S*x I - S, (2,t) —» ‘t"'p( 7 Z)
2" firt=0

[t" p(@) =(1-t)"2"+a, 1t(1 -t)" 12"+ . +agt" = F stetigin t =0]

Damit ist F eine Homotopie zu f(z) := F(2,0) = 2" und g(z) := F(z,1) = |Z—g|.
Algebra:  f. = g. :m(SY) » 1 (SY) =2 Z

g«:u] » e ; O]

foilu]l = [u]”

Topologie:
Satz 4.22
Es existiert keine stetige Abbildung f : S? - S mit f(-z) = - f(z) fiir alle z € S2.

Beweis:
Angenommen: Es existiert solch ein f. Dann
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52 St
P2 O P1
RP? — RP!
f
~ ~ 2 — 1) o 1y ~
Algebra: f*I Zg_ﬂl(RP ) Wl(RP )_7T1(S )_Z

[v] » €e=0

Topologie: Sei u: I - S? ein halber Grofikreis von N nach S.
Dann ist [pg o u] Erzeuger von 71(RP?) und f o u bildet einen Weg von y € S nach
—y (denn: f(N) = f(=5) , f(5) = f(-N) ==f(N) =-f(-5)).
Also [pro fou]#0e 71 (RPY), sodass f.([p2ou]) =[foprou]=[piofou]#0

= fi#te 4
O
Korollar 4.23 (Borsuk-Ulam)
Sei f:5% - R? stetig = 3z € S% mit f(z) = f(~z).

Beweis:
Angenommen: f(z) # f(-x) fir alle z € 5%,
Definiere g: 5% - S, z+ % Insbesondere ist g stetig und es ist —g(z) = g(-z)
fiir alle x € S 4 (4.21) O

Graphen und freie Gruppen

Graph = ~ (n = #Kanten - #Knoten + 1)

= wl(Graph) = <917 7gn|¢>

Alternativer Beweis: (Fall n=2)
Wir betrachten den co-Baum X:
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R

Tt
flew | T
T Jﬁ w am] 1

<|_A

b ao ab txo
, 0

477

« X ist einfach zshgd: Jede Schleife in X an z
liegt in einem endlichen Teil von X, welcher
zusammengziehbar ist.

o X iiberlagert oo:
(p: X —>o00)=(I: X > X/(4p)) = 00

S14 .
= X ist universelle Uberl. von oo und

m1(00) = (a,b)

Andere Uberlagerungen konstruiert man analog. Eine weitere Uberlagerung wire z.B.

Lemma 4.24

p:(X,z0) = (Y,10) Uberlagerung. Dann ist p, : 71 (X, z0) = 71 (Y,90) injektiv.

Beweis:

Sei [u] € m (X, xo) mit pou 2p eyy. Esist u: I - (X, z9) Hochhebung von pou : I - (Y, o).
Nach Lemma 13 existiert genau eine Homotopie F': I x I - X, sodass F = p~! o F. Damit

erhalten wir

F(s5,0)=p™'(F(5,0)) =p~' (p(u(s))) = u(s)
F(s,1) =p™ (F(s,1)) =™ (eyo () = p7' (90) = 20 = € (5),

also u 25 ey .
Korollar 4.25
F,, < Fy fiir alle n € N.
Beweis:

Fn §7T1(\T}Sl) <7'l'1(S1 \/Sl) = F2
=1

Satz 4.26 (Nielsen-Schreiner)

Sei F eine freie Gruppe, H < F. Dann ist H frei.

Beweis:
Idee:

3 Graph G, sodass m1(G) 2 F. Sei G die universelle Uberlagerung von G. Dann wirkt F
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diskret auf G, ebenso H als Untergruppe von F auf G. 3
Man kann zeigen, dass G/H ein Graph ist = H = 71(G/H) = w1 (Graph) 2 freie Gruppe.
O

5.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Ein Raum M heifit (topologische) Mannigfaltigkeit, wenn gilt

(1) M ist (zshgd und # @) topologischer Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis.

(2) M ist lokal Euklidisch, d.h. Vp € M existiert eine offene Umgebung U, c¢ M
mit einem Hom6omorphismus ¢ : Up—V (offen) c R™.

Man nennt ¢ eine Karte von M und ¢! eine Parametrisierung.

¢
| YD -ver

Beispiele:
1. R?, U c R" offen
2. S" RP" CP"
3. T, KF

Wenn wir in der Definition 'R™’ durch R? := {z € R"|z, > 0} ersetzen, erhalten wir
Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Beispiele:

Die Dimension von M sei n. Der Rand von M ist OM = {p € M |¢(p) € ORY :=
{(2,0) e R"}}
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Satz 5.1

Dimension und Rand sind wohldefiniert.

F heifit Fliche, wenn F eine 2-Mannigfaltigkeit ist.
Satz 5.2 (Gebietsinvarianz)
R" 2 R™ < n=m.

Beweis:

Fir n = 2: (Den allgemeinen Fall kénnen wir mit den jetzigen Methoden noch nicht
beweisen, werden ihn aber spéter aus der Homologietheorie folgern.)

Angenommen R? = R™,

Dann gilt S~ RA\{0} 2 R™\{p} 28" ' = Z=m (S') 27m (S ) =>m=2. O

Beweis zu Satz 5.1:

Beweis von Satz 1 fiir n = 2:

« Dimension:

ARt

Seien U,U’ ¢ M offen, sodass ¢ : U 5V cR? o U’
existieren. .

=3 f:R™>V" =V cR? mit V" offen
=3¢g:R™>B™ = B2cR? 4 (s. Satz 5.2)

« Rand:

V' e R™ mit V, V' offen

Sei p € M, sodass U, c M offen existiert mit
Jp1: U =5 Vi € R2, g : U —> V3 ¢ R2, sodass
pa(p) € ORY )
=propy = f:Va—Vi

= dg: Ri =L R2

= {p} = RI\{0} = R*\{pkt} ~ 5" 4
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Ein Altas A von M ist eine Familie von Karten {(U;, ¢;) }icr, sodass M = U U;.
1. Ui, ¢; und Uj, ¢; heiBen kompatibel < goiogo]‘-l 10 (UinUj) - ¢;(U;inU;j) € C*°.
2. Zwei Atlanten A; und As heiflen dquivalent, wenn alle Karten in Ay u Ay
kompatibel sind.

3. Eine solche AK (auf den Atlanten, in denen alle Karten kompatibel sind) heiBt
glatte Struktur .

4. F: M - N heiit Diffeomorphismus, wenn fiir alle Karten (U, ¢) in M und
(V,9) von N gilt, dass ¢ o F o p~! ein Diffeomorphismus ist.
[f ist Diffeomorphismus < f ist bijektiv und f, f~! sind stetig differenzierbar]

Veranschaulichungen:

M F

|

gl
¢i o @] boFoyp
e C* E—
¢i(U;) ¢;(Uj)
(Kompatiblitét)

(Diffeomorphismus)

Beispiele: : Alle Beispiele von eben sind glatte Mannigfaltigkeiten.
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Geschichtlicher Exkurs

Poincaré-Vermutung:
Sei M " geschlossen, d.h. kornpakt und OM =@, mit M ~ S™.

Sei TOP := {topo Mannigf. }, DIFF = {glatte Mannigf.}. Es gilt DIFF c TOP. Fiir
n=1,2,3 wurde sogar DIFF = TOP bewiesen (Moise, 1953).

Donaldson (1980):
o Auf R™(n # 4) existiert genau eine glatte Struktur

4 M= Sn M diffeom. zu S"
n=1,2 (spiter) n=1,23 (folgt aus dem topologischen Resultat)
n=3 Perelman (2003) =4 noch offen
n=4 Freedman (1981) n =7 NEIN! (Milnor,1956)
n=>5 Stallings (1960) n>5 gut verstanden
n>6 Smale (1960)

« Auf R* existieren iiberabzihlbar viele glatte Struktur.

Beispiele: Seien M™, N Mannigfaltigkeiten = M x N ist (m + n)-Mannigfaltigkeit.

5.2 Die verbundene Summe

Seien My, My n-Mannigfaltigkeiten und ¢; : D™ - M; (i = 1,2) Einbettungen. Die
verbundene Summe von M; und M5 ist definiert durch

My#Ms = (Mi\p1 (D) + Mo\ (D™)) /-
mit p1(x) ~ pa(z) fir z € 0D™.

Veranschaulichung:

Satz 5.3

M1# M, ist eine Mannigfaltigkeit, die unabhéngig von 1 und (o ist.

~ ohne Beweis ~

Beispiele:

(1) M"#S™ =M™, [Betrachte Snx DMuD" = @ Z ]
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o T8

(3) RP?#RP? ~ Mobiusb. u Mobiusb. = K F. [Betrachte: RP? = Mabiusb. u D?]
Satz 5.4 (Flichenklassifikationssatz)

Jede geschlossene Fliche F? ist homdomorph zu genau einer der folgenden:
. S?
o Xgi=#,T? mit g1
o Ny :=#,RP? mit k> 1

5.3 Henkelzerlegungen

Ein n-dimensionaler k-Henkel A} ist eine Kopie von D* x D" % angeheftet an den
Rand OM™ einer n-Mannigfaltigkeit mittels Einbettung ¢ : 9D¥ x D" ™% — oM (k :=
Index).

Eine Henkelzerlegung von M ist die Zerlegung von M in solche Henkel.

Beispiele:

Henkel:

. h§:D1XD2::}@u8M

o 0-Henkel: p x D™ angeheftet entlang d(p) = @
o n-Henkel: D" x p angeheftet entlang 9(D") = S™!

Zerlegungen:
(1) S"=hoUhy,=2D_uD,.

2) Rzﬂg U (ha)

(3) T2:h0uh1uh1uh2
Y

Bemerkung: Zerlegungen sind nicht eindeutig! (siehe z.B. das Beispiel aus der Vorlesung
fiir S2.)
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Satz 5.5
Jede kompakte Fliche besitzt eine Henkelzerlegung (HZ).

Beweis:

Jede kompakte Fliche kann trianguliert werden [siehe z. B. ;A short proof that compact
2-manifolds can be triangulated“(1968) - P. H. Doyle und D. A. Moran |

" In Dimension 2 ist eine Triangulierung T einer Fliche F die Zerlegung von F in
Dreiecke. Dabei soll T = {A;};c; derart sein, dass fiir i # j gilt:
A;n Aj =@ oder genau eine Ecke oder genau eine Kante.

Sei T eine Triangulierung von F. Erhalte dann eine HZ durch
o Ecken — 0-Henkel
« Kanten — 1-Henkel
o Dreiecke — 2-Henkel

(vergleiche die Beispiele aus der VL) O

Bemerkung: Ahnlich zeigt man, dass jede kompakte 1- und 3-Mannigfaltigkeit und jede
glatte kompakte m-Mannigfaltigkeit eine HZ besitzt.

Lemma 5.6

Seien 1,y : 0D* x D"F < M Einbettungen zu denen h : M > M mit ho ©1 = P2
existiert = M Uy, hy = M Uy, hy,.

Beweis:
Betrachte

Lemma 5.7 (Alexander-Trick)

(a) Sei f:8"! - §"! Homéomorphismus = 3 F : D" = D" (Erweiterung)

(b) Sei M™ n-Mannigfaltigkeit und ¢1, p2 : 0D"xp = OM mit ¢1(0D") = p2(0D™) =
Mug, hy = MUy, hy.

Beweis:

. D™ . n—1
er et f(2) fiir x € St €[0,1]
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(b) My= (M + hyn) [~

p1(p) <P

112
112

pa(p) ———P
M2 = (M + hn) /~
Erweiterung von ¢5* o 1 auf h, (nach (a)) bringt dann die Behauptung.

5.4 Die Klassifikation von Flachen

Lemma 5.8
Jede geschlossene Flidche F besitzt eine HZ mit genau einem 0-Henkel.

Beweis:

(Erinnerung: F zshgd)

« Anheften eines 0-Henkels:
Disjunkte Vereinigung mit einer D? = Erzeugung einer weiterer Zusammenhangs-
komponente.

« Anheften eines 2-Henkels:
Verklebe eine Komponente von M mit D? = S1. Da S! zshgd, ist auch ¢(S*) c OM
zshgd = M und M U hge haben die gleiche Anzahl an Zshgd-Komponenten.

Sei eine HZ von F mit zwei 0-Henkeln hg, h{, gegeben. Da F zshgd miissen diese durch einen
1-Henkel hy verbunden sein. Die Vereinigung hoUh( U h; is wieder homomorph zu einem
einzigen 0-Henkel. (Diesen Prozess nennt man auch Henkelaufhebung.) Schritweise kann
man so alle 0-Henkel bis auf einen entfernen. O

Sei von nun an F immer eine geschlossene Fliche mit einer HZ mit genau einem 0-Henkel.

Lemma 5.9
Wir kénnen annehmen, dass alle 1-Henkel an 0hy angeheftet werden.

Beweis:
Angenommen nicht, dann betrachte:

(explizite Formeln folgen in der Ubung) O
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Lemma 5.10

Jede solche HZ kann (bis auf Homdomorphie) durch ein Wort wie folgt reprisentiert
werden:

(1) (2)
@_IRCRU{w}=Sl=8hO VAN

a a a a
ho ho
I Il
s et >
a a/71 a a
Beweis:

k
e d(hgu{l-Henkel}) = U S*
i=1
F ist geschlossen = An jede S'-Komponente wird ein 2-Henkel angeheftet

L F ist durch hou {1 - Henkel} bestimmt.

o Lemma 6 = Anheften eines 1-Henkels (oder anderen) hangt nur von ¢ (Anklebeab-
bildung) ab.

Z. B. ist %ﬁox% ~ ;ﬁ%

ho ho

« Seinen 1,y : D! x D' - R c Ohy.
Definieren ¢ : p;fuyx-1,1: {1} x [-1,1] = R,
Angenommen ¢ haben dasselbe Monotonie-Verhalten.

= Jh: hg —> hg, sodass ho @1 = @

L7
= Henkelkérper homoo.

o1
Il Il R i ‘ R
~__ : ‘
h l

(Explizite Formeln fiir diese Homédomorphismen werden in der Ubung hergeleitet.) [

Beispiele: :

RP? =~ oouh2 Y > 2 ag-a

e e Uhg ~x T2
o0

aba~1p7!

112
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Lemma 5.11

Seien F 2 aj...apn, F' 2 aj...al,. Dann F#F' 2 ay...ana}...al,.

Beweis:
b -1yl

al...an al...am

Aufschneiden entlang roter S' und zukleben der Rinder mit 2-Henkel liefert FOF’. [

Lemma 5.12

(1) a1...0m = Qma1...Gm-1
(ii) ...baa"tc... = ...bc... (Henkelaufhebung)

112

Beweis:
(i)
1 a1 I |am71| I am I ~ I am I &l |am71|
{ »I 1 T 1 T 1 = (I 1 L T 1
(ii)
AN L s, | O
b a a-! c einkleben b a a-! c

dann ”platt driicken”. (Diesen Prozess nennt man auch Henkelaufhebung.)

Satz 5.13
Es ist [ 52, #,7? oder #,RP>.

Beweis:
1. Schreibe HZ von F als Wort.

2. Entferne Paare ...aa™'... (Lemma 12(ii))

3. ...a...a... ~ ...aa... (Henkelbewegung)

= é_ll lal \a\

4. Entferne Paare aa = Entferne RP2-Summand aus F.

= Alle Paare sind von der Form ...a...a”'....
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5. Betrachte ein Paar von der Form ...a..a™!....

1 1 -1

o Falls ein Paar ¢,c™" existiert, sodass ...a..c..c”"...a” ..., so ersetze a durch c.
= Erhalte Konfiguration der Form ..a...b...a...b71...

6. ..a..b..a bl 2 a. bat. b7t

r

.
)

a d b ale b1 - ca b al bld

8. Entferne Paare der Form aba'"b~12 Entfernen von T2-Summanden

= F = T?4# - H#T?>#RP>#..RP2.
Satz 13 folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 5.14
TQ#JRP2 ~ RPQ#RP2#RP2

Beweis:

o (YA
T2#RP2: a b «a b c c ‘ |

4
112

112
IS}
Q\
—_
Q\
—_
S
S
s}
112

112
112

Satz 5.15

S2, #gTQ, #.RP? sind paarweise nicht homéomorph.
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Sei G eine Gruppe.
Die Untergruppe [G, G] erzeugt durch [a,b] := aba 6! V a,b € G heifit Kommuta-
tor Gruppe. Fiir diese gilt des Weiteren

o Wegen [a,b]™! = [b,a] besteht [G, G] aus endlichen Produkten von [, ]

o Es gilt g[a,b]lg™* = [gag™t, gbg™!] € [G,G]. Damit ist [G, G] ein Normalteiler in
G.

G := G/[G,G] ist eine abelsche Gruppe und heifit Abelisierung von G.
Dazu gilt: Ist G = (E'| R) = G/[G,G] 2 (E | R,[a,b] =1 Va,beqG)

Beweis zu Satz 5.15:
Wir wissen bereits m;(S?) = 1.

Betrachte #9T2 =

Wir berechnen nun 71 (F) (F = #,7% bzw. F = #;RP?) mit dem Satz von Seifert und
van Kampen.

Setze dazu
2 w. k

g bzw.
U := ho u {1-Henkel} (leicht verdickt) = [ J '
i=1

V := hy (leicht verdickt) = {pkt}

Beziiglich eines Basispunktes xp im Schnitt, von dem aus die Schleifen ausgehen, erhalten
wir

m(U) 2 (a1,b1,...,aq,by | @) bzw. (c1,...,c, | D)
7I'1(V) ~1
UnVzS'=mUnV)z(d| o)

= Trl(#gTz) = <a17b17-~'7a97bg | l*(d) :j*(d)>

(a1,b1,...,aq,bq | albilailbl---agbgla;bg =1)
<Cl7 -5 Ckg | Z*(d) :.]*(d)>
(

€1y eemy i | €1k = 1)

= 11 (#1RP?)

1R

" Bemerkung: Es folgt die Poincaré-Vermutung in Dimension 2:
Sei F eine geschlossene Fliche mit F' ~ S%. Dann gilt 71 (F)
m(S?) 1= F=52

IR
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Als Abelisierungen der Fundamentalgruppen erhalten wir (mit der Definition)
miP(#4T%) = (a1,b1, ..., ag, by | a1y a7 byagh, ay by = 1,
[a,b] =1 Va,bem (#,T%))
(a1,b1, .y ag,by | [a,0] =1 Va,bem(#,T7))
/i
T (#kRP?) = (c1, ..., e | ek =1,[a,b] =1 Y a,bem (#RP?))
{1y s Cpot, c1Cp | (c1cr)? = 1,[a,b] = 1 Va,bem (#xRP?))
VAR

112

112

112

112

Bemerkung: F ist orientierbar genau dann, wenn 7¢®(F) keinen Zy- Faktor enthilt.

5.5 Heegaard-Zerlegungen

(Nicht Klausurrelevant!)

Sei M eine geschlossene und orientierbare 3-Mannigfaltigkeit (Einschrénkungen nur zur
Vereinfachung, Kompaktheit ist wichtig).

Satz 5.16
M besitzt eine HZ mit genau einem hg und genau einem hg.

Beweis:
(1) Jedes M besitzt eine HZ. (Ubung)
(2) M zshgd = 2 0-Henkel miissen durch 1-Henkel verbunden sein

O -

(3) duale Henkelzerlegung:
Beobachte: k-Henkel hy, = D¥x D""* = D"~k x Dk = h,,_;. (n-k)-Henkel (”Henkelkorper
auf den Kopf stellen”)
Beispiele:

he | By ho i

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

A ho h(l) A

A -

A ho h§2) A P}@w

b T »p T
> >

(4) Durch Ubergang zur Dualen HZ erhalten wir HZ mit genau einem 3-Henkel.
(5) nochmal (2)
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= M=houhju..uh{* UhjU...UR$ Uhs mit Hy =

=H; =H>
Behauptung: g1 = g2
#4,T% 2 OH = OHy = #,,T? und Flichenklassifikationssatz

L 4

M = Hy uy Hy mit Hi 2 Hs heifit Heegaard-Zerlegung.
In der Vorlesung wurde dann gezeigt, dass jedes M eine Heegaard-Zerlegung besitzt und

diese eindeutig durch ein planares Heegaard-Diagramm bestimmt ist. Einfache Bei-
spiele wurden diskutiert.

6.1 Triangulierungen

Seien xg, ..., z4 € R", welche einen affinen Raum

q
Agg,.wq = {mo+ D i@ —20) | N € R}
i=1
aufspannen.

Eine symmetrische Darstellung ist mit Ao =1 - X7_; A; gegeben durch

q q
Azo,...,xq = {Z )\zxz | ZAl = 1}
i=0 i=0

Wir sagen o, ..., 4 sind in allgemeiner Lage
= dim(Ag,,....z,) = ¢

< 1 - X0, ...,Tq — To sind linear unabh.

q q q q

Dann heif3t
q q
G:={> Nizi| D Ni=1, Xo,.... \g 20}
i=0 i=0

das q-dimensionale Simplex mit Ecken xo, ..., z,.

Notation: < = (2o, ..., zg)-

Beispiele:
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e 0-Simplex = Punkt

o 1-Simplex = Geradensegment
o 2-Simplex = Dreieck

o 3-Simplex = Tetraeder

Ein Simplex 7 ¢ R™ heifit Seite von einem Simplex ¢ (Notation: 7 < ¢) genau dann,
wenn Ecken von 7 Ecken von ¢ sind.

7 heifit eigentliche Seite (Notation: 7 <) genau dann, wenn 7 < ¢ und 7 # .

Das Innere von ¢ ist ¢ := ¢\ U{eigentliche Seiten}

Ein simplizialer Komplex K ist eine endliche Menge von Simplexen im R™ mit
(i) sce Kund7<s=>7¢e K
(ii) ,7re Kund¢n7#@=¢n7<qund ¢Nn7 <7

Die 0-Simplexe heiflen Ecken von K und die 1-Simplexe die Kanten von K. Die
Dimension dim(K) := mz}g({dim(g)}.
ce

Beispiele:
Simplizialkomplex ‘ kein Simplizialkomplex

L,
7

Der zugrundeliegende topo. Raum ist |K|:= U ¢ c R” mit der Teilraumtopologie.
seK

X heifit triangulierbar oder Polyeder genau dann, wenn 3 Simplizialkomplex K,

sodass ein Homomorphismus h : | K| 5 X existiert.
Dazu heifit (K, h) Triangulierung von X

« 9% ist triangulierbar:
K := U{eigentliche Seiten des (¢ + 1)-Simplexes im R%*!}

e
B

N

o RP? ist triangulierbar:
RP? = D2/$N_x fiir z € OD?
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3’ 2

2’ 3
17
o Alle kompakten und glatten Mannigfaltigkeiten sind triangulierbar.

o Aber es existieren kompakte, topologische Mannigfaltigkeiten, die nicht triangulier-
bar sind (ab dim n > 4)

Bemerkung:
(1) Jeder Simplex ist kompakt = | K| ist kompakt (als Vereinigung kompakter Mengen)
(2) Ist | K| zshgd, so auch wegzshgd. (Ubung)
(3) | K| ist lokal einfach zshgd. (Ubung)
Beispiele:
Die folgenden Réume sind nicht triangulierbar:
« R”
« Graph von x — sm(%)

o Hawaiianischer Ohrring

6.2 Die Baryzentrische Unterteilung

Sei z € ¢ = (2o, ..., xq). Dann gibt es eine eindeutige Darstellung von x als
q q
T = Z)\ﬂi mit Z)‘i =1.
i=0 i=0

Wir nennen (Ao, ..., \q) baryzentrische Koordinaten von x.
Der Schwerpunkt oder Baryzentrum von ¢ ist der Punkt ¢ mit den baryzentrischen

Koordinaten A\g =+ =Xy = qul.

Beispiele:
oder v
*——x—0 A~
31 S2

Bemerkung:

Seien ¢°,...,¢% € K mit ¢ < ... < ¢ (i.A. dim(gi) =1).
= ¢ ¢ affiner Teilraum aufgespannt von &0, ..., ¢!
= &0 ..., ¢ liegen in allgemeiner Lage
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Die erste baryzentrische Unterteilung K'! von K ist der wie folgt definierte
Komplex:

(i) Ecken von K! = Schwerpunkte aller Simplexe in K

(ii) Die Ecken ¢, ...,¢? von K' spannen einen g-Simplex in K! auf genau dann,
wenn fiir <Y, ...,¢7 e K (nach Umnummerierung) gilt: D <t

Beispiele:

o3

2-Simplex, denn:
¢J <gr<¢?

2-Simplex, denn:
¢ <ah<¢?

N — - ¢l
1-Simplex, denn:
o) <f

Bemerkung;: (¢%,...,¢%) e K' =¥ <. <4
= Alle Ecken ¢, ..., ¢ von (¢9,...,¢9) € K liegen in ¢? ¢ K

Lemma 6.1

(a) K!ist ein Simplizialkomplex und |K!| = |K|
(b) p(K):= mz}gc{Durchmesser von ¢} heiit Maschenweite von K.
e

Es gilt u(K*') < -2 u(K), wobei m = dim(K)

m+1

Beweis:
(a) Wir hatten gesehen: K! besteht aus eindeutigen Mengen von Simplexen.

Die Behauptung folgt daraus, dass {¢’ | ¢’ € K und ¢’ c ¢} eine disjunkte Zerlegung
von ¢ € K ist. (*)

(%) folgt per Induktion iiber ¢ = dim(s):
e ¢q=0:Esgilt ¢ =¢.
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e Sei ¢ >0 und ¢ ein g-Simplex.
Nach IV ist {¢" | ¢’ € K und ¢’ c ¢\¢} disjunkte Zerlegung des Randes ¢\¢. Jedes
x €6\¢ liegt auf einer Seite von ¢ zu dem Rand ¢\¢.
Sei y Endpunkt dieser Strecke auf ¢\¢. Dann existiert genau ein 7/ € K mit
y € 7. Seien 7°,...,7" die Ecken. Nach Umnummerierung 7° < ... < 7" < ¢ und
(79,...,77,¢) e K ist der eindeutige Simplex in K!, der x im Zentrum enthilt.

(b) Es sei Durchmesser(<) := max{Lénge seiner Kanten}.
Sei ¢’ eine Kante in K' mit Ecken a,b, wobei 0.B.d.A a <b = ¢’ c b und sei ¢ :=
dim(b). Dann gilt

(*)
Linge(s') < LDurchmesser(b) < Durchmesser(b) < o u(K)
qg+1 m+1 m+1
m
= p(K') < u(K)
m+1

Zu (x):

Sei b = (20, ...,24) ein g-Simplex mit a < b und ¢’ = (d,b). Dann ist zu zeigen:
Linge(s') < %Durchmesser(b).

Es gilt Linge(s’) < Linge((b, 2;)) fiir ein i = 0, ..., ¢, da sich die anderen (b,y) durch
Mitteln ergeben. Wir rechnen nach, z. B. fiir ¢ = 0:

. 1 1
b—xg= q+—1(x0 +..+xg) -0 = m((ﬂfl = 20) + ... + (Tg — 20)),

sodass
. N 1
Linge(¢") < Lange((b, zo)) = |b— xql < q+—1(|x1 — 20| + ... + g — x0])

q

< =
qg+1

Durchmesser(b)

Die I-te Baryzentrische Unterteilung ist K':= (K'"1)!,

Beispiele:

K'= und dazu K?2 =
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6.3 Die Euler-Charakteristik und die Hauptvermutung

Sei K ein Simplizialkomplex von Dimension n und «; := #{i-Simplexe in K}.
Die Euler-Charakteristik ist x(K) = 7, (-1)"a;.

Beispiele:

Y=4-6+4=2 x=6-12+8=2

Frage: Ist x eine topo. Invariante? D.h. |K| 2 |L| = X(K) = x(L).

Lemma 6.2

Sind K, L, K n L und K u L Simplizialkomplexe, dann
X(KUL)=x(K)+x(L)-x(KnlL)

Beweis:
Ubung O

Korollar 6.3
X(K) = x(K")

Beweis:
Wir zeigen zuniichst: Fiir einen n-Simplex ¢, ist x(s,) = 1.
Mit o := #{i-Simplexe im ¢, } erhalten wir

n_ n—1
oy =ay +1

af = a’f‘l + af)‘_l

Yyaldd

n_  n-
o =0y i—

>x()=l+ad a4 +ar =1

Ahnlich: y(¢!) = 1.

Sei n =dim(K) und [ := o, = #{n-Simplexe in K }. Wir fithren eine Induktion nach n und
l:
en=0:Esist > K = K!

en—1~n:
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ol=1:
K = Lug, mit dim(L) <n. Dann x(K) = x(L) + x(sx) + x(LNngy) > x(LY) + 1+
X((Lng)t) = x(K")

ol~1[+1:
K = Lug, mit #{n-Simplexe in L} =1 = x(K) = x(L) + x(sn) + x(L N g,) >
XL + 1+ x((Lna)') = x (K1)

O

Hauptvermutung:
Fiir alle Triangulierungen K, L von X existiert eine gemeinsame ” Verfeinerung”.
Bemerkung: Aus der Hauptvermutung folgt, dass x eine topologische Invariante ist.
Problem:

o Die HV ist i.A. falsch (sogar fiir Mannigfaltigkeiten).

o Aber z. B. bewiesen fiir Mannigfaltigkeiten der Dimension 1,2,3.
Trotzdem gilt:

Satz 6.4

Sind K, L Komplexe mit |K|~|L| = x(K) = x(L).

Beweis:
Kommt in Kapitel 8 mittels Homologie. O

Lemma 6.5 (Euler)
Sei |K| = 52, dann gilt x(K) = 2.

Beweis:

Wir wissen
o |K|28%=dim(K)=2
e X(K) = Ecken - Kanten + Fléchen
o |K| zshgd = alle Ecken sind durch Kanten verbunden
Sei T ein maximaler Baum in K. D.h. T' ¢ K sei ein 1-dimensionaler Unterkomplex

von K, der alle Ecken von K enthélt und fiir den |T'| zshgd mit |T'| ~ pkt ist. Dann gilt
#{Ecken von T} = #{Kanten von T} +1 = x(7T) = 1.

Da |K|\|T| eine zshgd Fliche ist, muss x(7") + #{Flichen in |K|\|T|} = 2. Wir erhalten K

aus T durch Hinzufiigen der restlichen Kanten. Wegen |K| = S? bewirkt das Hinzufiigen
einer solchen Kante das Zerteilen einer Fliche in zwei Teile = x(K) =x(T)+1=2. O
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Satz 6.6

Es existieren genau 5 platonische Korper (Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Tkosaeder,
Dodekaeder). [Das heifit: Konvexe Polyeder, sodass alle Seiten kongruente Polygone
sind und sich an jeder Ecke gleich viele Kanten treffen.]

Beweis:

Sei K der Rand eines platonischen Koérpers, also K = S?. Wir wissen:
o Jede Fliache von K hat n Ecken und n Kanten.
« Jede Kante ist Seite von zwei Flichen = k = %f

« Jede Ecke ist Seite von d Kanten und jede Kante hat 2 Ecken = 2k = de.

:»2=x<52>=x(f<>=e—k+f:e_%+@
n

< e(2n+2d -nd) =4n mit e,;n,d >0
=2n+2d-nd>0

< (n-2)(d-2)<4

= (d,n) =(3,3),(3,4),(4,3),(3,5) oder (5,3)

6.4 Simpliziale Approximation

Seien K und L Simplizialkomplexe. Wir nennen s : |K| - |L| simplizial genau dann,
wenn fiir alle ¢ € K gilt, dass s|c : ¢ > 7 € L linear ist.

Konkret: Sei ¢ = (zg,...,z4) € K. Es ist s ein Simplizial, wenn s(z,), ..., s(z4) Ecken
eines Simplexes 7 € L (i.A. nicht verschieden) sind und s(X7_ \izi) = XLy Ais(x;).

Bemerkung: s simplizial = s stetig.

Ist f:|K|— |L| stetig, dann existiert fiir alle = € |[K| genau ein 7 € L mit f(x) € 7.
T = Tj(y) heiflt Trégersimplex von f(x).

s:|K| — |L| heiit simpiziale Approximation von f genau dann, wenn s Simplizial
ist und s(r) € 7f(,) (nicht notwendig 7) fiir alle = € |K| gilt.

Lemma 6.7
Es gilt s = f.

Beweis:
F(xz,t):=(1-1t)-s(x)+t- f(z) liegt ganz in Tf(a)-
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Beispiele:
bs = s(as3) s(ayq)

L]
f(aq)
ay as as a4 *

. f(a3) =L
f(az)\s(a2)

f(a1)

s(ay)

Wir hétten jedoch auch s([as,as4]) = bs wihlen konnen. Die Wahl von s ist also nicht
eindeutig!

Bemerkung: Ist f Hom6omorphismus, so ist s i.A. kein Homomorphismus.

Beispiele: I.A. existiert s nicht.
Sei |K|=|L|=[0,1] und f(z) = 2°.

Behauptung: f hat keine simpliziale Approximation.

1 1
Angenommen s sei eine solche. Dann
£(0) =0 = 5(0) =0, PP
1)=1 1)=1 3
f(1)_22>5() ) K = ~ =L
s(3)=3 1
s linear s linear 3
Aber f(3)=7€[0,5]=s(35)€[0,5] ¢ 0 0

Satz 6.8 (Existenz der simplizialen Approximation)

Sei f : |K| — |L| stetig. Fiir ein [ € Ny hinreichend grof§ existiert eine simpliziale
Approximation s : |K!| - |L| zu f: |K!| - |L|.

Beispiele:
Sei alles wie im vorigen Beispiel. Betrachte jedoch K2.
1 1
2
3
K? = =L
1
3
0 0
~_
S
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Sei x € K eine Ecke. Dann heifit die offene Menge
Sterng (z) := | JS={pe|K||z <7}
r<g
Eckenstern von x in K.

Beispiele:
K = = Sterng(z) = :
€T 1

Lemma 6.9

q
Ecken z, ..., z, von K spannen ein Simplex in K auf genau dann, wenn () Sterng (z;) #
i=0
a.
Beweis:

q
7=": Sei ¢ = (0, ...,24) € K. Dann ¢ c () Sterng (x;)
i=0

q
7<": Sei p € N Sterng (x;). Dann gilt fir alle ¢ = 0,...,¢, dass z; Ecke von 7, ist. Somit
i=0

¢=(20,...,%q) <Tpe K > ce K.

Beweis zu Satz 6.8:

o Angenommen fiir alle Ecken u € K existiert eine Ecke v € L, sodass f(Sterng(u)) c
Sternz,(v). Wir definieren dann s auf den Ecken von K wie folgt: s(u) = v, wobei v
wie in der Annahme.

q
o Angenommen (ug, ..., uq) € K. Dann ist nach Lemma 6.9 N Sterng (u;) # @. Also
i=0

q q q
@+ f([)Sterng (u;)) c [ f(Sterng (u;)) c [ Sterng (s(u;)).
i=0 i=0 i=0
Damit spannen s(up), ..., s(uq) einen Simplex in L auf.

o Man kann s linear iiber die Simplexe von K zu einer simplizialen Abb s : |K| - |L|
erweitern. s ist dann eine simpliziale Approximation von f, denn:
Sei z € |K| und 7, := (ug, ..., uq). Dann gilt

T € ﬁ(}SternK(ui) = f(z)e ﬁOSternL(S(ui))

= s(r) € (Simplex aufgespannt von s(up), ..., s(uq) < Tf(z)
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Behauptung: Es existiert ein I € Ny, sodass fiir alle Ecken u € K! genau eine Ecke v € L

mit f(Sterng:(u)) c Sterny, (v) existiert.

Beweis hierzu:

{Sternz (v) | v Ecke in L} ist offene Uberdeckung von L = {f~*(Sternz(v)) | v Ecke in L}

ist offene Uberdeckung von K.

Mit dem Uberdeckungssatz existiert dann ein § > 0, sodass fiir alle A € | K| mit Durchmesser(A) <
§ ein i = 0,...,q existiert mit A ¢ f~!(Sterng(v;)). Nach Lemma 1(b) existiert nun ein

l € Ny, sodass pu(K') < (%)ZM(K) < g Damit ist Durchmesser(Sterngi(u)) <4d. O

6.5 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Satz 6.10 (Brouwerscher Fixpunktsatz)

Sei f: D™ — D" stetig = F hat mindestens einen FP.

Wir haben dies fiir n = 2 bereits bewiesen. Analog zu dem niedrigdimensionalen Fall folgt
der Brouwersche Fixpunktsatz auch in beliebiger Dimension aus dem folgenden Lemma.

T

Betrachte D" - $7"1 5 D" und insbesondere m1(D?) - 7 (S') - 71 (D?). Jedoch gilt
~— N~—— ~——

0 VA 0
fiir n > 2 auch 71 (S™) = 0.

Lemma 6.11
Es existiert keine Retraktion r: D™ — 9D™ = S,

Beweis:
Sei h: (|K|,|L|) > (D™, 5"!) eine Triangulierung (d.h. L c K ist Unterkomplex).

Angenommen: Es existiert eine stetige Retraktion r: D" — ™1,

Dann ist h™l oroh : |K| - |L| auch eine Retraktion, die auf |L| c |K| schon simplizial
ist. Satz 8 gilt auch relativ, d.h. es existiert [ € Ny und eine simpliziale Approximation
S: |(K,L)l| —> ‘L‘ mit 3||L| = (h_l oro h)||L| = Zd|L|

Dabei ist (K, L)! wie folgt definiert:

s ()

S
(K,L)! = /N s

« Ecken von (K, L)' sind die Ecken a; von L und die Schwerpunkte ¢/ von Simplexen
¢ € K, die nicht ganz in L liegen.

e ay,...,a;, ¢t .., ¢ spannen einen Simplex in (K, L)' auf
< ai,...,a; spannen einen Simplex ¢ in L auf und ¢ < D <t (nach Umnumme-
rierung).
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Sei x := Schwerpunkt eines (n-1)-Simplexes ¢ in L und betrachte dazu s™!(z) € (K, L). Sei
dim(L)=n-1
weiter 7 ein n-Simplex von (K, L) mit rns™}(z) # @ = s(1)né+ @ = ¢ < 5(7) )

s(1) =s.
Setze T = (ag, ..., an) und ¢ = (bg, ..., bp—1) und dazu s(a;) = b; fiir i = 0,...,n—-1, s(an) = bp-1

1nd n n-1
=r=— Z b; und S(Z Aiai) = Z \ibi + Abp1
" i=0 i=0 i=0

_ n 1 1
=>TNS I(IL') = {Z)\ZCLZ | )\0 =..= /\n_g = —,)\n_l +)\n = —}
i=0 n n
=7N 371(37) ist ein Geradensegment
= s~ !(z) ist 1-Mannigfaltigkeit mit d(s™*(z)) < dD"

= 3dyzze|l|=5"" mit s(y) = s(z) 4

7.1 Definition der Homologiegruppen

Ziel: ¢ = OF = ¢ =0 in Homologie

Die Ecken eines g-Simplexes ¢ = (o, .., z4) lassen sich auf (¢ + 1)! Arten anordnen.
Zwei Anordnungen heiflen Aquivalent genau dann, wenn sie durch eine gerade
Permutation hervorgehen.

Ein orientiertes Simplex ist ein Simplex mit einer fest gew#hlten Aquivalenzklasse
solcher Anordnungen.

Notation: ¢ = (zo, ..., z4) meint in Zukunft immer ein orientiertes Simplex.

—¢ := ¢ mit umgekehrter Orientierung.

Beispiele:
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Z2 Z2

——> o — < o
Zo z1 Zo x
und

(330,331) —(961,960) Zo T1 zo r1

(zo,x1,x2) = —(xo,x2,71)

Sei K ein Komplex (mit orientierten Simplexen). Die Kettengruppen C,(K) mit
q € Z sind definiert durch

(i) Cy(K) =0 fiir ¢<0,q> dim(K)
(ii) Co(K) = freie abelsche Gruppe erzeugt durch die Ecken in K = Z#{Fcken}
(iii) Cy(K) = freie abelsche Gruppe erzeugt von den orientierten g-Simplexen in K,

modulo der Relation ¢ + (=) =0, fiir 1 < ¢ < dim(K)

Es heifit c € Cy(K) g-Kette.

Beispiele:
Betrachte den Komplex K = [J{eigentliche Seiten eines 3-Simplex}.
o Co(K) =Z* erzeugt von x, ..., 3
o C1(K) 275 erzeugt von
(w0, 21), (21, 22), (22, 20), (%0, 23), (21, 23), (2, 23)
(umgekehrt orientierte Seiten werden nicht mitgezihlt)
. CQ(K) = Z4 Zo L2
erzeugt von (xg,x1,23), (z1,22,23), ...
(-1 1- Dreiecke werden nicht mitgezéihlt)

T3

I

Bemerkung: dim(Cy(K)) = aq = #{q-Simplexe in K}

Der Rand ist definiert durch
0 =0
Co(K) = Cya(K) > 4

Oy mit 9,c:=< 4 .
17¢ = (20, .., xq) + 0qS ¢ > (-1)*(...,T5,...) , sonst
i=0
(und linearer Erweiterung)
Beispiele:
(1) el O(xo, 1) =1 — X0
T2
(2) A = 0(x0, 71, 22) = (21, 22) = (w0, 22) + (w0, 21)
i) I
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Lemma 7.1
Ein Rand hat keinen Rand, d.h. 9,-1 09, = 0 (oder auch: 9% = 0).

Beweis:
(Notation: (..., @i, ..) = (cooy Tic1, Tit 1y - )

82(330, ) = a( ;(—l)i(xg, qu))

(-1)! Z( V) (o &y 4, o) = i (=LY (oo By o 22

M»e

1=0 J=i+1

ZZ( 1)HJ( :L'j,...,.ri,...)—Z(—l)i+j(...,:i'i,...,.fj,....)
Jj<i i<j

=0

Eine Folge C, von abelschen Gruppen mit Homomorphismen 9, : C; - Cy_; fiir die
0g-1 © 0q = 0 gilt heifit Kettenkomplex (C.,0x).
Es heiflen B, (K) := tm(94+1) g-Rénder und Z,(K) := ker(9y) q-Zyklen.

Bemerkune: 82 =0= B,(K) < Z,(K) = B,(K) < Z,(K) ist Normalteiler.
bemerxung: q q q q

Die g-te Homologiegruppe ist Hy(K) = Z,(K)/Bq(K).
Notation: [2] € Hy(K) sei die Aquivalenzklasse von z € Z,(K).

Bemerkung: Aus der Klassifikation endlicher abelscher Gruppen folgt H,(K) = F, @ T}, mit
F, = 7% ("Frei”), Ty 2 Zp, & ... ® Zy, ("Torsion”) und b, := q-te Betti-Zahl.

Beispiele:
Betrachte wieder
T3
K = U{eigentliche Seiten eines 3-Simplex} = = |K| =z S?
i) D)
I

und den Kettenkomplex0—> Cy N 4 N Co —0.

~—— ~—— ~——
=74 =76 =74

o Zy=ker(dy) = Co(K) = Z* erzeugt von xy, .., 3
By 2 72 erzeugt von (1 — ), (z2 — x0), (x3 — x0)

o6



Hy = Zy/ By 2 Z erzeugt von [zg] = [x1] = [z2] = [x3]

o Elemente von Z;(K) sind endliche Summen von Elementen der Form (z;,;) +
(zj,z1) + (zx,21) + ... + (T, ;). In unserem Fall gilt sogar
(i, ) + (zj,2k) + (@, @) = O(wi, x5, Tk
= [(wi,xj) + (2, 28) + (2h, 2:)] = 0 € Hi(K)
= [(wi, ;) + (25, 2x)] = [(wi, 2x)] € Hi(K)
Damit sind folgende Umformungen méglich
[(zi, ) + (zj,2k) + (g, 1) + oo + (T, T5) ]
= [(xs,2x) + (g, ) + oo + (T, 5) ]
= ... ZOEHl(K)
= H;(K)=0
o Hy=ker(02)/im(03) = ker(02) 2 Z erzeugt von [(xo, 1, x3)+(x1, T2, x3)+(T0, T2, T1)+
(zo,x3,x2)] (Seiten heben sich bei dieser Orientierung auf)

Satz 7.2 (Ziel)
Seinen K,L Simplizialkomplexe mit |K| =z |L|. Dann H,(K) = H,(L) fiir alle g € Z.

Beweis:
In Kapitel 7.4 O

7.2 Erste Berechnungen

Satz 7.3
Hy(K) 2 Z" mit r = #{Komponenten von |K]|}.

Beweis:

Es gilt immer Zy(K) = Co(K) = (freie abelsche Gruppe erzeugt von den Ecken von K)
und By(K) = (freie abelsche Gruppe erzeugt von v; — vj, wobei (vs,v;) € K).

« Seien v,w Ecken in der selben Komponente von |K|.
Dann existiert ein stetiger Weg w : I — |K| von v nach w. Nach Satz 6.8 gibt es zu
diesem eine simpliziale Approximation s : I — |K| von u (solch ein s heiffit Kantenweg
von v nach w). Wir fassen s als Element ¢ € C1(K) auf = dc = w-v € By(K) =
[w] = [v] € Ho(K).

o Definiere den augmentations Homomorphismus ¢ durch

oK) B oK) Sz

PRV IPY
Es gilt e 001 =0, da im(01) = Bo(K) erzeugt von v; — vj.

« Seien v,w Ecken in verschiedenen Komponenten von |K|.
Dann 3c e Z1(K) mit dc=w —v.

" Denn: Solch ein ¢ kénnten wir dann schreiben als ¢ = ¢, + ¢, + cg mit

s ¢, = 1-Kette in der Komponente von v
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a ¢y = 1-Kette in der Komponente von w

s g 1-Kette in den anderen Komponenten

= 0cp =0,0¢, = —v,0¢, = w, aber e(dc) =-1%0 4
Also [v] # [w] € Hy(K).

e e(Av) = A= v ¢ Bo(K) fiir A+ 0. Also A[v] =0 < A =0 (d.h. es gibt keine Torsion)

Satz 7.4

Z ,fallsq=0
H,(CK) = {0 sonst '
Z ,fallsq=0

(folgt aus Satz 7.2)
0 , sonst

Insbesondere: Hy(D") = {

Beweis:

ICK| zshgd 2= Hy(CK) = 7.
Sei ¢ >0 und x die Kegelspitze. Definiere

d:Cy(CK) = Cy1(CK), (x0,...,2q) ~ {
0 , sonst

Behauptung: dds + dos = ¢ fiir alle ¢ e CK.
o = (z0,...,xq) € K:

q )
9ds = O(x, 20, .., g) = (20, s Tg) + Y (1) (2,00, Ty ..o
i=0

q . q .

dos = d(Y (1) (z0, - T, ) = 2 (1) (@, .., T, ..
i=0 =0

= 0ds + dOs = (z,x0,...,24) =<

o s=(z,21,...,xq) "
0ds =0

q .
405 = d((21,1,2g) + Y (~1) (2,0, Ty ) ) = (2,21, 01, g)
=1
Fir z € Z,(CK) gilt
z=0dz+d0z =0dz € By(CK)

= Z,(CK) = B4(CK)
= Hy(CK) = Zo(CK)|B,(CK) =0

o8

(z,20,....,2q) , falls (zg,...,2q) € K
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Satz 7.5

Sei X" := {eigentliche Seiten eines (n + 1)-Simplexes}. Dann ist

Z |, firq=0,n
Hq(E”) - {O sonst

Beweis:
o H, hingt nur von den ¢- und (¢ + 1)-Simplexen ab, sodass wir mit Satz 7.4
Z ,furq=0
Hy(2") = Hy(a™") = Hy(Camyz 4" * 0 8
0 , sonst
fiir alle ¢ <n —1 erhalten.

o X" hat keine (n+1)-Simplexe, also Hy,(3") = Z,(X").
Es besitzen ¥ und A™*! das gleiche n-Skelett (d.h. Uy, k-Simplexe), womit Z,(X") =
Zn(A™ 1) gilt. Aus H,,(A™1) = 0 (Satz 7.4) folgt dann auch Z,(a™*) = B,(a™+!) =
0C,41(A™1Y) = Z erzeugt von O((n + 1)-Simplexe) = H,(X") = Z.

Satz 7.6
|| wegzshgd = Hy(K) = 8 (|K]).

Beweis:
Betrachte eine Ecke vy von K als Basispunkt. Sei u : I — |K| Schleife von vg. Mittels
simplizialer Approximation erhalten wir eine Kantenschleife s: I - |K| mit s 2 u.

,,fv
A

Sei z(s) := (1-Zykel definiert durch s) = (vg,v1) + ... + (Vp-1,00).
Wir definieren @ : 71 (|K|,v0) > H1(K), [s]~ z(s).
(1) @ wohldefiniert:
Seien s,s’ homotope Kantenschleifen von vg. Dann gilt: s ~ s’ = s’ entsteht aus s

durch lineare Interpolation iiber Simplexe = s und s’ unterscheiden sich durch einen
Rand.
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/ AN g

s
2(s) = 2(s") =02 = [2(s)] = [e(s)] e H1  2(5") = 2(s) + (w,0) + (v, u) = 2(s)
(2) @ surjektiv
Z1(K) wird erzeugt von 1-Zyklen der Form z = (wy,ws) + ... + (wg, w1 ). Sei v Kan-
tenweg von vy nach wy, dann z(ywiws---wy, w1y 1) = 2.

S S

w1

(3) ker(®) = [m1,m] (Kommutator Gruppe von 1)
o Hy(K) ist abelsch = [m1,m] c ker(®).

o Sei [a] € ker(®), also a = voui--v,_1v9 mit z(a) = A(XK | Nigi), wobei ¢; = 2-
Simplexe von K sind.
Setze g; = (a4, b;, ¢;) und wihle Kantenweg ; von vy nach a;. Dann gilt %aibici%—l ~
Yyt = vy = v = Ty (viaibiciv; DN ~ vo = [a] = [ay71].
Andererseits gilt z('yiaibici'yi_l) = d(azbic;) = z(ay™') = 0. Das heifit ay™!
enthélt jede Kante (a,b) mit gleicher Vielfachheit wie (b,a).
Also [a] = [ay 1] = 0 e 7% (| K|, vo).

O
Beispiele:
Sei |K| = geschlossene Flidche. Dann
« Hy(K)=Z
0 JF =82
o Hi(K)=1{7% JF g, T?

ZF'eZy, ,F=#,RP?
0 ,Fz#RP?

« (siehe Ubung) Hy(K) = {
Z , sonst

7.3 Kettenabbildungen
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Seien K,L Simplizialekomplexe, dann heifit ¢ : C(K) - C(L) eine Kettenabbildung
= @q: Cy(K) - Cy(L) ist Folge von Homomorphismen, sodass

oS
Cq(K) Co-1(K)

@q} O \%’q—l (kurz: pod=00¢)

Co(L)

&SL) Cq—l(L)

Lemma 7.7

Eine Kettenabbildung ¢ : C(K) - C(L) induziert einen Homomorphismus ¢g. :
Hy(K) = Hy(L), [2] = [pq(2)]-

Beweis:
Sei z € Zy(K). Dann 0(pq(2)) = 0q-1(04(2)) = 0= ¢4(2) € Z4(L).
Sei 0z € By(K). Dann ¢g(0zx) = 0(pg+1(x)) € By(L) O

Bemerkung: Ist ¢ : C(L) - C'(M) eine weitere Kettenabbildung, so (¢o ). = ¢, 0 ¢, und
(idc(ry)» = idp (K-

Sei s : |K| — |L| eine simpliziale Approximation. Definiere s, : Cy(K) - Cy(L) durch
{(3(1‘0), ..,8(xq)) , falls alle s(z;) verschieden
0

, sonst

sq(s) = s¢(x0, ..., xq) =

(wohldefiniert wegen s4(—¢) = —s4(<))

Lemma 7.8
(sq) : Cq(K) = Cy(L) ist eine Kettenabbildung.

Beweis:

o Fall: s(x),...,s(zq) sind alle verschieden
= 0sq(<) = $4-1(9%)

o Fall: s(x;) = s(axy) fiir ein j <k
= 0s4(s) =0
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Andererseits:
q .
5¢-1(0¢) = > (-1)'sg-1 (..., T, ...)
i=0

= (1) 541 (s Ty o) + (1) P51 (oo Ty 0)
_ {O , falls noch andere s(x;) gleich sind
(=1 (503 + (1) (e 50, )

0 -
i {((—l)j + (DTN s(a), )
-0

Simpliziale Abbildungen s,t : |[K| — |L| heiflen kettenhomotop < Es existiert ein

Homomorphismus d, : Cy(K) - Cys1(L), sodass ngl)dq + dq_lﬁéK) =t,— Sq.

a(K) (K)

o Cgr1 (K) —2s C(K) ——s Cpy (K) -

N
S}t / S\t &Q S

o Coni(D) e Cyl1) — o Cyra (L) =
q+1 q
Lemma 7.9
Sind s,t: |K| - |L| kettenhomotop, so s, =t
Beweis:
Sei z € Zy(K). Dann t4(2) - s4(2) = 0dg(z) + dg-10(z) = 0dy(z) € By(L) = [tq4(2)] =
[s4(2)] € Hy(L). O

7.4 Topologische Invarianz der Homologie

Wir wollen zeigen, dass f : |K| — |L| stetig einen Homomorphismus f, : Hy(K) - Hy(L)
mit (go f)« = g« f+ und id, = id induziert. Dann folgt: Ein Homéomorphismus f : |K| — |L|
induziert einen Isomorphismus Hy(K) - Hy(L). (Hy(|K|) = Hy(K))
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K heit azyklisch :< Hy(K) = Z und H,(K) =0 fiir ¢ # 0.

Eine Kettenabbildung ¢ : C(K) - C(L) heift augmentationserhaltend < cx =
er0po: Co(K) - Z, dh. po(X ais)) = L bir) = Y a; = X b;.

Sei ¢ = ijqu € Cy(L) eine g-Kette und L' c L Unterkomplex. L’ heifit Tréger zu c
e fiir b; # 0 ist 7']’.1 el

Lemma 7.10

Seien ¢, : C(K) - C(L) augmentationserhaltende Kettenabbildungen derart, dass
fiir alle ¢ € K ein Unterkomplex L(s) < L existiert, sodass
(i) ¢/ <¢=L(¢") < L(s)
(i1) L(s) ist azyklisch
(iii) L(<*) ist ein Triger von ¢ (¢*) und (%)

Dann sind ¢, 9 kettenhomotop, also inbesondere @, = 1.

Beweis:
Wir konstruieren dg : Cy(K) - Cys1(L), sodass fiir alle g-Simplexe ¢? € K gilt: L(c?) ist
Trager von dg(s?).
Via Induktion nach qg:
TA g=0: Sei v eine Ecke in K.
L(v) ist Trager von ¢o(v) und ¥o(v). o, 1o sind augmentationserhaltend = (o —
o) (v) =% bjT]Q mit )’ b; = 0. Weiterhin ist L(v) azyklisch, also existiert eine 1-Kette
do(v) mit Triager L(v) < L, sodass (o — 1) (v) = d(dp(v)).
IS Seien dy, ...,d4-1 bereits konstruiert.
Gesucht ist d, derart, dass fiir alle <9 € K gilt: 0(dy(s)) = (sg =g —dq-10)(s) (*) und
L(s) ist Tréger von dy(s).
L(c) ist Tréger der rechten Seite von (*) nach IV, (i) und (iii). Damit

8(§q - wq - dq_13)(§) i1 ((9§q - 81/’(1 - (gq—l - wq—l - dq_28)8)(g) =0
(;) Es existiert eine Kette d,(s) mit Tréger L(<), so dass (*) erfiillt ist.

Satz 7.11
Hy(K") 2 Hy(K)

Beweis:

Definiere j : |[K!| — | K|, ¢ ~ Ecke von s.

Dies ist eine simpliziale Approximation der Eins und j induziert eine Kettenabbildung
Jq : Cy(KY) - Cy(K). j und j, sind nicht eindeutig, aber j, : H,(K') — H,(K) ist
unabhéingig von der Wahl von j.
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Z2

= j(7) =, (xo,22), (x1,22) oder (z2)

= (20,71, 72) ¢! =

xo ‘ T
Definiere i, : Cy(K) » Cy(K'), ¢ = Summe der g-Simplexe in ¢.
Formal:

o ig(x) =z fiir eine Ecke x von K

e i1(x0,21) = (b,z1) — (b,z0), wobei b Baryzentrum ist,
d.h. i1(s) = (<, i90s) fiir einen 1-Simplex ¢

o ig(s) = (S,ig-105) fiir ¢ > 1
Anschaulich:

G = ®) — =1i2(<)
Ol0

14 ist eine Kettenabbildung, denn:
0iq(c) = 9($,ig-105) = ig-10s = (S, Dig-105)
Ist i4-1 Kettenabbildung, dann (¢, i,-105) = (¢,44-20%¢) = 0, womit 4, eine Kettenab-
bildung ist. Also induktiv: 7y ist Kettenabbildung = i, Kettenabbildung fiir alle g.

3. Schritt:
Jqtq = idc, (k) da jedes Simplex auf sich selbst abbildet. (Nur fiir bestimmte j?) iqj, ist

Kettenhomotop zu id¢, (k1) (Ubung)

79 .. . .. . L. .
= Julx = idp, () und @sjs = idp, (1) = ix, j» sind Isomorphismen.

Lemma 7.12
Seien s,t: |K| — |L| simpliziale Approximationen von f :|K| — |L|, dann gilt: s. = t..

Beweis:
Sei ¢ € K und = € ¢ mit s(x),t(7) € Tf(y), dann s(),t(s) < Tf(gy. Sei L(s) := kleinstes
Simplex mit s(<),t(s) < L(s), dann folgt mit Lemma 7.10 die Behauptung. O

Analog zur Konstruktion im 2. Schritt von Satz 7.11 erhilt man eine Kettenabbildung
i) 5 Cy(K) > Cy(K™).

Bemerke:

s:|K| - |L| simpliziale Approximation von f : |K|— |L| und
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t :|L| - |M| simpliziale Approximation von g :|L| - |M|
= tos:|K|— |M]| simpliziale Approximation von go f :|K|— |M]|

Lemma 7.13

Sind s:|K™| - |L| und t: |K"| - |L| simpliziale Approx. von f:|K|— |L| = s.il™ =
(n)
tely .

Beweis:

Fir m =n: Lemma 7.12.

Sei l:=m —n >0 und ersetze K™ durch K.

Wir iterieren die Konstruktion im Beweis von Satz 7.11 und erhalten die simpliziale Ap-
proximation j& : |K!| - [K| von id und 0, jil) sind invers zueinander.

= s,t0j :|K!| - |L| sind simpliziale Approximationen von f

= Sy =tu]s

D 2y 00y

= Sl *Jx s
Folgendes ist somit wohldefiniert:

Sei f : |K| — |L| stetig. Wir definieren f, : Hy(K) — Hy(L), f« = s.i), wobei
s:|K!| - |L| simpliziale Approximation von f ist.

Lemma 7.14
Sind |K| L [L] % |M] stetig, dann gilt (go f)s = ge o fs.

Beweis:

Seien t : |L!| - |M| und s : |K*| - |L!| simpliziale Approx von g und f. Dann

I+
Hy(K) —— H(L)
%
i O |50 H)
=

H,(KY) —— H, (L)

Also ist ¢ o s simpliziale Approximation von go f und j) o s eine von f
= (g o f)* = (t o 3)*Z£k) = t*S*igk) = t*lg—l)jg—l)s*zg—k) = g*f* O
\'\r—d\—\/—/
9= f*
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Satz 7.15

Sind K, L Komplexe mit |K| 2 |L| = H,(K) = H,(L) fiir alle q.

Beweis:
(wie in Korollar 4.7)
Sei f:|K| > |L|, dann (F71)sfe 21 (f7Lf)s = id, = id. Analog: f,f7! = id. O
Wir definieren fiir einen Polyeder |K| die Homologiegruppen als H,(|K|) = Hy(K), z. B.
75 |Z q=0, 74 |Z q=0
H,(S™) % =50 gy =7
0 sonst 0 sonst

Alternativer Beweis von Lemma 6.11:
Angenommen es existiert eine Retraktion 7 : D™ - S™"~!. Sei i : 8”1 - D" die Inklusion.

Z2Hot (5" 5 Hyo(D") 25 Hyt (577 2 Z
=0

Topologie = 7.i.=(roi), =id. =1id
Algebra = T4x=0

Satz 7.16
Seien f,g: |K|— |L| stetig. Dann gilt f ~ g = f. = g« : Hy(|K|) = Hy(|L|)

Beweis:
Sei
e F:|K|xI — |L| Homotopie von f nach g
e ig: |K| > |K|x {0} Inklusion
e i1 : |K| > |K|x {1} Inklusion
= f=Foiyund g=Foij.
Trianguliere |K| x I, sodass |K|x {0} und |K|x {1} die gleiche simpliziale Struktur haben
und ¢ x [ fiir alle ¢ € K ein Unterkomplex ist. Setze L(c) = ¢ x I. L(<) ist azyklisch, denn

|c? x I| = DT, Damit erfiillen (ig)g, (i1)q : Cq(K) = Cy(K x I) alle Voraussetzungen von
Lemma 10 = f, = (Foig). = Fxoig, = Fxoir, = (Foi1). =g« 0

Korollar 7.17
|K|~|L| = Hy(|K|) =2 Hy(|L|) fiir alle ¢ € Z.
Satz 7.18

(1) S"~S"™ <= m=n
(2) RPT2R™ < m=n
(3) Der Rand OM einer n-Mannigfaltigkeit M ist wohldefiniert

Beweis:
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0 sonst
7Z? q=0

0 sonst

H,(S% ;{

(2) h:iR" 5 R™ = §71 2 R\ {0} 2 R™ (A(0)} = 5™ B m = n
(3) wie in Kapitel 5

7.5 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

Eine Folge von Gruppen und Homom.
s G B G B G >

heifit exakte Sequenz :< im(p;) = ker(p;41) fiir alle i.

Eine exakte Sequenz der Form
0-4%582% 050

heifit kurze Sequenz. Insbesondere gilt « injektiv, 8 surjektiv und im(«) = ker(53).

Beispiele:
e 0>G EN H — 0 ist genau dann exakt, wenn f ein Isomorphismus ist.
. d
e 0525 (p)2 2% 7, 0 st exakt.

Satz 7.19
Eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
0—C(K) S O(L) L o(M) >0
induziert eine lange exakte Sequenz

o Hy(K) 25 Hy(L) 2 Hy(M) 5 Hya (K) > ..

Beweis:
o Definiere A : Hy(M) - Hy—1(K) durch Diagrammjagd.
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0 Cy(K) — e Cy(L) — L Cy(M) -0
O T o ]
z}—'>8y Oy ————— 0

0 Co1(K) —— Cg1(L) —— Cqr(M) >0

Sei [x] € Hy(M) gegeben, d.h. x € Cy(M) mit Oz = 0. Wegen der Surjektivitét von j
existiert y € Cy(L) mit j(y) = «. Dann folgt j(dy) 2 0j(y) =0x=0= dy e ker(j) =
im(7). Also 3z € Cq_1(K) mit i(z) = dy. Es gilt 0z = 0, denn i(0%) © Di(2) = 0%y =0
und i injektiv.

Definiere damit A : Hy(M) - Hy-1(K) , [z] = [2].

L

0> Cor1(K) ——— Cgu1(L) —— Cur(M) -0
Vb w
O o |
I A vy-y' }T’ r-a'y
0> Cy(K) Cg(L) Co(M) -0
w—— V5
1o g O
,z—z’)—'(?y—(')y', . 4
7 J
0> Cg1(K) Cy-1(L) Co1(M) -0

A

Sei [z] = [2'] e Hy(M), also z — 2" € By(M) = z — ' = dw fir w e Cyy1 (M)
LT Cy+1(L) mit j(v) = w
@)
= j(0v) = 0j(v) =dw =z - 2" = j(y —y) fiir y,y" € Cy(L)
=j(y-y' -0v)=0
=y—y —0veker(j)=im(i)
= Ju e Cy(K) mit i(u) =y -y' - v
S i(Ou) = 0i(u) =y — Oy’ =iz —iz' [da Oy — Oy’ € ker(j) = im(i)]
=z-2z'=0u
= [2] = [2'] € Hy-1 (K)
o Exaktheit der langen Sequenz:
e im(is) cker(je): ji=0= juin =0
s im(i) o ker(j.):
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Sei [a] € ker(jx)
= 0a=0und 3be Cy1 (M) mit j(a) =0b | j surj.
= 3ceCyr(L) mit j(c) =b
= j(a) =9b=0j(c) = j(0c)

= j(a-0c) =0 | im(i) = ker(4)
= 3d e Cy(K) mit i(d) =a—-0c | 7 inj.
=0d=0

= [d] € Hy(K) und i.[d] = [i(d)] = [a - Oc] = [a]

» noch zu zeigen: im(i.) = ker(2) und im(2) = ker(i,) (Ubung)

Korollar 7.20 (Mayer-Vietoris)

Sei K ein Komplex mit Unterkomplexen L und M, sodass K = L u M. Wir schreiben
die Inklusion als

LaM—Yup

] |5

M—LuM =K
IM

Dann gibt es eine LES (lange exakte Sequenz)
Qi B* A
o> H(LnM)— Hy(L)® Hy(M) — Hy(K) — Hy_1(Ln M)~ ...
wobei a.[2] = (ir«[2], in<[2]) und Bu([yr], lym]) = jr«lyr] = jarelym]
Beweis:

H,(L)® H,(M) ist die Homologie des Kettenkomplexes (Cy(L) ® Cy(M), GqL ® 8611‘4). Wir
erhalten eine KES von Kettenkomplexen

0 - Cy(LnM) - CyL)eCy(M) - Cy(K) - 0
z = (in(2),im(2))
(YL, yar) = Jr(ye) = im(ym)
Die Behauptung folgt nun mit Satz 7.19. O

Bemerkung: 7.20 ist ein Satz iiber Polyeder, d.h. {iblicherweise unabhéngig von den Tri-
angulierungen.

Beispiele:

7Z fir g=0,n

(1) Behauptung: H,(S™) = {
0 sonst

Beweis (per Induktion nach n):
Setze A =S™\{N} ~ {pkt}, B=S"\{S} ~ {pkt} mit AnB=~S"1
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IA: Sei n=1, dann Hy(S') =2 Z und H;(S! Y P (SY) 2 7.

IS: Sein>2.
Mit Mayer-Vietoris erhalten wir
Hy(A)® Hy(B) » Hy(S") > Hy-1(AnB) > Hy 1 (A)® Hy1(B) - ...
Fiir ¢ > 2:
0— Hy(S") = Hy 1 (S"Y) > 0= Hy(S") 20
Fiir g = 1:
0 - Hl(Sn) - Ho(Snfl) - Ho(pk‘t) @Ho(pk‘t)
7 7Za&Z
1 > (1,1)
0 - 0

(2) Betrachte die Flichen #,7% und #;RP? mit ihren Standard-Henkelzerlegungen.

#,T7 #,.RP?

29
A~\/S', B~ {pkt}, AnB=~S" A~\/S', B~{pkt}, AnB=~S"
i=1 =1
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n—-1
Mit Mayer-Vietoris erhalten wir fiir L=\ S, M =S

0 - ? ®
n—1 n
= (V) ez=H(\S")
1=1 i=1
= H\(\/§')=z2"
i=1
Fiir #,T%
B
0 = Ha(#,T%) = Hi(SY)
0 - Hy(#I%) - L
Z
1

Mit Isomomorphiesatz:

i=1

n-1 n
Hkt) > BV §!) @ M) ~ m(Vs'

aq
—

—
>

>

— ?

H1(2\7sl)

i=1

((alblailbil...)
©

—

i=1

— Z @

o Hy(pkt) 25 Hi(#,77)

729
)

)

e Hl(#gTZ)
0)
0)

Ho(#,17) = ker(20) = im(80) = (Z & Z) fker(fo) = (Z & Z) im(ao) = (Z& Z)/((1,1)) = Z

Hy(#,T?)ker(A1) = im(A1) = ker(ag) = 0 und ker(A1) = im(81) 2 (Z29) [ker(B1) = (Z%9) Jim(ay) = %9 = Hy(#,T%) = 7%

Hy(#4T?) = Hy(#4T%) [im(B2) = Ha(#,T7) [ker(82) = im(Lg) = ker(ay) = Z

Fiir #,RP?:

0 > Hy(#RP?) = Hi(SY)

0 — Ho(#,RP?)

Mit Isomomorphiesatz:

A

—

4
A
1

«
—
—

(g

=

<

Hl( 1

i
Zk

261 +

(2,...,2)

+ QCk

S') e Hipkt) > Hi(#RP?) - 0

~ H(#RP%) - 0

Hy(#RP) = im(8) 2 (29 fker(8) = (24 fim(@) = (B2, . 2)) =2 0 2,
HQ(#kRP2)/k€T(A) = im(A) = ker(a) =0 und ker(2) =im(0) =0 = H2(#kRP2) ~ 0

AN
—

—

—

. 2
Ho(S') 2o HO('\ZSl) ® Ho(pkt)

Z
1

) - Ho(pk‘t) - Ho(n\_/lsl) ® Ho(Sl) - Ho(

—

NT<s

Sl)—>0
- 0

v/
(1,1)

@

Z

Bo
—

—

HO(#gTz) - 0
HO(#gTZ) - 0



8.1 Der Abbildungsgrad

Seien M™ N™ geschlossene, orientierbare und triangulierbare n-Mannigfaltigkeiten und
f: M — N stetig.

Wir sahen bereits auf Blatt 10 Aufgabe 2:
Eine Orientierung von M liefert einen Erzeuger von H, (M) =2 Z (K[M] ~ K), genannt

die Fundamentalklasse [M] =% gl.(")].
= fu: Ho(M) — Hp(N)
E[M]— Mk[N]
7 -7
kv Nk

Der Abbildungsgrad von f ist deg(f) = \.

Eigenschaften:

(1) f~g= fi=g.=deg(f) =deg(g)
Beispiel: S 3 Z + Z% ¢ S', dann deg(f) = k

(2) (gof)e=g«ofu=deg(go f)=deg(g)-deg(f)

3) f+M 5N=> f+Isomorphismus = deg(f) = £1
Insbesondere deg(Id) = +1.

(4) deg(konst Abb.) =0 falls n > 1 = id # konst Abb.
Satz 8.1

Sei f:8™ - 8", x + —x die Antipodenabbildung. Dann deg(f) = (-1)"*!

Beweis:
i-te Stelle
——
Wir wihlen eine Triangulierung von S™ durch V,; := (0,..., +1 ,...;0) und 3 := Komplex

bestehend aus den Simplexen (V;,,..., Vi) mit |i1| < ... <[ig|. Dann [¥] = S™.

Wir orientieren (Vi,...,V,41) und alle anderen Simplexe kompatibel. Dann [S"] = [X] =
S o™ Esist f: || - [S] simplizial mit f(V;) = V..
Es gilt
o (V1,Vo, ..., Vpi1) und —=(V_q, V5, ..., Vpi1) sind kompatibel
e (V1,Va, ..., V1) und (—1)"+1(V_1,V_2,...,V_(n+1)) sind kompatibel
o fOV1,Vay oo Via1) = (Vo Vi, oo, Vograny) = (1) 1V, Va, oy Vi) = deg(f) = (1)
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Korollar 8.2
ZdSn ~ —idSn < ne€ 2Z + 1

Beweis:

Sei n € 27, so deg(—idgn) = -1 %1 =deg(idgn).

Seine2Z+1. Mit n=2m-1, meZist S* = $?™ ! c C™, also idgem-1 ~p —idgam-1
vermoge F(z,t) == e™ . 2, O

Korollar 8.3

Sei f:S™— S" stetig.
(a) 3 Fixpunkt von f = deg(f) = (-1)"*!
(b) ne2Z = JxeS™ mit f(z)==xx
(¢) ne2Z und f ~idgn = f hat einen Fixpunkt

Beweis:
N . .. (A=t f(x)-tx
(a) f~p —idgn vermoge F(x,t) := (O OETE
(b) Angenommen f(x) # +x fiir alle z € S™. Unteranderem existiert damit kein Fixpunkt,
sodass wir f ~ —idgn wie im Beweis von (a) erhalten. Andererseits: f ~g idgn mittels

G(x,t) = % Insgesamt: —1 = deg(—id) = deg(f) = deg(id) =1. 4

(c) Angenommen f hat keinen Fixpunkt, also f(z) # x fiir alle z € S™. Mit (a) folgt dann
deg(f) = (-1)"" = (=1)%**! = -1 und wie im Beweis zu (b): f =g idgn = deg(f) = 1.
7

O]

Ein stetiges Vektorfeld auf S™ ist eine stetige Abbildung X:S" — R™*! so dass X (z)
senkrecht auf = steht.

Korollar 8.4 (Satz vom Igel)
Es existiert ein Vektorfeld ohne Nullstelle auf S™ < n € 2Z + 1.

Beweis:
<: Sein =2m~1 fir meZ, dann 8" = §?™1 c C™. Mit X (21, ..., 2m) =0 (21, ey Zm)
folgt die Behauptung.
=: Sei X ein Vektorfeld auf S™ ohne Nullstellen und f : S™ - S, p — &Eg ;|. Wegen
X(p) Lpfolgt f(p) +tp=>n¢2Z =>nec2Z+1.

Fiir Beispiele siehe VL.
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Es gilt allgemeiner:

o Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M besitzt ein VF ohne NS genau dann, wenn
X(M) = 0. (Die Hinrichtung dieser Aussage werden wir etwas spéter beweisen.)

o S™ besitzt n-linear unabhéingige VF, d.h. S" ist parallelisierbar genau dann, wenn
n=1,3,7. (Mehr dazu werden wir im néchsten Semester diskutieren.)

Eine topologische Gruppe G wirkt frei auf einem topologischem Raum X :< Gilt
gx =z fiir ein x € X, so ist g = e.

Korollar 8.5
Wirkt G frei auf S?™ (m € Z), dann G = 1 oder Z.

Beweis:

Seien g, h € G\{e}. Mit 8.3 (a) gilt dann deg(h) = deg(g) = (-1)?"*! = ~1. Also deg(goh) =
deg(g) -deg(h) = 1. Nach 8.3 (a) besitzt g o h einen Fixpunkt, also goh=e = G =Zy. O

8.2 Homologie mit Koeffizienten

Sei G eine abelsche Gruppe und K ein Komplex.
Cy(K;G) = {Zgigi | gie G, € K ein q—SimpleX}.

Wir definieren analog
9:Cy(K;G) - Cyy (K;G) mit 6% =0
und die Homologie mit Koeffizienten in G
Hy(K;G):=Hy(C.(K;G),0).

Anmerkung: Die gesamte Theorie aus Kapitel 7 gilt analog. Die Berechnungen unter-
scheiden sich, z. B.

o G =1Zyist VR = H, sind VR (d.h. alle Sequenzen spalten) und = = —z (d.h. keine
Orientierung)

o G =Q = keine Torsion

Beispiele:
o Hy(RP%7Z) =0 und Ho(RP? Z5) = Zs
o Hi(RP?%7Z) =75 und H;(RP%;Q) =0

(vergl. Ubung)

8.3 Die Euler-Poincaré-Formel
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Lemma 8.6

Sei Hy(K;Z) 2 Zba ® 7T}, mit einer endlichen abelschen Gruppe T}, und der g-ten Betti-
Zahl by. Dann ist H,(K;Q) = QPe, d.h. dimg(Hy(K;Q)) = rkz(Hy(K;Z)) = by.

(algebraisch: Hy(K;Q) 2 Hy(K;Z) ® Q)

Beweis:
Seien [z1],...,[2p,] € Hy(K) eine Basis des freien Anteils 7. Wir konnen die Zykel z;
als Zykel in Cy(K;Q) auffassen. Fiir die Homologieklassen in H,(K;Q) schreiben wir

[zi] € Hy(K;Q).

Sei [z] € Hy(K; Q) beliebig, d.h. z € Z,(K;Q). Dann existiert ein n € Z mit nz € Z,(K)
= [nz] = M[z1] + ... + Ny, [2,] + [w] mit \; € Z und [w] € T,

=[z] = %()\1[21] + o+ Ay, [2,] + [w])

Weiter ist [w] Torsion, d.h. es existiert ein m € Z mit mw = Ju fiir ein u € Cyyq (K).
=>w = 6(%u) mit %u € Cyi1(K;Q)

= [w] =0in Hy(K;Q)

= [21], ..., [z, ] spannen Hy(K;Q) auf

Zu zeigen bleibt: [z;] sind linear unabhingig iiber Q.
" Sei A1)+ ...+ Ao, [26,] = 0 € Hy(K;Q) mit \; € Q
= A121 + .o+ Ap, 2, = Ov fiir ein v € Cyy1 (K; Q)
= 3l eZ mit lve Cy1(K) und I\; € Z
= IM[z1] + .+ Iy, [2,] = 0 € Hy(K)
=M ==y, =0
= A =...=X, =0

Satz 8.7 (Euler-Poincaré-Formel)

X(K) = Z(‘l)qbq
q=0
Insbesondere hingt x(X) nur vom Homologietyp von |K| ab, weil b, = rkz(Hq(K)).

Zum Beispiel:

7 ,q=0
Hy(#,7%)=17% | q=1 = x(#,0*)=1-2g+1=2-2g
Z  ,q=2

Beweis:

Wir haben die folgenden KES von Q-VR:
0
0> Zg(K;Q) = Cg(K;Q) = By1(K;Q) >0
0= By(K;Q) = Z,(K;Q) = Hy(K;Q) ~ 0
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M=

— () = ﬁ;)(—l)qaq -

(-1)dim(Cq(K;Q)) | Zg = ker(9;), Bg-1 = im(9,)

Q
Il
o

NE

(-1)[dim(Z,) + dim(Bg-1)]

Q
Il
o

M=

(-1)[dim(Bg) + dim(Hy) + dim(By-1)]

b
<)

M=

(-1)7dim(Hg) | Lemma 8.6

b
<)

NgE

(=1)%bq

b
<)

8.4 Der Satz von Borsuk-Ulam

Satz 8.8
Hy(RP"™;Z) 2 Zy fiir ¢=0,...,n zu n > 1.

Beweis:

Wir betrachten II : S - RP"™ = §"/,._,. Wihle eine Triangulierung von S™ vertréglich
mit 1T (siehe Ubung oder Kapitel 8.1). Wir schreiben II,, : Cy(S™; Zs) = Cy(RP™; Z3) und
definieren den Transfer t,: Cy(RP";Zy) — Cq(S™; Z2) durch t4(s) = ¢+ + <, wobei ¢, die
g-Simplexe mit II(c.) = ¢ sind.

Die Sequenz
0= Cy(RP™; Z) 5 Cy(S™3 Z2) > Co(RP" Z3) - 0
ist exakt. Denn:
o 14 ist injektiv und II, surjektiv
o Il 0t4(s) =II(s+ +s-) =2¢ =0 in Cy(RP™;Zo) = Im(ty) c ker(1l,)

o Sei ¢ € ker(Il;), dann sind ¢, und ¢ mit gleicher Vielfachheit in ¢ enthalten, also
ceim(ty).
« Es gilt auch 0t, = t,-10 und 011, = 11,1 0.

Mit Satz 7.17 erhalten wir die LES
> Hy(RP"™; Z5) 25 Hy (S Z2) 25 Hy(RP™ Zs) = Hy 1 (RP";Z5) — ...

Es gilt Hy(RP";Zy) = Zy, da RP™ wegzshgd ist und H,,(RP™;Zs) = Zg erzeugt von der
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Summer aller n-Simplexe.
0= Hp(RP™: 7o) 2 Hyy(S™ Zo) X Hy(RP™ 7o) 25 Hyyot (RP™: Z0) — Hy1(S™; 7o) = 0
ITot

~ Z ~
2—:0—> 0

0= Hy(RP™;Zo) S Hy(RP™; Zo) 2 Ho(S™:Zs) 2 Ho(RP™;Zs) — 0
ZQ = ZQ
ZQ = ZQ g 0

Bemerkung: A ist Isomorphismus fiir ¢ =1, ..., n.
Satz 8.9

Sei f: 8™ - S™ stetig mit f(-x) = —f(z), dann n < m und fir n = m gilt deg(f) €
27+ 1.

Beweis:

f induziert eine Abbildung f : RP™ - RP™, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

S Sm

i o n

RP" ? RP™

Man rechnet auch nach, dass folgendes Diagramm kommutiert:
Hy(RP™ Zo) —v H (8™ Z5) —2+ Hy(RP™ Zs) — Hy1(RP";Z5)

f*

f* fx—

?X’

H,(RP™;Z3) e H,(S™;Zs) T H,(RP™;Zy) —_ H, 1(RP™;Z3)

Angenommen n > m. Dann gilt fiir g <m < n:
N
Hy(RP";Zy) —— Hy 1(RP"™; Zy)
f. O f.

A
Hq(RPm;Zg) T» q_l(RPm;Zg)

Fir ¢g-1=0ist fo i Hy1(RP™,Zy) » Hy 1 (RP™,Zs) ein Isomorphismus. Induktiv folgt
[y Hy(RP",Zy) - Hy(RP™,Zs) ist ein Isomorphismus fiir ¢ = 1,..,m.
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Betrachte

Ty

Zo= Hp(RP";Zo) — Hp,(S™;Z2) (=0 fiir m<n)
?* = O f"‘
Ty
Ho(RP™; Z) — s Hy(S™:Z5) =7

n>m: Der Isomorphismus t, f, = fit, : Zo — Zy faktorisiert durch H,,(S™;Z) =0. 4
n=m: Esist f.: H,(S™;Zs) > H,(S™;Z2) ein Isomorphismus.

= f.: Hp(S™) = Hp(S™) ist Multiplikation mit einer ungeraden Zahl
=deg(f)€2Z+1

0
Korollar 8.10
Sei f:S™ > R" stetig = Fz € S™ mit f(x) = f(-x).
Beweis:
Angenommen f(z) # f(-z) fir alle z € S™.
Dann ist g: S™ - S"1, x> J@)=e) stetig mit g(-z) = —g(x). 4 zu Satz 8.9 O

[f (@)= f(-2)]
Korollar 8.11 (Lusternik-Schnirelmann)

Sei Ay, ..., Ap, Aps1 eine Uberdeckung von S™ mit Ay, ..., A, abgeschlossen = 3z, -z €
A; fir ein A;.

Beweis:

Sei d Metrik auf S™. Betrachte S™ - R§, z = d(x,A) zu A c S". Dies ist eine stetig
Abbildung, denn: d(z, A) < d(xz,z") +d(a', A) = |d(x, A) —d(2', A)| < d(z,2").

Definiere f: S" - R", z (d(a:7 A1), ..., d(z, An)) Da f stetig ist, existiert nach Korollar
8.10 ein x € S™ mit f(x) = f(-x), d.h. d(x, 4;) =d(-xz, A;) fir i =1,...,n.
o Falls d(z,A;) >0 fiir allei e {1,...n} =>z,-x ¢ A; = x,—x € Ap1

A; abg.
o Falls d(x,A;) =0 fiir ein i € {1,...,n} S -z e A

8.5 Der Fixpunktsatz von Lefschetz

Sei f: X - X stetig und X triangulierbar.
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Zu fund ¢=0,...,n:=dim(X) haben wir
fq* : Hq(X; Q) - Hq(X; Q)
Die Lefschetz-Zahl von f sei dann gegeben durch

L(f) = ZO (-1)7 Spur(fy.).

Bemerkung: Es gilt: f~g 2y far = 9g« = L(f) = L(g).
Satz 8.12 (Der Fixpunktsatz von Lefschetz)

Ist L(f) # 0, so besitzt f eine Fixpunkt.

Korollar 8.13

Q ,q=0

, s0 hat jedes stetige f: X — X einen FP.
0 , sonst

Falls Hy(X;Q) = Hy(pkt; Q) = {

Bemerke, dass hieraus erneut der Brouwersche Fixpunktsatz folgt. Aber das obige Korollar
lisst sich auch auf allgemeinere Riume anwenden, wie z.B. RP2.

Beweis:
Es gilt fox = idg und fg« =0 fiir ¢ >0 = L(f) =1 # 0. Mit Fixpunktsatz von Lefschetz

folgt die Behauptung. O

Korollar 8.14

o L(idx) = x(X)
« Falls idy ~ Abbildung ohne FP = x(X) =0

Beweis:

e L(idy) = 3 (~1)% Spur(idgs) = ¥ (~1)¢ dim(Hy(X;Q)) = x(X) (mit Euler-Poincaré)
q=0 q=0

o Falls idx ~ Abbildung ohne FP, so 0= L(f) = L(idx) = x(X).

Beispiele:
Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit mit einem Vektorfeld X ohne Nullstellen.

= Verschiebe jeden Punkt in X-Richtung
= Erhalte Abbildung f ~id ohne ¥FP  F----- -
=x(M)=0

z. B. x(T?) =0, x(KF)=0
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Korollar 8.15

Sei G eine topologische Gruppe, wegzshgd und triangulierbar = y(G) = 0.

Beweis:

Sei g1 € G\{e}. Dazu ist fy, : G - G, g = g1g stetig und hat keinen FP, sodass L(f4,) = 0.
Sei t = g; mit t € I ein Weg von go = e nach g;. Dann ist fg, eine Homotopie von fg, = idg

und fgl =0= L(fgl) = L(idG) = X(G)

Beispiele:

o T2 ist die einzige (geschlossene) Fliche, die die Struktur einer topologischen Gruppe

tragt, denn:

X(F)=0< F=T? oder F = KF. Jedoch ist 71 (K F') ist nicht abelsch.

e x(5%") 0= S?" ist keine topologische Gruppe.
Des Weiteren gilt: $2"*! zu n > 2 sind keine topologische Gruppe. Hingegen bilden

S9, 81,83 topologische Gruppen (c R, C,H).

Satz 8.16 (Spurformel von Hopf)

Sei ¢: C(K;Q) -~ C(K;Q) eine Kettenabbildung. Dann
> (1) Spur(¢g.) = Y (=1)7 Spur(s,)
q=0

q=0

Beweis:

¢ induziert Homomorphismen

07+ Zg(K:Q) ~ Zy(K:Q) , 97 = By(K;Q) - By(K; Q).
Wir erhalten die folgenden kommutativen Diagramme

0 - B, - Zy H, >0
[ A o
04>Bq—>Zq—>Hq4>O

und
O%ZQHCQHBQ—]_ O

ez oo |emu
O"ZqHCqHBq—IHO

In Blockmatrix-Schreibweise

7 ¢B * _ ¢Z * )
%‘( 0 qsq*)““d%‘( 0 6%,

= Spur(¢q) = Spur (¢, ) + Spur(¢l 1) = Spur(¢l) + Spur(¢e.) + Spur(o 1)

= 321" Spur(6) = 32 (1)" Spur(s,.)
q=0 q=0
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Beweis zu Satz 8.12:
Sei K eine Triangulierung von X und f : |K| - | K| fixpunktfrei. Wir zeigen: L(f) = 0.
« Definiere ¢ := min{d(z, f(z))} > 0.
ze|K|

Da L(f) unabhingig von der Triangulierung ist, konnen wir K so oft baryzentrisch
Unterteilen bis p(K) < % gilt und f eine simpliziale Approximation s : |K!| - |K]|

besitzt.
l Z(l*) Sqx
Es gilt f, = s.i') (vel Kapitel 7), d-h. Hy(K;Q) —-— H,(K';Q) — Hy(K;Q)
\—//
fx
« Nach Satz 8.16 reicht es S’pur(sqigl)) =0 zu zeigen.
Sei ¢ ein ¢-Simplex von K und 7 ein ¢g-Simplex in i,(ll)(g). Betrachte
TeT<¢=8(T) < Ty

= d(s(), f () < u(K) <
1)

)
= d(,5(2)) 2 d(a, f()) - d(s(), [ () >~ 3 = 2 > p(K)
= x und s(z) liegen in verschiedenen Simplexen in K
=s(1) ¢
= Der Koeffizient von ¢ in sqigl)(g) ist =0

= Spur(sqigl)) =0
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