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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1.
Wir betrachten die folgenden topologischen Raume.

(1) Die 2-Sphire S? := {z € R? : |z| =1} C R%.

(2) Die reelle projektive Ebene RP? := (R*\ {0})/_, wobei # ~ y genau dann, wenn es ein
A € R\ {0} gibt, so dass z = Ay.

3) Der abgeschlossene 3-Ball D% := {z € R? : 2| < 1}.

4) Der offene 3-Ball B® := {z ¢ R? : |z| < 1}.

5 SZ/N, wobei x ~ y genau dann, wenn = y oder = = —y.
Der Euklidische Raum R?.

7) Der 3-Torus T2 := S' x S' x S, wobei S' den Einheitskreis bezeichnet.
8) {(z,y) eR? : 2y =0}.
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(10) Der komplexe projektive Raum CP? := S° / _» wobei wir S5 als die Einheitssphére in
C3 auffassen und (2o, 21, 22) ~ (wo, w1, ws) genau dann gilt, wenn es ein A € S* C C gibt,
so dass (2’0, 21, 2’2) = /\(wo,wl, ’LUQ) gllt

(a) Skizzieren Sie die Rédume (1) — (9).
(b) Ist CP? eine glatte Mannigfaltigkeit?

(c) Welche dieser Ridume sind keine Mannigfaltigkeiten (mit Beweis) und welche dieser Rdume
sind Mannigfaltigkeiten (ohne Beweis).

(d) Welche der obigen Mannigfaltigkeiten sind homéomorph und welche nicht?

Aufgabe 2.
Wir betrachten die Einheitssphire S* in C und die reelle projektive Gerade RP' als Quotienten-
raum von S' unter der Identifikation z ~ —z.

(a) Zeigen Sie, dass RP! die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit besitzt und be-
schreiben Sie diese differenzierbare Struktur, indem Sie einen expliziten Atlas angeben.

(b) Ist die Abbildung
RP! — st
[2] — 22

ein Diffeomorphismus?



Aufgabe 3.
Wir betrachten die Oberfliche W eines Einheitswiirfels

W = {(azl,...,xn) e R": miax(|xi|) = 1}.

(a) Zeigen Sie, dass W keine glatte Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

(b) Zeigen Sie, dass W eine topologische Mannigfaltigkeit ist und definieren Sie eine differen-
zierbare Struktur auf W.

Aufgabe 4.

(a) Beschreiben Sie explizit eine Morse-Funktion von RP?, die eine Henkelzerlegung mit genau
einem 0-Henkel, einem 1-Henkel und einem 2-Henkel auf RP? induziert.

(b) Skizzieren Sie eine Einbettung der Fliiche ¥5 von Geschlecht 2 in den R3, so dass die Hohen-
funktion eine Morse-Funktion auf 35 ist, die eine Henkelzerlegung mit genau einem 0-Henkel
und genau einem 2-Henkel auf 35 induziert.

(c) Die 2-Sphére besitzt eine Henkelzerlegung mit einer beliebigen geraden Anzahl von Henkeln,
aber keine Henekelzerlegung mit einer ungeraden Anzahl von Henkeln.

Bonusaufgabe.
Zeigen Sie, dass jede zusammenhéngende, orientierbare und geschlossene Fliche F' homéomorph
ist zu genau einer Fliche 3, vom Geschlecht g.

Abgabe: Montag, 16.4.18 vor der Vorlesung.



