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Ubungsblatt 3

Aufgabe 1.
Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen p und ¢ definieren wir den Linsenraum L(p, q), fiir p # 0, als
den Quotienten S3/ ~ unter der Aquivalenzrelation

(21, 20) ~ (€2™/P 2y e¥™10/P 2y,
wobei wir S als Einheitssphire in C? auffassen. Fiir p = 0 setzen wir L(0,q) := L(0,1) := St x S2.
(a) Zeigen Sie, dass L(p, q) eine geschlossene, orientierbare, glatte 3-Mannigfaltigkeit ist.
(b) Beschreiben Sie ein (moglichst einfaches) planares Heegaard-Diagramm von L(p, q).

(c) Eine 3-Mannigfaltigkeit M besitzt eine Heegaard-Zerlegung von Geschlecht 1 genau dann,
wenn M diffeomorph zu einem Linsenraum ist.

Aufgabe 2.

Seien M und N zwei orientierbare, glatte, zusammenhéngende n-Mannigfaltigkeiten. Die ver-
bundene Summe M#N ist die orientierbare, glatte n-Mannigfaltigkeit definiert wie folgt. Man
entfernt eine n-Scheibe D aus M und eine n-Scheibe Dy aus N und identifiziert die Rdnder mittels
eines orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus.

(a) Man kann zeigen, dass dies eine wohldefinierte Operation definiert. (Dies ist hier nicht er-
forderlich.) Was miisste man dafiir zeigen?

(b) Seien M und N zwei zusammenhéngende, glatte, kompakte n-Mannigfaltigkeiten mit nicht-
leerem zusammenhdngendem Rand. Die randverbundene Summe MEN entsteht aus M
und N, indem man einen 1-Henkel an den Rand von M und N so anheftet, dass die re-
sultierende Mannigfaltigkeit orientierbar und zusammenhéngend ist. Zeigen Sie, dass dies
wohldefiniert ist und dass O(M{N) = OM#IN gilt.

(c) Zeigen Sie, dass das Heegaard-Geschlecht subadditiv unter der verbundenen Summe ist, d.h.
zeigen Sie, dass
g(M#N) < g(M) + g(N)
gilt. Uberlegen Sie sich dazu wie man ein Heegaard-Diagramm von M#N aus Heegaard-
Diagrammen von M und N erhalten kann.

(d) Wie éindern sich die Homologiegruppen von geschlossenen orientierbaren 3-Mannigfaltigkeiten
unter verbundener Summe? Bonusaufgabe: Was gilt in allgemeinen Dimensionen?

Bemerkung: Aus dem Satz von Haken folgt sogar, dass g(M#N) = g(M) + g(N) gilt. Ei-
ne andere Folgerung aus dem Satz von Haken ist die Existenz der Primfaktorzerlegung von 3-
Mannigfaltigkeiten, d.h. jede geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeit kann (eindeutig, bis
auf Umordnung und Addition von S3) als

M = My# - - #My

geschrieben werden, wobei man die M; nicht weiter in nicht-triviale verbundene Summen zerlegen
kann.

b.w.



Aufgabe 3.

(a) Das Heegaard-Geschlecht von T3 ist 3. Hinweis: Betrachten Sie die erste Homologiegruppe
oder die Fundamentalgruppe von 73.

(b) Finden Sie allgemeiner fiir jede natiirliche Zahl g eine 3-Mannigfaltigkeit mit Heegaard-
Geschlecht g.

c) Zeigen Sie, dass das Heegaard-Geschlecht von X, x S gleich 2g + 1 ist.
g

(d) Bonusaufgabe: Zeigen Sie allgemeiner, dass das Heegaard-Geschlecht eines Flichenbiindels
einer Fliache 3, von Geschlecht g iiber S gleich 2¢g + 1 ist. Dabei ist ein Flichenbiindel
iiber S wie folgt definiert. Man startet mit einer Fliche ¥, von Geschlecht g und einem
Diffeomorphismus ¢: ¥, — ;. Dann ist das Flachenbiindel iiber S' mit Monodromie
¢ definiert als der Quotientenraum X x I/ ~ wobei (p, 1) ~ (¢(p),0).

Aufgabe 4.
Welche 3-Mannigfaltigkeit wird durch das folgende planare Heegaard-Diagramm beschrieben?

Abbildung 1: Die Anklebescheiben der 1-Henkel werden paarweise mittels einer Spiegelung an der
horizontalen Mittelline dieses planaren Heegaard-Diagramms identifiziert.

Abgabe: Montag, 30.4.18 vor der Vorlesung.



