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1 Cours 14 - 10/11

Dans ce cours, on introduit la catégorie des structures de Hodge mixtes et on passe par des considé-
rations générales sur les 3-filtrations opposées pour montrer que cette catégorie est abélienne et dispose
de bonnes propriétés. On précise ensuite le lien entre structures de Hodge mixtes et structures de Hodge
semi-simples.

1.1 Structures de Hodge mixtes

On a déja défini la catégorie MHSE® des structures de Hodge réelles semi-simples. Une telle structure
consiste en la donnée d’un espace vectoriel réel H et d’une bigraduation de son complexifié Hc = &HP?
avec H?Y = H%P, On a vu que cette catégorie est équivalente & celle des représentations de S =
Resc/rGr, le tore de Deligne.

Si H est une structure de Hodge réelle semi-simple, on dispose de deux filtrations :

— une filtration décroissante (dite de Hodge) F*® sur Hc : FPHe = @p,szp’7q7

— une filtration croissante (dite par le poids) sur Hc, qui provient d’une filtration sur Hg : W, Hc =

Dptqen P

Avec ces notations, on a H?? = W, , N FPNF4 et H = @, Gr)) H, Gr,” H étant muni dune
structure de Hodge réelle de poids n. On va retenir cette propriété des gradués de W, pour définir les
structures de Hodge mixtes.

Définition 1.1.

— Une structure de Hodge mizte réelle, ou R-MHS, est un espace vectoriel réel H muni d’une filtration
décroissante F'® sur son complexifié et d’une filtration croissante W, sur H lui-méme, telles que
la filtration F'® induise, pour tout n, une structure de Hodge réelle pure de poids n sur le gradué
Cr H.

— Un morphisme de R-MHS est une application linéaire f : H — H’, compatible aux deux filtrations,
au sens ol

f(W,H) C W, H'; fc(FPHc) C FPH(.

— Si H est une R-M%HS, on note HP4 := (er_q H)"" et hP4 = dime HPA.

Remarque 1.2. On peut remplacer R par Z ou Q : pour Q, on demande que H soit un QQ-espace vectoriel
et que W, soit définie sur Q; pour Z, on demande que H soit un Z-module de type fini et que Hg soit
une Q-MHS.

Le résultat suivant motive I’étude des structures de Hodge mixtes.

Théoréme 1.3 (Deligne, [2], 8.2).
— Pour tout schéma séparé X sur C, pour tout entier n, il existe une Z-MHS fonctorielle sur
H™(X(C),Z). L’isomorphisme de Kiinneth et le cup-produit sont des morphismes de Z-MHS.
— Si le nombre de Hodge h?? de H"(X(C),Z) est non nul, alors 0 < p,q <n. Si N est la dimension
de X et sin > N, alors on a de plus Uégalité n — N < p,q < N. Enfin, si X est propre (resp.
lisse), on a linégalité p+q <n (resp. p+q>n).
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1.2 Un détour par les objets filtrés

Malgré les apparences, la catégorie des structures de Hodge mixtes est assez sympathique : c¢’est une
catégorie abélienne dont les morphismes se comportent bien vis-a-vis des filtrations, théoréme (1.11)
ci-dessous. Pour prouver ce théoréme, on suit I’approche de Deligne dans [1] et on montre un résultat
analogue plus général dans une catégorie d’objets filtrés, théoreme (1.19). Dans cette section, nous
présentons ces objets filtrés, les filtrations opposées et la preuve de (1.19).

1.2.1 Objets filtrés
Soit A une catégorie abélienne.

Définition 1.4. Une filtration décroissante de A € A est une famille (F"A),, ¢z de sous-objets de A tels
que F""A C F"Asin < m.

Remarque 1.5. 1l est souvent naturel de considérer des filtrations croissantes F,, par exemple pour la
filtration par le poids. On se raménera toujours a des filtrations décroissantes, en posant F” = F_,,.

On définit aussi des filtrations décalées : si F'® est une filtration décroissante de A, on dispose pour
tout n d’une filtration décroissante F'[n] définie par

F[n]PA = F"PA.
Dans le cas d’une filtration croissante W,, cela donne Win],A = W,_, A.
Définition 1.6. La filtration F'® de A est finie s’il existe m et n tels que F"A= A et F"A = 0.

Définition 1.7. Un morphisme f entre deux objets filtrés (A, F*) et (B, F’®) est filtré si f(F"A) C
F//ILB-

On montre aisément que la catégorie des objets filtrés (ou celle des objets munis d’une filtration
finie) de A est additive et admet noyaux et conoyaux. Par contre, si f est un morphisme filtré, la fleche
naturelle Coimf — Im f n’est en général pas un isomorphisme filtré. Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.8. Un morphisme filtré f : (A, F*) — (B, F’®) est strict si la flecche Coimf — Im f est
un isomorphime filtré. Dans le cas ou A est une catégorie de modules, on vérifie qu’il est équivalent de
demander égalité f(F™A) = F*BnN f(A).

Si (A, F'*) est un objet filtré et : B <— A un sous-objet de A, la filtration induite sur B est définie
par F"B = F" AN B. C’est P'unique filtration F'* sur B rendant j : (B, F'*) — (A, F*) strict. De méme,
sim: A— A/B est la projection canonique, on pose F"(A/B) = F"A/(F"AN B) et cette filtration est
Punique filtration sur A/B rendant 7 strict.

Lemme 1.9. Considérons deux sous-objets X CY C (A, F*) de A. Alors, surY/X, la filtration quotient
de la filtration induite sur'Y coincide avec la filtration induite de la filtration quotient sur A/X.

Lemme 1.10.
- Si f: (A F*) — (B, F*) est un morphisme filtré entre objets munis de filtrations finies, f est strict
si, et seulement si, la suite

0 — Gry Ker f — Gry A — Gry, B — Gry Coker f — 0

est exacte.
- Si¥: (A F*) = (B,F*) — (C,F*) est une 0-suite (i.e. la composée des deuz fléches est nulle),
de morphismes stricts, alors
H(Gry %) = Grp H*(Y),

ot la filtration sur H(X) provient de celles sur A, B et C.
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1.2.2 2 et 3-filtrations opposées

On développe maintenant le formalisme des 2 et 3-filtrations opposées et on énonce le théoréme (1.19)
dont un corollaire est le théoréme (1.11) suivant :

Théoréme 1.11 (Deligne, [1], 2.3.5).
— La catégorie MHSy est abélienne. Les noyaux et conoyaux des morphismes de MHSy sont les
noyaux et conoyaux usuels, munis des filtrations (F* et W, ) induite et quotient.
Tout morphisme de MHSy est strict pour les filtrations F* et W,.
~ Le foncteur Gr)) : MHSq — HSg est exact.
— Le foncteur Grh, : MHSq — {C-espaces vectoriels} est exact.

2-filtrations n-opposées Considérons A une catégorie abélienne et A un objet de A muni de deux
filtrations (décroissantes) F'® et G*®. Les gradués Gr'y A sont naturellement munis d’une filtration déduite
de G*. On peut donc considerer les objets

(G G A) e
dans A et on vérifie aisément le lemme suivant.
Lemme 1.12. On a Uégalité Grg Grp A = Gri Grg A.
Définition 1.13. Deux filtrations finies F et F sur A € A sont dites n-opposées si

Grip GrL A=0sip+q#n.

Ezemple 1.14. Si H est une structure de Hodge pure de poids n, les filtrations F et F sur He sont
n-opposées.

Lemme 1.15 (Deligne, [1], 1.2.5). Deux filtrations F et F de A sont n-opposées si, et seulement si,
pour tous p+q=n—+1, A=FPA® F1A.

Proposition 1.16. On a une équivalence de catégories entre, d’une part, les objets de A munis de deux
filtrations n-opposées et, d’autre part, les objets bigradués A*® de A tels que AP? =0 sip+q#n et
AP"=P = 0 sauf pour un nombre fini de p.

Démonstration. Si (A, F, F) est un objet muni de deux filtrations n-opposées, on pose AP4 = Grl, Gr% A.
Réciproquement, si A*® est un objet bigradué vérifiant les conditions de ’énoncé, on prend pour A la
somme directe @AP?, et pour F et F les filtrations naturelles sur le premier et le deuxiéme indice. Le
lemme précédent montre qu’on obtient ainsi deux filtrations finies et n-opposées et ces opérations sont
quasi-inverses I'une de 'autre. O

3-filtrations opposées

Définition 1.17. Trois filtrations finies W*, F'*, F® sur A € A sont opposées si Grh. Gr}é Grjyy A =0 des
que p+q+n#0.

Remarque 1.18. Attention, si F', G et H sont trois filtrations, H induit une filtration sur les doubles
gradués Gry, Grg, A et Grg, Gry A qui sont isomorphes. Mais ces deux filtrations ne sont pas compatibles
a lisomorphisme Gry Grgy A & Grg, Gy A.

La condition de la definition (1.17) est donc symétrique en F et F mais pas en F et W. Il est
équivalent de demander que F et F induisent deux filtrations (—n)-opposées sur les gradués Gryy, .

Si A est un objet muni de trois filtrations opposées, on peut poser AP := Grl, Grl Gry? 7 A, de
sorte que Gryy, s’identifie comme précédemment & @p4q=—pnAP9.
On peut maintenant énoncer le théoréme (1.19) qui implique le théoréme (1.11).

Théoréme 1.19 (Deligne, [1], 1.2.10). Soit A une catégorie abélienne, A’ la catégorie des objets de A
munis de 3-filtrations opposées W, F® F'* (les morphismes étant compatibles auz trois filtrations). Alors

1. La catégorie A’ est abélienne.
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2. Le noyau, resp. conoyau de f : A — B dans A’ est le noyau, resp. conoyau, dans A, muni des
filtrations induites par celles de A, resp. quotients de celles de B.

3. Tout morphisme f: A — B dans A’ est strict pour les trois filtrations. De plus, Gry (f) : Gryy A —
Grw B est compatible aux bigraduations de Grw A,Gryw B; Grp(f) et Gri(f) sont stricts par
rapport aux filtrations induites par W.

4. Les foncteurs oublis des filtrations Gry, Grp, Gri et Gryy Grp = Grp Gry = Grp Grp Gryy =
Grj Gry = Gry Grj de A’ dans A sont ezacts.

Pour démontrer ce théoréme, on énonce d’abord un résultat qui affirme ’existence de décompositions
canoniques d’un objet muni de trois filtrations opposées.

Théoréme 1.20 (Deligne et Cattani-Kaplan). Soit A € A muni de trois filtrations opposées. Il existe
deuz décompositions uniques telles que :
A= 69p,qjg‘;’q = @p,qu’qv
FPA = @p’ZpIg’qv FI1A = @q'quthl’
W"A = ®pigin<o 15! = Bptgan<o 77,
IV =179 mod ©repseq Iy

Ifﬂ = [(1)77[1 mod ®r<p,s<q II7S .
Démonstration. On se contente de donner les formules
PT=W"nFP(F14 Y Wt nFrt
i>2

P =WrAFIO(FP 4+ W pritt),
i>2

Notons que dans le cas des structures de Hodge mixte réelles, cela donne le théoréme suivant

Théoréme 1.21. Soit (Hr, W,, F'*) € MHSR. Il existe une unique décomposition He = @p (IP9 telle
que

FPHe = @pspl?

WnHe = ®prqenl®?

P9 = m mod @r<p,s<q Is
On a la formule

Ip’q:Wp+qﬁFpm(Fq—FWn_Qqu_l—FWn_?,qu_Q+...).

1.2.3 Preuve du théoréme 1.19
Soit f: A — B dans A’

3. On note A; et B;, i = 0,1 les décompositions données par le théoréme (1.20). Le morphisme f
laisse stable ces décompositions : f(A??) C BP9, Comme les A%, resp. BY? sont en somme directe dans
A, resp. B, on a légalité f(AP'?) = f(A) N BP?. Les W", FP et 9 étant sommes directes de 1%, le
morphisme f est strict pour les trois filtrations.

2. On fait la preuve pour le noyau. Notons K = ker f et munissons-le des filtrations induites de celles
de A. Comme A = @AY et W" = ®pyqin<oAl?, on a linclusion de gradués Gryy K — Gryy A. Les
filtrations F' et F' sur K induisent sur Gry K les filtrations induites de F' et F' sur Gryy A. On a

GI‘W K= @p-i-q GI‘W K n AP,
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Ceci implique que Gri Gr Griy K s’injecte dans Grf, Gr, Gy, A. En particulier, les filtrations F' et F

sur Gr};, K sont —n-opposées, donc F, F et W sont opposées sur K.

1.Si f: A — Bdans A, on a un isomorphisme Coim f — Im f dans la catégorie abélienne A. Comme
Coim f et Im f correspondent & la coimage et & 'image de f dans A’ par 2., la fleche Coim f — Im f est
aussi un morphisme dans A’ et c’est un isomorphisme dans A’ car les morphismes sont stricts pour les
trois filtrations d’apres 3. Donc A’ est abélienne.

4. laissé en exercice.

1.3 Structures de Hodge mixtes et structures de Hodge semi-simples

Etant donnée une structure de Hodge mixte (H'F*,W,), on utilise la décomposition H¢ = Dp o171
pour établir un critére de semi-simplicité.

Définition 1.22. Soit (H, F'*, W,) une structure de Hodge mixte réelle. On définit Ypw € End(Hc)
par Ypw.v = (p+ q)v si v € [P

Lemme 1.23. La structure de Hodge mixte réelle (H, F'*, W, ) est semi-simple si, et seulement si, Ypw €
End(Hg)

Démonstration. Si (H,F*,W,) est semi-simple, on a [ = HP4 = H&P = [9P et Yrw est un endo-
morphisme réel.

Réciproquement, remarquons que Ygw préserve les filtrations (sur Hc) F* et W,. Donc si Yew
est défini sur R, c’est un morphisme de structures de Hodge mixtes réelles et donc ses espaces propres
sont aussi des structures de Hodge mixte réelles. Mais ces espaces propres sont les sommes directes
Bptg=nIP? = erv H¢, donc des structures de Hodge pures. Donc, (H, F'*, W,) est semi-simple. O]

Remarque 1.24. Attention, le résultat analogue est faux pour les structures entieres.

Soit (H, F'*,W,) une structure de Hodge mixte réelle. On pose
L_l’_l(vv, F) = {X € 9[(HC) |X(I€I}?F) C Orep,s<q IIT/IZ)F}

C’est une algebre de Lie nilpotente sur C. Comme P9 = [4? modulo Breps<gl™, L1 = 7171
On note Ly "~ := L=~ N gl(Hg) sa forme réelle.

Proposition 1.25 (Cattani-Kaplan).

— Etant donnée (H, F*,W,) une structure de Hodge mixte réelle, il existe un unique 6 € Lﬂgl’_l telle
que (H,e " F*,W,) soit une structure de Hodge semi-simple.

— Tout morphisme de (H, F*,W,) commute & ¢ et les morphismes de (H, F*,W,) sont erxactement
les morphismes de (H,e " F* W,) qui commutent d §.

~ On a un foncteur (H,e °F*, W,) — ((H,e " F* W,),d), défini de la catégorie des structures de
Hodge mixte réelles dans la catégories des paires ((V,F*, W) € MHSE’,6 € Lﬂgl’_l(V, F,W))
(avec morphismes les morphismes de structures de Hodge miztes commutant d 0 ).
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