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1 Cours 15-17/11

Le but de ce cours est d’associer une structure de Hodge mixte a la cohomologie de variétés présentant
un certain type de singularités. C’est un exemple important du théoreme de Deligne énoncé au cours
précédent qui affirme l’existence d’une structure de Hodge mixte fonctorielle sur tout schéma séparé X
sur C.

1.1 Un exemple

Considérons deux cubiques génériques Cp,Cy dans CP?2. Topologiquement, C; est difféomorphe au
tore S! x S!. Par le théoréme de Bezout, 'intersection C; N Cy se compose de neuf points py, ..., pg. On
s'intéresse a la cohomologie de 'union C = Cy U C5. Notons i1, i2,412 les inclusions de Cy,Co, C1 N Cy
dans C.

On a une suite exacte de faisceaux (sur C') de Mayer-Vietoris :
0= Cec = 11.Cc, ®i2.Cc, — 112.C,ncy, = 0.
La suite exacte longue de cohomologie associée est :

0— HO(C, (C) — HO(Cl,(C) @HO(CQ,(C) % HO(Cl ﬂCQ,(C)
— H'Y(C,C) —» H(C,,C)® H'(C,,C) — H(C, N Cy,C)
— H2(O, (C) — H2(C1,(C) ©® HQ(CQ,(C) — H2(01 N OQ,(C).

Des annulations H'(C; N Cy) = H2(C; N Cy) = 0, il vient
H?*(C¢) = H?*(Cy,C) @ H*(Cs,C)
et une suite exacte courte
0 — Cokera — H'(C,C) — H*(C1,C) @ H'(C,,C) — 0.

L’égalité pour les H? munit H?(C,C) d’une structure de Hodge pure de poids 2 tandis que la suite
exacte permet de voir H!(C,C) comme extension de H'(Cy, C)® H'(Cy, C) qui a une structure de Hodge
pure de poids 1 et de Coker a qui a une structure de Hodge pure de poids 0.

Mais une telle extension n’est pas uniquement définie et il est donc délicat de munir H!(C, C) d’une
structure de Hodge mixte.

On rencontre le méme genre de problémes dans un cadre plus général. Considérons X une variété
propre sur C. Par le théoreme d’Hironaka, on peut résoudre les singularités de X : il existe X une
variété propre et lisse et m un morphisme de X dans X tel que si S est le lieu des singularités de X et
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E =771(S) C X le diviseur exceptionnel, on a un diagramme commutatif

L b

et 7 réalise un isomorphisme X — E >~ X — S.

Lemme 1.1. Notons g = moi. Si F est un faisceau sur X, on a une suite de Mayer-Vietoris
F — j.j*"F @ Rr.m*F — Rg.g"F 5

qui est un triangle distingué dans DT (X).

Démonstration. On doit le vérifier sur les germes.
Siz¢S,ona
F,—-08F,—0 o
Size S ona
F, — F, ® RU(E,, Fig,) = RU(E,, Fp,) =,
ot E, = g (z). O
Corollaire 1.2. On a une suite exacte longue

S H(X,F) Y H(X, ) e HI(S, 7 F) Y HU(E, ¢ F) — ...

En considérant le faisceau F' = C sur X, cette suite exacte permet par récurrence d’exprimer H*(X, C)
comme extension de structures de Hodge mais on ne sait toujours pas de quelle extension il s’agit.

1.2 Structures de Hodge mixtes sur les variétés a croisements normaux
On s’intéresse a des variétés dont les singularités sont assez bien controlées.

Définition 1.3. Une variété a croisements normauz V est une union V.= Dy U --- U Dy de variétés
kithlériennes compactes (lisses) et qui s’écrit localement V = {z,..., 2,41 € C" 1|z, 2z =0,z <
€,Vi}, ot pour tout 1 <i <k, z; = 0 est ’équation locale d’un unique D;;,.

Théoréme 1.4. Sur H*(V,R), il existe une structure de Hodge mizte réelle canonique et fonctorielle
pour les morphismes entre telles variétés.

Remarque 1.5.
— La fonctorialité n’est pas difficile a établir une fois précisée les morphismes a considérer. Nous en
omettrons la preuve.
— On verra dans la preuve que la filtration par le poids satisfait

W_i=0CcWyC---CW, =H"V),

donc h?9(H™(V,C)) est nul sauf si p,g >0 et p+q < n.

1.2.1 Premiére étape

La premiere étape de la preuve consiste a définir un double complexe, dit de Rham-simplicial, qui
utilise la structure particuliere de V' pour calculer sa cohomologie.

Pour I = {i,...,ig} C{1,...,N}, on pose D; = D;; N---ND; et DI = [li<ii<.ciy<n D1 Clest
une variété kahlérienne compacte, éventuellement vide.

On définit AP4 := AP(Dla+1) Pespace des p-formes complexes globales sur D91, Une forme ¢ € AP4
s’écrit ¢ = Z\Ilzqﬂ ¢r, ol ¢y est une p-forme sur Dj.

Les AP'? forment un double complexe : on a
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— la différentielle de de Rham d : AP9 — APtLa,
— la différentielle simpliciale § : AP9 — AP-9+1 définie par

2

+

q

— ! .
(5¢)j1,~-7jq+2 - (=1) qul,m,jhquﬂ |D;,N...D
1

Jg+2

~

et les différentielles commutent.
On note D = d + (—1)PJ la différentielle sur le complexe total Tot A®-* associé.

Lemme 1.6. On a un isomorphisme H®(Tot A**, D) = H*(V,C).

Cet isomorphisme peut se montrer au niveau des faisceaux. On construit AP-¢ un faisceau sur V tel
que I'(V, AP7) = AP-1. En notant 7, application naturelle 7, : Dl — V' on pose AP1 = (7rq+1)*./4’j3[q+1],
ou A%[q 1) est le faisceau des p-formes complexes sur DIlat1 et on munit les AP9 des différentielles d, d,
définies au niveau des faisceaux.

Enfin, on note A®* = (Tot A**, D) le complexe total associé dans C* (V). Comme les faisceaux AP

sont flasques, le lemme (1.6) est impliqué par
Lemme 1.7. 0 — Cy — A® est une résolution.

Démonstration. On se place dans un ouvert U C V de la forme {z..... 2z = 0,z < €}. On pose
AP9 =T'(U, AP-?) et on s’intéresse a la suite spectrale du complexe (AP'?, d, §) par rapport a la filtration
sur le deuxiéme indice GIA™ =3 . . AP°.

On a EVY = H1(A*?(U),d), la cohomologie en degré ¢ du complexe de de Rham de

11 Un{z, =0}n---N{z,, =0}

1<iy1 < <ip41<k

Chaque terme de cette somme disjointe est un espace contractile donc E? = 0'si g > 1 et BV = cli).
Comme E; n’a quune ligne non nulle, E; = Es. De plus d; : EP? — EPTY0 et égal & 6 -
HO(A*?(U),d) — HO(A*P+L(U),d) et on est simplement en train de calculer la cohomologie d’un sim-
plexe.
Donc E%? = EF'? = 0si (p,q) # (0,0) et E%? = C. Comme la suite spectrale calcule la cohomologie
de (A*(U),D), on a H"(A®*(U),D) =0 pour n > 1 et H'(A*(U), D) = C. Donc Cy =, (A*, D). O

1.2.2 Deuxiéme étape

La deuxieme étape consiste a introduire une filtration de Hodge et une filtration par le poids sur le
double complexe AP:4 = T'(V, AP'9) et & montrer que les objets de la deuxiéme page de la suite spectrale
associée a la filtration par le poids sont naturellement munis de structures de Hodge pures.

On pose W, A® = @y>_, A™% et FPA® = @, ;FP(A™®), ou FP(A™*) est la filtration de Hodge usuelle
sur A"(D[*+1]), Notons que ces filtrations découlent de filtration analogues sur le complexe de faisceaux
A® (on ne s’en servira pas dans ce cas simple mais c’est crucial pour la preuve du théoréme général de
Deligne).

Notons w E la suite spectrale associée au complexe filtré (A®, W,) (c’est-a-dire la suite spectrale
associée a la filtration décroissante W*® = W_,). On a

wEPT = HPT(Gr!Ve A%) = GiVs HPTI(A°).
Comme GrKVI; A* = AP(DIPHUY[—p], wEP? = HY(DIP+1). Cest une structure de Hodge pure de

poids gq.
De plus d; : wEP? — WEfH’q est déduite de § : AP — AP+ Donc

dy : Hq(D[p+1]) g Hq(D[er?])

est un morphisme de structures de Hodge pures de poids g et y E5*? est une structure de Hodge pure de
poids gq.
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Si I'on montre que la suite spectrale dégénére en Ey, on a 1 E5'? = 1 ER9 et alors (HX(V,R), W k], F)
est une structure de Hodge mixte réelle. En effet, on a Wk], = W,_j, et donc

Gr W (V. C) = Gul, HE(V,C) = Grly ) HEOHI(V,C) = w B = By~
est bien de poids q.

1.2.3 Troisieme étape

On montre la dégénérescence de la suite spectrale y E en y Es. Pour simplifier, on montre seulement
que do = 0; la preuve de d; = 0 pour ¢ > 3 est analogue.

Soit donc [a] € wEEY = Ker(dy : EPY — EPTY9)/Im(d; : BP9 — EP9), représenté par [a] €
wEP? = H(DPH1). On décompose [a] en types et on peut supposer que o € C%5(DPH) avec r+s = q.

La condition d;[a] = 0 signifie da = d3, on B € A9~1(DP+2)). B
Alors dy([a]) = [64] dans EST>97" (et 68 € A7~ (DP*3])). On rappelle le lemme du 9.

Lemme 1.8 (Lemme du 99). Si ¢ € AP4(X) sur X Kdihler compacte est d-exacte, alors

p=dn,n' € APTH(X)(= On'=0)
¢ =dn",n € APTHX)(= On" =0)

D’apres le lemme, da s’écrit df’ = df” avec B’ de type (r — 1,s) et 3” de type (r,s — 1). Donc
da([a]) = [68'] = [08"] est représenté par des formes de type différent, donc da([a]) = 0.

1.3 Exemples revisités

1.3.1 Cubiques dans CP?

On reprend ’exemple des cubiques développé au début du cours. Dans les pages des suites spectrales
que nous écrivons ci-dessous, p est en abscisse et ¢ en ordonnée.

APY

g=1 A%point®? 0 0

q=0 A0(C) @ Ag(Cy) AY(Cy) @ A1(Cy) A*(C1) @ A2(Co)

EP? :  Attention au renversement du tableau (on prend la filtration par rapport au deuxiéme indice) !

q=2 H?(Ch) @ H?(Cy) 0 0
q=1 Hl(C1)€BH1(CQ) 0 0

g=0 HO(Cy) @ HO(Cy) — HO(point)®? 0
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EDY = BRa
q=2 H2(01)@H2(02) 0
g=1 HY(Cy) @ HY(Cy) 0
qg=0 Ca=C Coker o

La structure de Hodge mixte sur H!(C, R) est donnée par W[1]. Ses gradués sont Grgv[l] HYC,C) =
Coker « et Gr‘l/V[l] HY(C,C) = HY(Cy1) @ HY(Cy).
1.3.2 Trois droites dans CP?

On considére I'union de trois droites V = V; U V5 U Vs en position générale dans CP2. On a V(©) =
ViTIVall Vs et VD = {p1, p2, p3} les points d’intersection des droites. La suite spectrale est la suivante :

AP4
qg=1 A%point®3 0 0
q=0 AY(V)) @ AO(Vy) @ A°(V3) AY(Vi) @ AL(Vy) @ AY(V3) A(Vi) @ A%(Vo) © A%(Va)
Ef’q :
q=2 ®H*(V;) 0
g=1 ®HY(V;) =0 0
g=0 SH(V;) — H%point®3
EY? = ERa :
q=2 C 0
g=1 0 0
q=0 C C

En particulier, H(V) = C est muni d’une structure de Hodge pure de poids 0!



