TABLE DES MATIERES 1

Table des matiéres

1 Cours 3 - 27/09 1
1.1 R-structures de Hodge pures. . . . . . . . . . . . 1
1.2 Z-structures de Hodge pures . . . . . . . . . . . . e e 2
1.3 L’application d’Albanese . . . . . . . . . . . o 3

1 Cours 3 - 27/09

1.1 R-structures de Hodge pures

Définition 1.1.

Une R-structure de Hodge semi-simple est un R-espace vectoriel de dimension finie V' muni d’une
bigraduation de son complexifié : Vo = @y 4ezV?? telle que VP4 = VP,

C’est une structure de Hodge pure de poids n si VP74 =0 dés que p + q # n.

On note HSr" C MHSF les catégories des R-structures de Hodge pure de poids n et des R-
structures de Hodge semi-simples. Les morphismes entre V et V' dans ces deux catégories sont les
applications R-linéaires f de V dans V', dont le complexifi¢ fc envoie V¢ sur V'79 pour tous p
et q dans Z.

FExercices 1.2.

Les catégories MHSE et HSr™ sont abéliennes : le noyau et le conoyau d’un morphisme de R-

structure de Hodge sont naturellement munis d’une R-structures de Hodge (cela vient de ce que

les morphismes dans MHSF sont stricts : Im f N (V)79 = f(VP:2)).

Ce sont des catégories semi-simples : tout objet est somme directe d’objets simples.

MHSE = BnezHSR".

Ce sont des catégories tensorielles avec duaux et hom internes : le produit tensoriel de deux R-

structures de Hodge V et V' (resp. Hom(V,V’)) est naturellement muni d’'une R-structure de

Hodge par (V @ V)BT = @i j—pVoF @ (V)3 (vesp. Hom(V, V)& = {¢ : Vo — V| o(V™® C
k+l=

(V')r+psta}). La structure sur leqdual V* est celle de Hom(V,R(0)) ot R(0) est défini ci-dessous.

Ezemple 1.3.

Soit m € Z. On définit
R(m) ={V = (2m)"R C C| Vg = V7"~ structure de Hodge pure de poids —2m}.

On vérifie que pour m > 0, R(m) = R(1)®™ et que R(—m) = R(m)*. De plus, End vusz (R(m))
R(0) par

I

R — EndMHS@“‘ (Rm)

z = (a— az).

Décrivons les objets de HSg" de dimension 2 pour n impair. On a V = Re; @ Rey et Vi =
Ce1 ®Cey = Bpig=n VP, avec VP4 = VP, Comme n est impair, il existe p et ¢ dans Z, de somme
n, tels que Vg = VP9 @ VP9 avec VP? de dimension complexe 1.

Ecrivons VP4 = C.(ae; + beg) ; V9P = C.(aey + l_)ez). Pour que VP4 et V%P ajent une intersection
triviale, il faut que b soit différent de 0 et que 7 := ¢ ne soit pas réel. On peut donc associer a toute
R-structure de Hodge pure de poids n, de dimension 2, V' (avec n impair), un nombre complexe
non réel 7.

Calculons maintenant X := End musg V€ HSk. On a une décomposition de X¢ en trois termes :

Xe = XP~097P X000y xa-PP—q,
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]

V2=424=P = () car p # ¢q. On a les équations

Notons M = (: 5) une matrice de XP~997P, Elle envoie donc V%P sur VP9 et VP9 sur

ar+ =0
YT +0=0
at+B=Cr
7+ 0 =C,
T -7 T =72
avec C' un complexe quelconque. On trouve M = C’ (1 _7_) donc XP~497P = <<1 . ) >
On a de méme X947 PP~1 = XP=94=P et X*0 = (Stabg, () V77 N Stabg, (c) VP).
— Considérons en particulier le cas n = —1 et (p,q) = (0, —1). Quand a-t-on V; = V,, en tant que

R-structures de Hodge pures de poids —17 Comme un isomorphisme de structures de Hodge est
en particulier un isomorphisme d’espaces vectoriels, on cherche, d’apres ce qui précede, g inver-

sible dans Hom y(3ys5° (Vr, V,,)O’O, c’est-a-dire respectant la bigraduation. Notant g = (3 g) dans
GL(2,R), on veut gc(Ter + e2) € (ney + ez), ou encore ar + 5 = n(yr + 9).

Donc V;, et V- sont isomorphes si et seulement si 7 et 1 appartiennent & la méme orbite sous ’action
par homographies de GL(2,R) sur C — R; comme l'action est transitive, il n’y a en fait aucune

condition.

On donne maintenant deux définitions équivalentes des R-structures de Hodge pure de poids n.

Définition 1.4. Une R-structure de Hodge pure de poids n est la donnée d’un R-espace vectoriel V' de
dimension finie et d’une filtration décroissante F'*(V¢) de son complexifié telle que FP (V) @ FrH1-pVe =
Ve pour tout p.

On passe de la premiere a la deuxieme définition en posant FPVe = @,5,V"" " et VP4 s’obtient

FP (V)

réciproquement par VP4 = TRV -

Définition 1.5. 777

Corollaire 1.6. 277

Polarisation Soit V€ MHSE. D’apres ce qui précede, a V' correspond une représentation réelle h de
S = C*. On note C = h(i) € Autg(V).
Ezercice 1.7. Montrer que C¢ € Autc (V) agit par multiplication par #~¢ sur VP4,

Définition 1.8. Soit V € HSg". Une polarisation de V est un morphisme (.,.) : V® V — R(—n) dans
la catégorie HSg?" tel que la forme bilinéaire réelle z @ y — (2mi)™(z, Cy) sur V soit symétrique et
définie positive.

Ezercice 1.9. Montrer que (.,.) est symétrique pour n pair et antisymétrique pour n impair.

1.2 Z-structures de Hodge pures

Définition 1.10.
— Une Z-structure de Hodge semi-simple est un groupe abélien de type fini H, muni d’une R-structure
de Hodge semi-simple sur Hyx = H ®7z R.
— On dit que H est pure de poids n si Hg l'est.
— H est polarisée si 'accouplement (.,.) est défini sur Z, c’est-a-dire si on a un morphisme de Z-
structures de Hodge de H ® H dans Z(—n) (avec des définitions calquées sur celles dans R).

Proposition 1.11.
- Soit X une variété kihlerienne compacte. Alors H"(X,Z) est une Z-structure de Hodge pure de
poids n. De plus, H"(X,R)ppim est une R-structure de Hodge pure de poids n et est polarisée.
- 80 X est de plus projective lisse, alors H"(X,R) prim, = H™ (X, Z) prim @z R est défini sur Z car la
forme de Kihler peut étre prise dans HV1(X,Z) (théoréme du plongement de Kodaira). Dans cette
situation, H" (X, Z)prim est une Z-structure de Hodge de poids n et est polarisée.
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Propriétés de fonctorialité Soit ¢ : X — Y une application holomorphe entre deux variétés kéhle-
riennes compactes.

Lemme 1.12. ¢* : H*(Y,Z) — H*(X,Z) est un morphisme de HSg".

Démonstration. 1l suffit de montrer que ¢*(HP9(Y)) C HP9(X). Mais ¢* est obtenue au niveau des
formes en prenant le pullback ¢*(«) d’une forme « de type (p,q) d-fermé. Comme ¢ est holomorphe,
¢* () est encore de type (p,q). O

Définition 1.13. On note r = dim¢ Y —dim¢ X et on définit ¢, : H*(X,Z) — H**2"(Y, Z) (morphisme
de Gysin) comme le composé

PD . PD -
HY(X,Z) '~ Hydime x1(X,Z) % Hyime x—1(Y.Z) = H*>/(Y,Z) |
ou PD désigne la dualité de Poincaré.

Lemme 1.14. Le morphisme de Gysin ¢, : H*(X,Z) — H**27 (Y, Z)(r) := H*T27 (Y, Z) @7 Z(r) est un
morphisme de structures de Hodge pures de poids k. Ici, on tensorise par Z(r) pour décaler la structure
de poids k + 2r de H**2"(Y,Z) en une structure de poids k.

Démonstration. Notons (.,.) Paccouplement de Poincaré, m la dimension complexe de X et m + r la
dimension complexe de Y. Par définition du morphisme de Gysin ¢,, on a (¢.,8)y = (o, ¢*fF)x.
Considérons a dans H?2(X) et montrons que ¢, (a) est dans HP+"4t7(Y), Soit 5 dans H? ¢ (Y) avec
(', q) # (m—p—r,m—q—r). Alors ¢*(8) est dans H? ¢ (X) et on a (o, *8)x = 0, en prenant des
représentants de type (p,q) et (p/,¢') de a et ¢*(8) dans X. Donc, ¢.« est dans orthogonal (pour la
dualité de Poincaré) de

HY 7 (Y) P

, /p’+q’:2m*p*q
(r',q")#(m—p—r,m—q—r)

1l suffit de montrer que cet orthogonal, noté HL est égal & HPT™a+7(Y).

L’inclusion HPT™9%7(Y) C H* est évidente pour les raisons évoquées plus haut. Comme ’accou-
plement de Poincaré est parfait, la dimension de H+ est h™~P~"m=4=7(Y) = dim H™ P~"m=4=7(Y).
Mais, hM~P=TM=4=T(Y) = pm=4¢="m=P=T(Y) = hPTTTT(Y) 1a premicre égalité venant de la symétrie
de Hodge H*® = Hba et la deuxiéme du théoréme de Lefschetz difficile, le morphisme de Lefschetz étant
un opérateur de type (1,1). Donc HPT™9+7(Y) et HL ont méme dimension et I'inclusion déja prouvée
entraine 1’égalité. O

Z-structures de Hodge de poids 1

Définition 1.15. On dit qu'une structure de Hodge est effective si elle ne fait pas intervenir d’indices
strictement négatifs.

Lemme 1.16. La donnée d’une Z-structure de Hodge pure de poids 1 effective et sans torsion est
équivalente a la donnée d’un tore complexe sur C.

Démonstration. 777 O

1.3 L’application d’Albanese
Soit X variété kéhlerienne compacte. On a une application k :
Hy(X,Z) — H°(X,Q%)*

v (e HY (X, Q%) — /a).

On note Alb(X) = g?gf&%; =1 Hllz;)z()’)sj%o);ion le tore d’Albanese de X.
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Fixons ¢ un point de X. Alors on a lapplication d’Albanese holomorphe de X :

alb,, : X — Alb(X

X — OU—)/

Cette application est bien définie car I'intégrale modulo H;(X,Z) ne dépend pas du choix du chemin
entre zg et x.

Lemme 1.17. Par l’identification naturelle de H°(Alb(X), Alb(X)) avec HY(X,QY), Uapplication
alby « HY(AIb(X), Qupx)) — H (X, Q%)
est l’identité.
Démonstration. Par le théoréeme fondamental du calcul, on a
dy albg, (v) = (a0 — az(v)),
avecr € X etve T, X.

Avec ces notations et a € H(AIb(X), Q) = (HO(X, Q%)*)*, ona (alby .a)s.v = a(d, alby, (v)) =
a8+ Bz(v)) = a,(v), en identifiant H(X, QL) a son bidual. O

Lemme 1.18. alb,,(X) engendre le groupe Alb(X).
Démonstration. 1l suffit de montrer la surjectivité, pour k grand, de ’application

alb®
Xk 3% Alb(X)

(x1,...,2k) — _ZalbmO (z4).

Comme X est compacte, cette application est propre et donc, d’apres le théoreme de ’application
propre, son image est une sous-variété analytique de Alb(X). En particulier, si elle contient un ouvert,
elle est surjective et il suffit donc de montrer que c’est une submersion en au moins un point x.

(albl )

De facon duale, il sagit de montrer que HO(AIb(X), Q) x)) —  HY(X*, Q%) — Q% est

injective, avec la derniére fleche égale a I’évaluation en z. Par le lemme précédent, cette application
21 D Devy

s’identifie & H(X, Q%) P Q% ., @ @ Q. Cette application est bien injective pour k

grand car HY(X, Q%) est de dimension finie et qu’une forme ne peut étre nulle qu’en un nombre fini de

points sur une variété compacte. O

Théoréme 1.19. alb,, : X — Alb(X) coreprésente le foncteur

{tores complezes} — Set
T — Hol((X,xo), (T,0)).

De maniere équivalente, toute application holomorphe de X vers un tore complexe T' envoyant xg sur
Uidentité de T se factorise de facon unique en la composée de application d’Albanese en xg suivie d’un
morphisme de tores Alb(X) — T.

Démonstration. L'unicité résulte du lemme : si ¢ et ¢2 sont deux applications holomorphes de Alb(X)
dans T coincidant sur I'image de alb,, dans Alb(X), alors ¢1 — ¢ est nulle sur une partie génératrice
du groupe Alb(X), donc ¢1 = ¢s.

Pour T’existence, notons f une application holomorphe de X dans T, envoyant zg sur 0. On a un
diagramme commutatif

H(X,Z) —— H°(X,Qx)*

e

Hl(T, Z) —_— I{O(717 QT)*
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Ainsi (f*), définie de H(X,Qx)* dans H°(T,Qr)*, induit une application holomorphe ¢ de Alb(X)
dans Alb(T). Par fonctorialité dans la définition du tore et de I’application d’Albanese, on a un diagramme
commutatif

albIO,X
X —2% Alb(X)

.. |

bo, T

T 222 Alb(T)

en choisissant 0 comme point-base pour T' (on rappelle que f(z¢) = 0). Un calcul immédiat prouve que
Alb(T) s’identifie & T et que, dans ce cas, 'application d’Albanese de T est simplement I'identité. Donc
¢ convient. 0

Remarque 1.20.
— Si X est projective, alors Alb(X) aussi : c’est une variété abélienne.
— La variété d’Albanese est, dans ce cas, aussi solution du probléme universel

{variétés abéliennes} — Set
A — Hol((X, o), (4,0)).

— On montrera que les variétés abéliennes complexes s’identifient aux Z-structures de Hodge de poids
1, effectives, sans torsion et polarisables.



