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CHAPITRE 1
Homotopie des espaces topologiques

Jusqu’a la section 4, le terme espace désigne un espace topologique quelconque, une fleche f : X — Y
entre espaces désigne une application continue, et on note Top la catégorie des espaces avec applications
continues. Nous reviendrons a la section 4 sur la définition d’une « bonne » catégorie d’espaces topolo-

giques.

1. La notion d’homotopie

1.1. Rétraction par déformation et homotopies. La topologie considére comme équivalents
deux espaces ayant la « méme forme ». La notion la plus intuitive correspondante est sans doute celle de

rétraction par déformation d’un espace sur un sous-espace :

DEFINITION 1.1.1 (rétraction et rétraction par déformation). Soit A C X un sous-espace de X.
— Une rétraction de X sur A est une application r : X — A satisfaisant r> = r.
— Une application continue v : X — A est une rétraction par déformation de X sur A s’il existe
une application continue
F:XxI—X

(I désignant Uintervalle [0,1]) vérifiant

F(-,t)‘A = Idy Vtel
F(-,0) = Idx
F('71) = 7“()

Définissons plus généralement la notion d’homotopie entre deux applications continues :

DEFINITION 1.1.2 (homotopie). Une homotopie entre deux applications continues fo,f1 : X — Y

est une application continue
F: XxI — Y
(z,t) — fi(z) =F(t,x)
reliant fo a f1. On dit que les applications fo et f1 sont homotopes et on écrit fo ~ f1.

On vérifie immédiatement que la relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur Top(X,Y).

DEFINITION 1.1.3. On note [X,Y] l'ensemble Top(X,Y)/ ~ des classes d’homotopie d’applications
de X vers Y.

DEFINITION 1.1.4 (homotopie relative). Soit A C X et fo, f1: X — Y deux applications continues.
Une homotopie F : X x I — Y reliant fo a f1 telle que Fsx1 est indépendante de I est appelée une

homotopie relativement a A. On note fy ~ f1 rel A.
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6 1. HOMOTOPIE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

Avec cette terminologie, une rétraction par déformation r : X — A est une rétraction de X sur A

homotope a Idx relativement a A.

1.2. Equivalence d’homotopie. Remarquons quesii: A C X et r: X — A est une rétraction

par déformation, alors
roi = Ida

ior o~ IdX

La relation de rétraction par déformation n’est donc pas symétrique, on la symétrise en la

DEFINITION 1.2.1 (équivalence d’homotopie). Une application continue f: X — Y est une équiva-

lence d’homotopie s’il existe g : Y — X avec

gof ~ ldx
fog ~ Idy

On dit aussi que X et Y ont méme type d’homotopie et on note X ~Y .

On vérifie immédiatement que 1’équivalence d’homotopie est une relation d’équivalence sur les es-
paces topologiques. Si toute rétraction par déformation est une équivalence d’homotopie, la récriproque
est fausse (c.f. exemple 1.3.2). Cependant deux espaces X, Y sont homotopiquement équivalents si et
seulement si ils sont contenus dans un méme espace Z se rétractant par déformation sur chacun d’entre
eux : on peut prendre pour Z le cylindre My = (X x I)[[Y/(z,1) ~ f(x) (c.f. section 7.3) de n’importe
quelle équivalence d’homotopie f: X ~Y.

DEFINITION 1.2.2 (espace contractile). Un espace X est dit contractile s’il a le type d’homotopie d’un

point.

DEFINITION 1.2.3 (application homotopiquement triviale). Une application f : X — Y est dite

homotopiquement triviale si elle est homotope a une application constante.

REMARQUE 1.2.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— X est contractile.

— Idx est homotopiquement triviale.

— toute application f: X — Y est homotopiquement triviale.
— toute application f:Y — X est homotopiquement triviale.

1.3. Illustration de la différence entre rétraction par déformation et équivalence d’ho-

motopie.

LEMME 1.3.1. Si X se rétracte par déformation sur un point x € X, alors tout voisinage U de x

admet un sous-voisinage V.C U, x € V tel que l'inclusion V' C X est homotopiquement triviale.

DEMONSTRATION. Soit F': X x I — X une homotopie reliant Idx & 1’application constante d’image

x. Alors F(z,t) = x pour tout t € I, F(X,1) = {z} et F(-,0) = Idx. Soit U voisinage de z donné. Posons

V={yeX /Vtel F(y,t) € U} C U. Alors V est un voisinage de = et l'inclusion V' C U est
homotopiquement triviale.

O



2. CW-COMPLEXES 7

EXEMPLE 1.3.2. Cet exemple classique est emprunté & [5, ex.6 p.18]. Considérons un « peigne trian-

gulaire » : le sous-espace de R? (muni de la topologie induite)

X = (0,1] x {0}) Uregrioy ({r} x [0.1-1])

le lemme précédent montre que X se rétracte par déformation sur tout point de [0, 1] x {0} mais sur
aucun autre. En « recollant » téte-béche des copies de ce « peigne » X on obtient un espace Y qui est

contractile mais ne se rétracte par déformation sur aucun point.

2. CW-complexes

Dans cette section, nous introduisons une catégorie d’espaces topologiques (appelés CW-complexes)
riche et agréable a manipuler combinatoirement : ce sont intuitivement les espaces obtenus par recollement
de boules le long de leur bord (spheres), ceci inductivement par dimension croissante. Le premier intérét
des CW-complexes est de permettre la démonstration de nombreuses propriétés de fagon simple par

induction.

DEFINITION 2.0.3. On note D™ la boule unité fermée de R™ pour sa métrique euclidienne standard
et S"~1 = OD" la sphére unité bord de D™. Par cellule de dimension n on entend un espace topologique

en homéomorphe a la boule ouverte D™\ S™~1.

DEFINITION 2.0.4 (CW-complexes). Un CW-compleze X est un espace construit comme suit :
(1) Soit X° un espace discret, appelé 0-squelette de X .
(2) Par induction on construit le n-squelette X™ a partir de X"~ 1 :
X" = (" ] DR/~ bule) Yz € ODY) |
a€Jy,
avec ¢o : OD" = S""t — X1 pour o parcourant un ensemble (quelconque) d’indices J,,.

On vérifie immédiatement que pour tout o € J,, 'application

Oo: Dy X" [[Dr— X" C X

est continue et que sa restriction & la boule ouverte D \ 9D est un homéomorphisme sur son image e”.

L’application @, est appelée application caractéristique de la cellule elr.

(3) X = UpenX™ est muni de la topologie faible : un sous-espace Y C X est ouvert si et seulemement si
Y N X" est ouvert dans X™ pour tout n € N.

En termes d’applications caractéristique, on vérifie aisément qu’un sous-espace Y C X est ouvert si

et seulement si pour tout a € J = UpenJy, la préimage @ (V) est ouvert dans D”.

DEFINITION 2.0.5. On note CW la catégorie dont les objets sont les CW-complexes et les morphismes

les applications continues entre CW-complexes.

2.1. Exemples.
1. Un CW-complexe de dimension 1 est un graphe.
2. La sphere S™ = €% U e, ol e” est attachée via S"~1 — €°. Autrement dit S® = D" /9D™.
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3. RP" = S™/(v ~ —v) est le quotient d’une hémispheére D™ avec points antipodaux de D™ identifiés.
Mais dD"/(v ~ —v) ~ RP"~! donc RP" = RP"~! Ue" avec recollement S"~! — RP" ! le
quotient d’ordre 2. Par induction on en déduit :

RP" =e'Uel-..uem .
On peut alors former 'union infinie
RP>® = U, RP" |
qui a une cellule en toute dimension.

4. De maniere similaire ’espace CP" des droites complexes de C™t! s’identifie au quotient de la
sphere unité S2"*1 de C"*! par les homothéties complexes de norme 1. Tout élément de S?"*1 est
équivalent sous cette relation & un vecteur (w, /1 — |w|?) € C*xR avec w < 1. Cette représentation
est unique si |w| # 1, ce qui fournit une cellule e*". Si |w| = 1 on obtient le quotient d’une sphére
S27=1 par les homothéties complexes de norme 1, soit CP*~!. Finalement CP" = ¢?* UCP"~! avec
recollement Papplication quotient naturelle S2*~! — CP*~!. Par induction

CP=eUe?u---Ue™ |
et CP> est un CW-complexe formé d’une cellule en tout degré pair.

5. L’inclusion équatoriale S° C S' C --- C S™ n’est pas une inclusion de sous-complexes pour

les structures de CW-complexes de l'exemple 2. Le découpage équatorial de S? en deux demi-

hémispheres fournit une autre CW-structure S* = S~ U e U e’. Ce qui munit 'union infinie S

d’une structure naturelle de CW-complexe. On montre facilement que S°° est contractile.
2.2. Sous-complexes.

DEFINITION 2.2.1 (Sous-complexe). Un sous-espace Y C X d’un CW-compleze X est un sous-CW-

compleze si'Y est un fermé de X union de cellules.

EXEMPLE 2.2.2. Chacun des squelettes X", n € N, d'un CW-complexe est un sous-CW-complexe.

On obtient ainsi une filtration de X par des sous-CW-complexes.
DEFINITION 2.2.3. On dira qu’un CW-compleze est fini s’il est constitué d’un nombre fini de cellules.
Un tel CW-complexe est évidemment compact. Réciproquement :
LEMME 2.2.4. Un sous-espace compact d’un CW-complexe est contenu dans un sous-compleze fini.
DEMONSTRATION. Soit C' un compact de X.
SOUS-LEMME 2.2.5. Le compact C rencontre seulement un nombre fini de cellules.

DEMONSTRATION. Soit S = {z;,4 € N} un ensemble de points de C' contenus dans des cellules
distinctes. Montrons que S est fermé dans X. Par induction on peut supposer que S N X"~ ! est fermé

dans X" 1. Donc pour toute cellule e, ¢ 1(S) est fermé dans dD". Mais

O H(S) = ¢, (SN X" 1) U (au plus un point) .

«

Ainsi ®,1(9) est fermé dans D7 et donc SN X™ est fermé dans X™. Finalement S est fermé dans X et

contenu dans le compact C. L’espace discret S est ainsi compact, donc fini.
O
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Donc il suffit de montrer qu'une union finie de cellules est contenue dans un sous-complexe fini.
Comme une union finie de sous-complexes finis est un sous-complexe fini, on est réduit a montrer que
toute cellule ef; est contenue dans un sous-complexe fini. L'image de ®qjppn est compacte donc par
induction sur la dimension cette image est contenue dans un sous-complexe fini Y € X"~!. Mais alors
el CY Uel, qui est encore un sous-complexe fini de X.

O

2.3. CW-paires. Une généralisation agréable de la notion de CW-complexe ou de paire (X, A)
d’un CW-complexe X et d’un sous-CW-complexe A est la notion de CW-paire :

DEFINITION 2.3.1. Une CW-paire (ou CW-compleze relatif) (X, A) est la donnée d’un espace A €
Top et d’un espace X € Top obtenu a partir de A par recollement inductif de cellules analogue au cas

absolu :
X'=AcX"=AUpey, Dl CcX'Cc---CcX"C--C X,
ot pour toutn > 1 :
x7 = (X" [] Do)/ ~ dale) Vo eaDy)
acJy,
avec ¢g, : OD" = ST — X" pour a parcourant un ensemble (quelconque) d’indices J,,, et X est

muni de la topologie faible.

DEFINITION 2.3.2. On notera CWy la catégorie dont les objets sont les CW-paires et un morphisme
f (X, A) — (Y, B) de CWy est une application continue de X dansY envoyant A sur B.

2.4. Opérations élémentaires. On dispose des opérations élémentaires suivantes :

- produit : si X, Y € CW, on définit une structure cellulaire sur X X Y en posant (X x V)" =
Uitj=n X" x Y7, Si on munit 'ensemble X x Y = U, (X x Y)" de la topologie faible associée, on
obtient ainsi un CW-complexe encore noté X x Y. Attention : la topologie de X X Y peut étre plus
faible que la topologie produit si par exemple les CW-complexes X et Y ne sont pas finis.

- quotient d’une paire : étant donnée une CW-paire (X, A) € CWy l'espace topologique quotient
X/A est naturellement un CW-complexe.

- cone : le cone d'un CW-complexe X est le CW-complexe CX = X x I/X x {0}.

- suspension : c’est le double-céne SX = X x {1}\X x I/X x {0}. En particulier S(S™) est homéo-
morphe & S"F1,

2.5. Remarque sur l’appellation CW. Le C vient de « closure-finiteness » : ’adhérence de
toute cellule rencontre au plus un nombre fini de cellules par le lemme précédent. Le W vient de « weak
topology » : X est muni de la topologie faible. En fait on peut démontrer (c’est la définition originale
d’'un CW-complexe diie & J.H.C. Whitehead) :

PROPOSITION 2.5.1. Soit X un espace Hausdorff. Une famille {®, : D! — X}ocs est la famille
des applications caractéristiques d’une structure de CW-complexe sur X si et seulement si :
(1) pourtout a € J, O, en restriction a lintérieur de DT est injective. Les cellules images e, a € J,

sont disjointes deux o deuz et leur union |J est X tout entier.

n
ael Ca
(2) Pour tout a € J, ®,(0DY) est contenu dans une union finie de cellules de dimension < n.
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(8) un sous-ensemble de X est fermé si et seulement si il rencontre e, en un fermé, ceci pour tout
a€cJ.

3. Cofibrations

Dans cette section, nous montrons les deux résultats intuitifs suivants :

THEOREME 3.0.2. Soit (X, A) une CW -paire. Si A est contractile alors l’application quotient X —

X/A est une équivalence d’homotopie.

THEOREME 3.0.3. Soit (Y, A) une CW paire et X un CW -complexe ; soient f,g : A — X avec
f~g. Alors
XU Y XUy Y rel X .

(00 X Us Y = (X UY)/(f(a) ~ a,a € A)).

3.1. Cofibrations. La preuve des théoremes 3.0.2 et 3.0.3 est l'occasion d’introduire une notion

homotopique fondamentale : celle de cofibration.

DEFINITION 3.1.1 (propriété d’extension des homotopies). Une inclusion continue d’espaces topolo-
giques A C X est dite avoir la propriété d’extension des homotopies relativement a un espace topologique
Y si étant donné une application continue fo: X — Y et une homotopie fra: A — Y, t € I d’origine
Jo,a = foja, on peut étendre cette homotopie en fi : X — Y. Autrement dit : toute application continue
F:Xx{0JUAXT —Y sétenden X x I — Y.

Remarquons que cette propriété s’exprime encore agréablement en disant que tout diagramme commu-

tatif A —— y! admet un relevement A — y! (ou Y désigne I'espace des applications continues

] |

X —Y X—Y
de I dans Y, muni de la topologie compacte-ouverte). L’existence d’un tel relevement sera abrégée par le

diagramme

oI

A Y
|
X—Y

DEFINITION 3.1.2 (cofibrations). Une application continue d’espaces topologiquesi: A — X est une

cofibration si elle a la propriété d’extension des homotopies relativement a tout espace topologique Y. On

notera A <= X.

LEMME 3.1.3. Soit i : A — X une application continue d’espaces topologiques.
(1) La fleche i est une cofibration si et seulement si X x I se rétracte par déformation sur A x I U
X x {0}.

(2) Sii est une cofibration alors i est l'inclusion d’un fermé A de X.

DEMONSTRATION. Exercice.
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3.2. Géométrie des cofibrations.
PROPOSITION 3.2.1. Si (X, A) est une CW-paire alors linclusion A C X est une cofibration.

DEMONSTRATION. Commengons par le cas (X, A) = (D", 0D"™). Considérons le cylindre D™ x I
comme sous-ensemble du cylindre D™ x [0, 2] et notons P le centre de la boule D™. La projection radiale

de centre le point (P,2) de D™ x [0, 2] définit une rétraction par déformation
r:D"x I — D" x{0}UdD"™ x I .
Pour une CW-paire (X, A) quelconque on en déduit une rétraction par déformation
X" x T — X" x{0}u (X"t xI

car X" x I s’obtient & partir du terme de droite en attachant des D™ x I le long de D™ x {0} U9D™ x I.
On applique cette rétraction par déformation sur un intervalle de temps [2,1%, 2%] et on concatene : on
obtient une rétraction par déformation de X x I sur X x {0}UA x I. La topologie faible des CW-complexes

assure qu'il n’y a pas de probléeme de continuité en ¢t = 0!
O

Plus généralement remarquons le

LEMME 3.2.2. Soit X un espace topologique quelconque et A — X une cofibration. Alors le fermé A
de X est rétracte par déformation d’un voisinage V dans X, et il existe une fonction ¢ : X — I avec
A=¢710) et ¢ x—v = 1. On dit alors que (X, A) est une paire NDR (pour neighborhood deformation

retract ).

DEMONSTRATION. Comme A «— X il existe une rétraction
r:XxI—AxITUX x{0} .

Posons alors ¢ : X — I définie par

¢(x) =sup |t —projyr(z,t)| .
tel

L’application 1 est continue et ¢»=1(0) D A. Posons V = 1 ~1([0,1]), c’est un voisinage de A dans X et
Yix—v = 1. Posons

H: XxI — X
(x7t) — prOjXT(x7t)

la restriction Hjy . est un rétracte par déformation sur A. Enfin si on définit ¢ : X — I par
¢(x) =inf{t € I/H(z,t) € A} ,
on a bien A =¢71(0) et ¢ x_y = 1. O
3.3. Preuve du théoréme 3.0.2. D’apres la proposition 3.2.1 c’est un corollaire immédiat de la

PROPOSITION 3.3.1. Si A — X est une cofibration et A est contractile alors q : X — X/A est une

équivalence d’homotopie.
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DEMONSTRATION. Considérons le diagramme :

(9¢)

HXI

o)
Ve
D)

X—F—X
X
ou g; désigne une homotopie entre 14 et A — {x}.
Comme f;(A) C A pour tout ¢, on en déduit

It

X—X

X/A?X/A

Comme f;(A) = {x}, on en déduit
f1

X—X

| 7

dougg=fi~ fo=1x et qg= f1 ~ fo = 1x/a.
O

3.4. Preuve du théoréme 3.0.3. Notons H : A x I — X une homotopie reliant f & g. On a

alors la double inclusion
XUy YCcXug(¥YxI)DXU Y .

Comme (Y, A) est une CW-paire donc une cofibration, Y x I se rétracte par déformation sur Y x
{0}UA x I. Ce rétracte par déformation induit un rétracte par déformation de X Ug (Y x I) sur X Uy Y.
De méme X Uy (Y x I) se rétracte par déformation sur X U, Y.

Ces deux rétractions par déformations fixent X donc

XU Y XUy Y rel X .

4. Quelques catégories d’espaces

4.1. La catégorie Top des espaces compactements engendrés. Les CW-complexes sont pra-
tiques & manipuler mais la catégorie CW est trop petite. Ainsi, par exemple, elle n’a pas de Hom interne :
si X, Y € CW, l'espace XY (muni de la topologie compacte ouverte) n’est pas un CW-complexe en gé-
néral. En particulier 'espace de lacet X S* d'un CW-complexe X n’a pas en général de structure de
CW-complexe (méme si X " est toujours homotopiquement équivalent & un CW-complexe, c.f. [9]).

Par ailleurs la « grosse » catégorie Top (notation provisoire) de tous les espaces topologiques avec
application continues, outre qu’elle contient de nombreux objets qu’on peut légitimement considérer

comme pathologiques, ne satisfait pas a la loi exponentielle : 'application naturelle

xYxZ XZY
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est un homéomorphisme sur son image mais n’est pas surjective en générale (elle 'est si par exemple X,
Y et Z sont Hausdorff localement compacts).
La catégorie que nous cherchons doit étre
(1) suffisamment grosse pour contenir tous les espaces particuliers « rencontrés dans la pratique » ;
(2) fermée pour toutes les opérations ordinaires : produits petits, coproduits petits, union croissante
d’espaces, espace de fonction YX et la composition de ces opérations.
(3) suffisamment petite pour avoir compatibilité entre ces opérations : on demande par exemple que
(X xY)2 =XZ xYZ et XYX2 = XV7

La plupart des catégories d’espaces « ayant de bonnes propriétés » (c.f. la note! pour des rappels de
topologie élémentaire) ne satisfont pas ces conditions. Ainsi par exemple la catégorie des espaces Hausdorff

localement compacts n’a pas de produits infinis.

DEFINITION 4.1.2. On dira qu’un espace topologique X est

— faiblement Hausdorff si pour tout espace compact C et toute application continue f : C — X
Uimage f(C) est un fermé de X (c’est une propriété entre Ty et Hausdorff). On notera wHaus la
catégorie des espaces faiblements Hausdorff (avec applications continues).

— un k-espace si un sous-ensemble W C X est fermé si et seulement si pour tout f : C — X awvec
C compact alors f~1(W) est fermé dans C.

— compactement engendré si c’est un k-espace faiblement Hausdorff. On notera CG (notation pro-

visoire) la catégorie des espaces compactement engendrés avec applications continues.

En particulier tout CW-complexe, tout espace Hausdorff localement compact ou tout espace métri-
sable définit un objet de CG, d’apres le

LEMME 4.1.3. Soit X un espace Hausdorff. Si pour tout sous-espace U C X et tout x € U il existe

un compact K C X avec x € KNU alors X est compactement engendré.

On vérifie facilement que si X € CG et Y € Top, une application f : X — Y est continue si et

seulement si elle est continue en restriction a chaque compact de X.

1. Soit X un espace topologique. L’espace X est dit :

— Tp si pour tous z,y € X avec x # y, alors il existe un ouvert U C X tel que z € U,y € U ou bieny € U,z € U.

— Ty si pour tous z,y € X avec x # y, il existe des ouverts U,V de X avecx € U,y ¢ U, x ¢ V, y € V. De fagon
équivalente les points de X sont des fermés de X.

— T ou Hausdorff si pour tous z,y € X avec x # y, il existe des ouverts U,V de X avecz € U,y € Vet UNV = 0.
De fagon équivalente la diagonale A(X) est fermée dans X x X .

— T3 ou régulier si X est 71 et pour tout z € X et tout fermé F C X il existe des ouverts U,V de X avec z € U,
F CVetUNV = . De fagon équivalente X est Hausdorff et pour x € U C X avec U ouvert de X, il existe un
ouvert Vavecz € VCV CU.

— complétement régulier si X est T et pour tout z € X et tout fermé F' C X ne contenant pas z il existe une fonction
continue f: X — [0,1] avec f(z) =0, f(F)=1.

— Ty ou normal si X est T} et pour tous fermés F', G de X avec F NG = ( il existe des ouverts U, V de X tels que
FCcU,GCVetUNV ={. De fagon équivalente, X est Hausdorff et pour tout fermé F et ouvert U de X avec
F C U il existe un ouvert V de X vérifiant F €V CV C U.

On vérifie facilement que tout espace métrisable est normal, et que chacune des conditions dans la liste implique la

précédente. De plus « normal » coincide avec la possible notion de « complétement normal » par le

LEMME 4.1.1 (Urysohn). Soit X normal et F', G deux fermés de X tels que NG = (. Alors il existe une fonction
continue f: X — [0,1] avec f(F) =0 et f(G) =1.

Enfin chacune des conditions de la liste est strictement moins forte que la suivante.



14 1. HOMOTOPIE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

4.1.1. Ezistences de limites dans CG. On dispose d’adjonctions :

oubli oubli
CG_ wHaus _ Top
k wH

Le foncteur wH est la prise du quotient faiblement Hausdorff minimal. Quant au foncteur
k:wHaus — CG ,

ensemblistement kX = X, muni de la nouvelle topologie ou un sous-espace est fermé si et seulement si
son intersection avec tout compact de X est fermé dans X.

Ces adjonctions permettent de vérifier que CG est munies de limites petites : on réalise la limite dans
Top (qui est compléte), on remarque qu'une limite catégorique dans Top d’espaces de wHaus est dans
wHaus puis on applique k. Comme un adjoint a droite préserve les limites catégoriques, on obtient bien

une limite catégorique dans CG. Par exemple le produit dans CG est défini par X x Y = k(X Xmop Y).
REMARQUE 4.1.4. Si X est localement compact et Y € CG alors X XY = X xqop Y.

4.1.2. Hom internes. Pour X,Y € Top on pose Hom(X,Y) = k(Y X). On vérifie aisément que la

loi exponentielle
Hom(X x Y, Z) = Hom(X, Hom(Y, Z))

est satisfaite.

4.1.3. Colimites. Le probleme des colimites est plus ardu : en effet, méme si Top est cocomplete, la
colimite dans Top d’espaces de wHaus n’est pas en général faiblement Hausdorff. Si toutefois la colimite
dans Top d’espaces de CG est dans wHaus alors elle est dans CG. C’est le cas pour certaines colimites
bien utiles :

-SiX,YeCGet f: A— Y avec A fermé de X alors le pushout X Uy Y est dans CG.

— La colimite colimX; d’une suite X; € CG, avec X; — X; 1 d'image fermée, est encore dans CG.

4.1.4. Notation définitive. Dorénavant on notera Top la catégorie CG et toutes les opérations ca-
tégoriques seront comprises dans CG. En particulier pour X,Y € Top on notera dorénavant XY :=
Hom(Y, X).

4.1.5. Cofibrations dans Top. On peut montrer que dans la catégorie Top des espaces compactement

engendrés la réciproque du lemme 3.2.2 est valable :

THEOREME 4.1.5. Soit X € Top et A C X un fermé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A— X
(b) (X, A) est une paire NDR.

4.2. Catégories de paires et catégories pointées.

4.2.1. La catégorie Top,.

DEFINITION 4.2.1. On notera Top, la catégorie ayant pour objets les paires (X, A), avec X € Top
et A un sous-espace de X. Un morphisme f : (X, A) — (Y, B) dans Top, est une application continue
f: X —Y envoyant A dans B.

REMARQUE 4.2.2. La catégorie CWj, est ainsi naturellement une sous-catégorie pleine de Top,.
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4.2.2. La catégorie Top,. On s’intéressera tout particulierement au cas ou A est un point : on appelle
espace topologique pointé une paire (X, z) d’un espace X € Top et d’un point z € X. On notera Top,
la catégorie des espaces pointés avec applications continues préservant les points bases. En particulier les

homotopies dans Top, sont sous-entendues pointées.
Bien-siir on dispose d’une paire adjointe

+
Top Top,

D —— )
oubli

ou X = X [[{«} est l'espace X auquel on adjoint un point base externe.

Pour X,Y € Top (resp. (X, zo),(Y,y0) € Top,), on notera [X,Y] (resp. [(X,z0), (Y,y0)]x)) le
quotient Top(X,Y)/ ~ (resp. Top, ((X,x0), (Y,v0))/ ~«) des classes d’homotopies d’applications (resp.
pointées) entre X et Y. Quand le contexte est clair, on notera simplement X 1’espace topologique pointé
(X, z0) et [X,Y] pour [X,Y]..

4.2.3. La catégorie CW,. On définit CW, comme la sous-catégorie pleine de Top, dont les objets

sont les CW-complexes pointés par un point du 0-squelette X0.

Ezemple : La sphere S™ = {(zp, " ,2,) € R"™ /22 + ... + 22 = 1} sera dorénavant pointée par
20 =(0,---,0,1).

4.2.4. La catégorie Top™. Tout espace (X,z0) € CW, a la propriété fort utile que I'inclusion du
point base g dans X est une cofibration. On aura parfois besoin de considérer des espaces topologiques

pointés plus généraux que des CW-complexes ayant cette propriété :

DEFINITION 4.2.3. On dit que (X,z9) € Top, est bien pointé, ou non-dégénéré, si linclusion
{zo} C X est une cofibration. On notera Topfd la sous-catégorie pleine de Top, des espaces topolo-

giques compactement engendrés bien pointés.

4.3. Opérations.
4.3.1. Opérations catégoriques. Rappelons dans un tableau quelques propriétés catégoriques de Top

et Top, :
Top Top,
Relations f~g f ~ g rel {x} (homotopie pointée)
produit catégorique XxY (X XY, (z0,90))
coproduit catégorique XVY =X x{y}U{ao} xY
hom interne Top(X,Y) =Y* | Top, ((X,z0), (Y,y0)) = Y™ (pointé)
adjoint a gauche au hom interne | X x Y XANY=(XxY)/(XVY)

On a donc un isomorphisme d’ensembles pointés Top, (Z A X,Y) ~ Top,(X,Y?), et méme un

homéomorphisme Y Z"X ~ (YZ)X.
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4.3.2. Suspension. On définit ’endofoncteur de suspension S : Top — Top (respectivement X :
Top, — Top, ) par

SX = (X x {IH\(X x I)/(X x{0}) ,

SX
YX =——— = S'A X muni du point base quotient naturel .
{CE()} x I
REMARQUES 4.3.1. — 85™ ~pomso ST (double cone).

— Si X € Top, 'application quotient SX — XX s’obtient en contractant {z¢} x I qui est contractile.
D’apres le théoreme d’équivalence par contraction 3.0.2, 'application quotient SX — 3 X est donc
une équivalence d’homotopie si X € Topfd. En particulier

$S™ = St A S ~ gntl

— En fait ST A S™ est homéomorphe & S™*1 (exercice). On en déduit que X" X est non seulement

homotopiquement équivalent a S™ A X mais méme homéomorphe.

4.3.3. Espace de lacet. Si X € Top, on note QX € Top, 'espace de lacet
QX = x5 (applications pointées) .

Le point base wg de QX est Papplication constante (pointée) de S* dans le point base zo de X. Bien-str
Q : Top, — Top, définit un endofoncteur.
4.3.4. Adjonction.

LEMME 4.3.2. Pour tous espaces X,Y, Z € Top,, application naturelle [Z N X, Y] — [X,Y?] qui
o f:ZNX —Y associe f: X — YZ définie par f(x)(z) = f(z A x) est une bijection d’ensembles

pointés.
COROLLAIRE 4.3.3. On dispose d’une adjonction

Y : Top,/ ~ Top,/ ~: Q
4.4. Catégorie homotopique.

DEFINITION 4.4.1. On notera Ho(Top) la catégorie homotopique des espaces topologiques : ses objets
sont ceuz de Top et Ho(Top)(X,Y) = [X,Y].

On définit de maniere analogue la version pointée Ho(Top,).

5. H-espace et H-coespace

Pour des espaces X,Y € Top, quelconques, I'ensemble pointé [X,Y] n’a en général pas de structure
algébrique additionnelle. Dans cette section on s’intéresse a la question suivante : quelles propriétés
demander aux espaces X ou Y de Top, pour que [X,Y] ne soit pas seulement un ensemble pointé mais
un groupe ? Il est clair que c’est le cas si Y est un groupe topologique ou si X est un cogroupe topologique,
car alors Top, (X,Y) est un groupe admettant comme sous-groupe distingué ’ensemble des applications
de X dans Y homotopiquement triviales. Considérer [X, Y] plutot que Top, (X,Y’) permet de demander

moins de structure sur X ou Y.
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5.1. H-espace et H-groupe.

DEFINITION 5.1.1. Un espace Y € Top, est dit un H-espace s’il est muni d’une application
w:Y xy —Y

appelée multiplication, telle que l'application constante sur le point base e : Y — Y est une identité pour
1 1, Ny .
w a homotopie prés : Y (e—; YxY S Yey (_eg Y xY Y sont homotopes a l'identité de Y .

REMARQUES 5.1.2. — La multiplication u n’est pas supposée associative, pas méme a homotopie
pres.
— La notion de H-espace se comporte bien par homotopie : si X est un H-espace et Y est homotopi-

quement équivalent a X alors Y est naturellement un H-espace.

DEFINITION 5.1.3. On dira qu’une application ¢ : Y — Y définit des H-inverses si les applications
1, 1 o C o
Y (—L; YXxY 5YetY (L—g Y xY =Y sont homotopes a Uapplication e : Y — Y c¢’est-a-dire sont

homotopiquement triviales.
DEFINITION 5.1.4. Un H-espace H-associatif muni de H-inverses sera dit un H-groupe.

EXEMPLES 5.1.5. - Les groupes topologiques. Les groupes topologiques, en particulier les groupes
de Lie, sont bien-stir des H-groupes.

- Les sphéres d’Adams. Adams a montré que les seules spheres & étre des H-espaces sont S', 52 et
S7. Les deux premieres sont naturellement des groupes de Lie (unités des corps des complexes,
respectivement des quaternions) et sont donc des H-groupes. La spheére S” des octonions n’est pas
H-associative.

- L’espace CP*°. Identifions C™ & 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus n — 1 par Iap-
plication qui & (ag,- - ,an,—1) associe ap + a1 X + -+ + ap—1X""1. On définit alors par produit
polynomial une multiplication sur C* — {0}, qui induit une multiplication sur son quotient CP*.
L’espace CP*° est ainsi naturellement un H-espace associatif commutatif avec identité stricte.

- Les produits de James. Soit (X, e) € Top,. On note

J(X) = (H XEY (@1, s wic1, e, @ity xk) ~ (T1, - Tio 1, Tig1, > Tk)) -
E>1
On définit un produit sur J(X) par concaténation, il est strictement associatif et a pour unité
stricte le point base e de X. On vérifie facilement que c’est le monoide libre engendré par X dans
Top, : pour tout monoide Y de Top, et toute fleche f : X — Y dans Top,, il existe une unique
fleche de monoide f : J(X) — Y rendant commutatif le diagramme :

X —= J(X)

N

Y

- Les produits symétriques infinis. On peut abélianiser la construction de James :
SP(X) = J(X)/Ewe .

ou X, désigne le groupes des permutations sur un nombre infini d’indices laissant fixe presque

tous les indices. SP(X) est le monoide abélien libre engendré par X dans Top,.
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- Les espaces de lacets. C’est 'exemple crucial de ce chapitre. L’application p : X x QX — QX de
concaténation des lacets fait de tout espace de lacet QX, X € Top,, un H-groupe : les H-inverses
sont donnés par inversion du sens de rotation et on vérifie facilement que la multiplication p est

H-associative.

REMARQUE 5.1.6. La caractérisation dans Top, des espaces de lacets est une des origines de la

théorie des opérades, c.f. [8].

LEMME 5.1.7. Soit Y € Top,. Les ensembles pointés [X,Y]| ont une structure de groupe naturelle en

X si et seulement si'Y est un H-groupe.

PREUVE : Indiquons seulement que la structure multiplicative sur [X, Y] est donnée par
fllgl=1X X x Xy xy 5y,
et les inverses par
[T =1lof].
Les détails sont laissés au lecteur.

REMARQUE 5.1.8. Si la multiplication ¢ : ¥ x Y — Y du H-groupe Y est homotopiquement

commutative alors [X,Y] est un groupe abélien.

5.2. H-coespace et H-cogroupe. Ces notions s’obtiennent dualement de celles de H-espace et
H-groupe. Soit X un H-cogroupe, on notera p’ : X — X V X la co-multiplication et +/ : X — X la

coinversion.

Exemple principal : 3 X est un H-cogroupe, ou la comultiplication est le pincement du cone en son milieu.

LEMME 5.2.1. Soit X € Top, . Les ensembles pointés [ X,Y] ont une structure de groupe naturelle en

Y si et seulement si X est un H-cogroupe.

PREUVE : Indiquons seulement que si f,g: X — Y € Top, le produit [f][g] est la classe d’homotopie
XS xvx M xxy &y

COROLLAIRE 5.2.2. Soient X,Y € Top,. Alors Uapplication naturelle [EX,Y] — [X, QY] est un

isomorphisme de groupe.

5.3. Unicité de la structure de groupe. Si X est un H-cogroupe et Y un H-groupe, I’ensemble

[X,Y] a a priori deux structures de groupes distinctes.

LEMME 5.3.1. Soit X un H-cogroupe et Y un H-groupe. Alors les deux multiplications induites sur

[X.,Y] coicident et sont commutatives.
DEMONSTRATION.

SOUS-LEMME 5.3.2. Soit E un ensemble muni de deux opérations o et x telles que
(a) il existe une identité mutuelle roe=x*xe=x =e*xxr =e€o.
(b) les multiplications o et * sont mutuellement distributives : (xox') * (yoy') = (x xy)o (' xy).

Alors o = * et o et * sont associatives et commutatives.
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DEMONSTRATION.
poy=(zxe)olexy) = (woe)s(coy) =z sy .
xoy=(exxz)o(yxe)=(eoy)x(xoe)=y*xx=yox .
ro(yoz)=(zxe)o(yxz)=(roy)*(eoz)=(voy)xz=(xoy)oz .
O

Pour finir la preuve du lemme 5.3.1, comme on sait déja que la classe de I’application constante est
une identité mutuelle, il reste juste a vérifier la distributivité mutuelle, ce qui est aisé.
O

ProrosiTION 5.3.3. Soit X,Y € Top, et n > 2 un entier.
— Le H-groupe QmY est H-commutatif.
— Le H-cogroupe X" X est H-cocommutatif.

DEMONSTRATION. Pour QY il suffit de remarquer que [X,Q"Y] = [£X,Q(Q2"2Y)] est abélien
d’apres le lemme précédent. Preuve duale pour la seconde assertion.
O

6. Groupes d’homotopie

6.1. Ensemble 7y (X).

DEFINITION 6.1.1. Soit X € Top. On définit une relation d’équivalence ~ sur X en posant x ~ y
sl existe un chemin dans X reliant x & y. On définit mo(X) comme l'ensemble X/ ~. On dit que X est

0-conneze si mo(X) est réduit ¢ un élément.

Si (X, x0) € Top,, on notera mo(X, o) ensemble 7y(X) pointé par la classe de chemin du point zg.
Autrement dit

m0(X,20) = [(S°, 1), (X, z0)] = [S°, X]. .
6.2. Ensemble pointé m, (X, z¢).

DEFINITION 6.2.1. Soit X € Top, et n € N. On pose 7,(X,x0) = mo(Q"X,w,) ot wy désigne le

point base canonique de Q"X .
Finalement pour n € Non a :

7 (X, 20) = [(S°, 1), (2" X, wp)] = [£8°, Q" 1 X], = --- = [S", X].. .

6.3. Structure de groupe sur m,(X,zo). Remarquons que Q"X (respectivement S™) est un H-
groupe (respectivement H-cogroupe) pour n > 1, abélien pour n > 2 d’apres la proposition 5.3.3. On en
déduit le :

COROLLAIRE 6.3.1. 7;(X,xg) est naturellement un groupe pour i > 1, abélien pour i > 2.
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6.4. Version relative.

DEFINITION 6.4.1. Etant donné un triple (X, A C X,zq € A) on définit pour n > 1
7Tn(X, A, fCO) = [(Dn7 Snilv 80)7 (Xv Aa CUO)} )

I’ensemble naturellement pointé des classes d’équivalences d’applications de D™ dans X envoyant S"~!

dans A et sg sur xo pour la relation d’homotopie dans cette classe d’application.

REMARQUES 6.4.2. — Pensemble 71 (X, A, x¢) s’identifie & I’ensemble des classes d’homotopie de
chemins reliant un point de A a zg. Cet ensemble n’a en général aucune structure naturelle de
groupe.

— L’ensemble m, (X, A, xp) est un groupe pour n > 2, abélien pour n > 3. Le produit est encore induit
par 'application D™ — D™V D™ écrasant ’équateur D™~ ! en un point.

— Par définition 7, (X, zg, xg) = 7, (X, z0). Les groupes d’homotopie sont ainsi un cas particulier des

groupes d’homotopie relatifs.

Notons une définition alternative des groupes d’homotopie relatifs : on vérifie facilement que 7, (X, A, z¢) =
(1™, 01, J" 1), (X, A, x0)], on JV~ 1 := 01" — =1,

6.5. Caractérisation géométrique.

LEMME 6.5.1. L’application f: (D™, S, s0) — (X, A, xo) est nulle dans m,(X, A, x¢) si et seule-

ment si elle est homotope relativement & S"~1 & une application d’image contenue dans A.

DEMONSTRATION. Si [f] = [g] avec g une telle application, alors [g] = 0 via ’homotopie obtenant en
précomposant g avec un rétracte par déformation de D™ sur sg.
Réciproquement si [f] = 0 via une homotopie F' : D™ x I — X, regardons la famille des disques
Dy = ((D™\ 0D™) x {t}) U (D™ x [0,t]) C D™ x I. On obtient une homotopie entre f (pour t = 0) et
une application a valeur dans A (pour ¢t = 1), stationnaire égale & fjgn-1 sur sn-t
O

6.6. Fonctorialité. : Les m, : Top, — Set, n € N, sont bien-siir des foncteurs (resp. a valeur

dans Group pour n > 1, resp. Ab pour n > 2).

6.7. Groupes d’homotopie et action du groupe fondamental. Soit X € Topet v: [ — X
un chemin reliant deux points (0) = g et v(1) = 21 de X.
Pout tout espace (Y, yo) € Top™ et toute application fy : (Y, yo) — (X, o) 1l existe un diagramme

commutatif :

{vo} —— x1

"

_—

fo
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Ainsi fo : (Y,y0) — (X, o) est homotope a 'application fi : (Y, yo) — (X, 2z1). On vérifie facilement

qu’on définit ainsi une application

(Y, 30), (X, o)) — > [(V, 90)], (X, 21)].

[fo] ! [f1]

indépendante du choix de I'homotopie F', en particulier une action & droite de 71 (X, zg) sur [(Y, o), (X, z0)]«-

COROLLAIRE 6.7.1. Soit (X, z9) € Top,. Les groupes d’homotopie 7, (X, x9), n > 2, sont naturelle-

ment des Z[m (X, xo)]-module & droite.

REMARQUES 6.7.2. — On vérifie également immédiatement que laction de 71 (X, zg) sur lui-
méme définie précédemment n’est autre que ’action par conjugaison.

— Méme pour un CW-complexe fini X les groupes d’homotopies m,(X,zo) ne sont pas en général
des Z[m (X, xo)]-modules de type fini. Si par contre X est simplement connexe et fini nous verrons

(c.f. corollaire 21.3.8) que les m, (X, xg) sont des Z-modules de type fini.
DEFINITION 6.7.3. Soit X € Top, et n un entier positif. L’espace X est dit n-simple si l’action de
m1(X) sur m,(X) est triviale. L’espace X est dit simple, ou abélien, s’il est n-simple pour tout entier

positif n.
6.8. Suite longue d’homotopie.

THEOREME 6.8.1. Soit g € B C A C X € Top,. La suite longue d’homotopie :
e = (A, By wg) ~5 1 (X, By ag) L5 m (X, A, 20) 2 w1 (A, Byxg) — -+ — m (X, A, x0)

est exacte, o
- i:(A,B) — (X, B) est linclusion naturelle,
- j:(X,B) — (X, A) est Uinclusion naturelle,
~ i f (D", 8" s0) — (X, A 20) alors f = flgn—1 ot l'on regarde S*~ comme D"~ /D" 1,

DEMONSTRATION. La preuve se fait & la main aisément. Montrons par exemple I'exactitude en

(X, A, xg).

Pour doj, = 0 : Soit [f] € m.(X,B,xo) avec f : (D", 5" 1 s9) — (X,B,z¢). La classe de
90 3. ([f]) € mn_1(A, B, xq) est représentée par la restriction de jo f : (D™, 8" 1 s9) — (X, A4,70) &
Sn=t = pn=1/oD"~ 1. Comme f envoie S"~! sur B, cette classe est nulle d’apres le lemme 6.5.1.

Pour ker @ C Im j, : Soit f: (D", 8"t s9) — (X, 4, 10) telle que J[f] = 0. Donc

[f‘Snfl] =0¢€ 7Tn(A7B71‘0) .
D’apres le lemme 6.5.1, il existe donc une homotopie

F:8"1xT—A

avec
Fy = f‘S'nfl et Fl(Sn_l) cB.
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Regardons D" comme recollement d’un disque intérieur D™ le long de S™~! avec une couronne extérieure
S7=1 x I et considérons I'application (F, f) : (D", S" "1, s9) — (X, B, x() obtenue par collage de f sur
la boule intérieure avec F' sur la couronne extérieure. On a alors [f] = j.[(F, f)].

O

La section suivante étudie les notions de fibres et cofibres d’homotopie, qui permettront de donner
une preuve plus conceptuelle de la suite longue d’homotopie et de considérer Top, comme une catégorie

de modele.

7. Fibrations, fibres et cofibres d’homotopie

7.1. Fibration. Commencons par définir la notion duale de la notion de cofibration définie a la

section 3.1.

DEFINITION 7.1.1. On dit que E — B € Top a la propriété de relévement des homotopies relative-
ment ¢ X si on a
|
XxI——B
On dit que E — B est une fibration (de Hurewicz) si E — B a la propriété de relévement des
homotopies relativement a tout X € Top.
On dit que E — B est une fibration de Serre si E — B a la propriété de reléevement des homotopies

relativement a D™ pour tout entier positif n (de maniére équivalente : relativement d tout CW-complexe).

7.2. Pushout et pullback. Les catégories Top et Top, sont munies de pushout et pullback.

Pull-back : {(x,2) € X x Z/f(z) = h(z)} ——= X est cartésien.

| :

A Y

est cocartésien.

Pushout : X Z
fl l
Y —=Z[1Y/(f(z) = h(z))

LEMME 7.2.1. Le pullback d’une fibration est une fibration. Dualement le pushout d’une cofibration

est une cofibration.

DEMONSTRATION. Evident.
O

7.3. Cylindre et cofibre d’homotopie d’une application. Le but de cette section est de mon-
trer que toute fleche de Top (ou de Top,) peut, & équivalence d’homotopie pres du but, étre remplacée

a notre convenance par une cofibration.

Dans Top :
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Cylindre de X XxI

Cylindre My de f: X — Y X Y

WS

X x[—=M;=YU; (X xI)

Cone de X CX =X x1I/(X x{0})

Cofibre d’homotopie Cy de f: X — Y | Cy =Y Uy CX = My /(X x {0})

Les notions analogues dans Top, s’obtiennent a partir des définitions de Top en remplagant I par
I'T1I{*}, le coproduit J] de Top par le coproduit V de Top,, le produit x par le produit A, et les
applications continue par les applications continues pointées. Quand I est considéré comme objet de

Top,., son point base est 0. On obtient donc la version réduite :

Dans Top,, :
Cylindre de X X A ]I{+})
Cylindre de f: X — Y My = Mg /(I x {z0})
Cone de X CX =INX=CX/(Ix {xo})
Cofibre d’homotopie de f: X — Y | Cy =Y Uy OX = M;/(X x {0}) = C¢/(I x {z0})

REMARQUES 7.3.1. — Notons quesi f: X — Y € Top:fd les espaces Mf et C'f sont homotopi-
quement équivalent respectivement & M et Cy puisque I x {zo} est homotopiquement trivial.
— Comme corollaire a la remarque précédente, de nombreuses références ne distinguent pas C ¢ de

Crpour f: X — Y € Top’:d. Remarquons en effet que C'y est un espace naturellement pointé.

EXEMPLE 7.3.2. Sion note 7 : X — {x} la projection canonique, le cylindre de 7 est homéomorphe

a CX et la cofibre C; n’est autre que C; = SX. Idem pour les versions réduites : C, = ¥ X.

ProrosITION 7.3.3. Soit f : X — Y dans Top. Alors l'injection canonique Y — My est une
équivalence d’homotopie (d’inverse la projection p : My — Y définie par p(z,t) = f(x) pour z € X
et pyy = ly) et Uapplication j : X — My définie par j(x) = (x,0) est une cofibration, de cofibre
Cy = M;/X, appelée la cofibre d’homotopie de f. L’application f se factorise ainsi en la composée d’une
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cofibration et d’une équivalence d’homotopie :

DEMONSTRATION. Exercice facile. O

7.4. Espace de chemin et fibre d’homotopie d’une application. On observe que la section

précédente se dualise.

Top

Espace de chemin de Y y!

Espace de chemin Ef de f: X — Y | By ——y/

X?Y

ProrosITION 7.4.1. Soit f : X — Y dans Top. Alors la projection canonique Ey — X est une
équivalence d’homotopie (d’inverse l'application i : X — Ey donnée pari(x) = (x,cp(z)) ot ¢, désigne le
lacet constant d’image u) et la projection p1 : Ey — Y est une fibration. Toute application f : X — Y

factorise ainsi en une composée d’une équivalence d’homotopie et d’une fibration.

X*f>Y

[

Ey

Alors qu’on avait une bonne notion de cofibre d’une application non-pointée, la notion de fibre dépend

du choix d’un point base yo de Y.

DEFINITION 7.4.2. Soit f: X — Y dans Top et yg € Y. On définit la fibre d’homotopie de f en yo

par :

Pty = {(x,y: T —Y)/7(0) = f(z) et (1) =yo}

REMARQUE 7.4.3. Si on travaille directement dans Top, et toujours en remplagant I par I [[{x}, on
obtient la méme version réduite E; = Ef et LA fibre d’homotopie Py = Py, .

EXEMPLE 7.4.4. Si¢: {yo} — Y est un objet de Top,, on a E, = PY espace des chemins de Y

commencant en yg et P, = QY.
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7.5. Exactitude des fibrations et coexactitude des cofibrations.

PrROPOSITION 7.5.1. Soit X —f» Y wune fibration dans Top, de fibre d’homotopie F' 5 X. Alors la

. i f . . .
suite F — X =Y est exacte, c’est-a-dire que pour tout W € Top, on a une suite exacte d’ensembles
pointés :
(W, Fl. = [W, X]. == Y], .

Dualement soit X i) Y wune cofibration dans Top, de cofibre d’homotopie Y 5 ©. Alors la suite

X <i> Y L5 O est coexacte, c’est-a-dire que pour tout W € Top, on a la suite exacte d’ensembles pointés
X, W], < [y, W], < [, W], .

DEMONSTRATION. Donnons la preuve dans le cas des cofibrations. Le cas des fibrations se traite

dualement. Commengons par le :

LEMME 7.5.2. Une application f : X — Y de Top, est homotopiquement triviale (relativement aux
points bases) si et seulement si f s’étend en f CX — Y (dualement : si et seulement si elle s’étend
en F: X — PY).

DEMONSTRATION. Notons H : X x I — Y I’homotopie reliant I’application constante H(-,0) = yq
a Papplication H(-,1) = f. Comme H(X x {0} U {xq} x I) = yo, Papplication H passe au quotient en

f:CX —Y
et f(x,1) = f(x).

Réciproquement, la composée X x I -4 CX i> Y fournit une homotopie (pointée) reliant f a

I’application constante sur yq.
O

LEMME 7.5.3. Soit g : Y — Z € Top,. La composée go f : X — Z est nulle dans [X, Z]. si et
seulement si g s’étend en g : C’f — Z. Dualement, soit ¢ : W — X. La composée f o ¢ est nulle dans
(W, Y. si et seulement si ¢ s’étend en ® : W — Py.

DEMONSTRATION. C’est une généralisation du lemme précédent, qui traitait le cas g = 1y.

Finissons la preuve de la proposition 7.5.1.
Montrons Im j* C (f*)~!(x). Remarquons que l'inclusion canonique j : ¥ — C ¢ sétend canoni-
quement en 1C‘f : C'f — C’f. Par le lemme 7.5.3 on a donc j o f ~, % donc f* o j* = x et le résultat.
Réciproquement, si [h] € [Y, W], avec f*([h]) = = alors ho f ~, x. Par le lemme 7.5.3 lapplication
h s’%étend & C't et donc [h] € Tm j*.
O

7.6. Suites longues de Puppe. Nous itérons les constructions précédentes.

Soit f: X — Y € Top, et j:Y — C’f I’application induite. Quel est le cone C'j ?

LEMME 7.6.1. On a des équivalences d’homotopie naturelles C’j ~¥X et ééfﬂéj ~ Y.
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DEMONSTRATION. On a par définition :

yte, = (YU CX)U; OY

LEMME 7.6.2. Soiti: A <— X une cofibration. Alors (X U; C'A)/C‘A ~homeo X /A.
Donc
C;/CY ~ (Y U; CX)]Y ~ %X .
Mais ’application quotient C'j — C~'j / CY est une équivalence d’homotopie car CY est contractile.

Pour la deuxiéme égalité, on a :

t

o, =Y U CX)U; CY) U C(Y Uy OX))
~ (Y U; CX)U; CY) U, C(Y Up CX))/C(Y Uy CX))
~ (Y U; CX)U; CY/(Y Uy CX)

~CY)Y ~%Y .

COROLLAIRE 7.6.3. La suite longue (dite de Puppe)
XLy ¢ 55X 3y 50— 22X — -
est co-exacte. De méme dualement la suite longue
s PP — 2X — QY — QP — QX — QY — P — X — Y

est exacte.
DEMONSTRATION. Immédiat. O

REMARQUE 7.6.4. Soit (X, A) une paire de Top, et notons i : A C X l'inclusion. D’apres le corollaire

précédent on a la suite longue exacte
e PP %A — 02X — QP — QA — QX — P — A— X .
D’ot1 en appliquant [S, ], :
s [SO, Q%P — ma(A) — ma(X) — [SY, QP — 7 (A) — T (X) .
Mais P; = P(X,A) est l'espace des chemins de X d’origine dans A et d’arrivée le point base zy €
A C X. En particulier [S°, P]. = m1(X, A) et plus généralement pour tout n > 1 on a [S°, Q""1P], =
(X, A). La suite longue de Puppe fournit ainsi une seconde preuve de l'existence de la suite exacte
longue d’homotopie
e — 7T3(X, A) — 7T2(A) — 7T2(X) — 7T2(X, A) — ’/T1(A)
— m(X) — m (X, A) — mp(4) — m(X)

pour une paire (X, A) € Top,. On démontrerait de fagon analogue la version relative (théoréme 6.8.1).
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8. Géométrie des fibrations

8.1. Fibrations de Hurewicz. De méme qu’on a caractérisé les cofibrations A — X par la

propriété d’existence d’une rétraction X x I — X x {0} U A x I on a dualement le

LEMME 8.1.1. Soit p: E — B. Alors p est une fibration de Hurewicz si et seulement si il existe une
application

¢:ExgB — Ef
avec ¢(e,7)(0) = e et p(¢(e,7)(t)) = v(t).

LEMME 8.1.2. Soit p : E — B une fibration de Hurewicz. Alors les fibres Ey, = p~1(b) sont toute

homotopiquement équivalentes quand b décrit une composante connexe par arc de B.

DEMONSTRATION. Soit 7 : I — B un chemin dans B, montrons que les fibres E. ) et E,1) sont

homotopiquement équivalentes. Considérons le diagramme

Eyoy——=E

~
~
]
-~ 9
-

E x I — o
() san— D

Par définition g;(£,(0)) C Ey) pour tout ¢t € I. En particulier on peut définir I'application L, = gi :
E. ) — E,()- En utilisant encore une fois la propriété de relevement des homotopies de la fibration
p : E — B, on vérifie facilement que si v et 7' sont homotopes relativement & 91 alors les classes
d’homotopie de L et L. coincident (en particulier L., ne dépend pas du choix du relevement §), et que
L., est homotope au composé L, o L,/. On en déduit que L, est une équivalence d’homotopie, d’inverse
L.

O

La notion intuitive de fibre et la notion de fibre d’homotopie coincident dans le cas d’une fibration

d’Hurewicz :

LEMME 8.1.3. Soit p : E — B une fibration de Hurewicz et E < E, — B la factorisation de p
via l’espace de chemin E, de p. Alors pour tout b € B la fibre d’homotopie E,;, de p au point b est

homotopiquement équivalente a la fibre Ey de p.

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme

1

E, ——=——FE ,

_ P

EPXIT)B

ol pour tout point (e,y) € E, on pose ¢(e,v) = y(t) et qgo(e,’y) = e. Le relévement ¢y E, — E
permet de définir une homotopie H; : E,, — E, entre 1g, et Hy: E, — E via

hi(e,7) = (Ge(e,7) Yie)) -
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Remarquons que cette homotopie respecte la structure de fibration :

E, " E,

B=——8B

Sii: E — E, est l'inclusion naturelle (chemin constant) alors io Hy ~p, 1, et Hyoi =y, . 1p. Donci
est une équivalence d’homotopie entre E et E,, qui en restriction a la fibre de p; induit une équivalence
d’homotopie de Ey avec (Ep), pour tout b € B.

O

COROLLAIRE 8.1.4. Soit p: E — B une fibration de Hurewicz. Alors pour tout b € B, tout e € Ej, et

tout n > 1 on a un isomorphisme naturel
Pyt (B, By, €) — 7,(B,b) .

REMARQUE 8.1.5. On dispose d’un critere local de reconnaissance des fibrations sur une base para-

compacte :

THEOREME 8.1.6 (Hurewicz, c.f.[6]). Soit p: E — B une application continue. Supposons B para-
compacte. S’il existe un recouvrement ouvert {U,} de B telle que p : p~1(U,) — U, est une fibration

alors p: E — B est une fibration.

8.2. Lien cofibration/fibration de Hurewicz. Le théoréme suivant, que nous démontrerons
ultérieurement dans la section sur les catégories de modeles, est le résultat principal reliant cofibrations

et fibrations de Hurewicz :

THEOREME 8.2.1. Considérons le diagramme de Top
A——F
6,7
L . p
7
X—8B

Alors A <5 X si et seulement si le diagramme précédent admet une diagonale ¢ pour toute fibration (de
Hurewicz) p: E — B qui est une équivalence d’homotopie. Réciproquement on a E L, B si et seulement
si le diagramme précédent admet une diagonale ¢ pour toute cofibration A 4 X qui est une équivalence

d’homotopie.

8.3. Fibrations de Serre. Sip:FE — B désigne une fibration de Serre, il n’est pas vrai en général
que fibres de p et fibre homotopique soient homotopiquement équivalentes. Cependant les fibrations de

Serre vérifient encore le corollaire 8.1.4 :

THEOREME 8.3.1. Soit p: E — B une fibration de Serre. Alors pour tout n > 1 lapplication
P« t '/Tn(Ea Ebae) — '/Tn(Bvb)

est un isomorphisme, et ce pour tous points b de B et e € Ey.
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DEMONSTRATION. Montrons d’abord que p. est surjective. Soit f : (I™,dI") — (B, b) le représen-
tant d’une classe dans m,(B,b). On a le diagramme

€o

mtx{oyuorntxl] —= g |

_ 7

—
—

I 7 B

ou eq désigne Papplication constante sur le point base ey de E. Comme f(9I™) = {b}, nécessairement
f(8I™) € Ey. Mais alors f : (I", 01", J""') — (E, Ey, eq) représente un élément de m, (E, Ey, eg) avec

p«([f]) = [f]-
Montrons injectivité de p.. Soit fo, fi : (I", 1", J"" 1) — (E, Ey, e0) avec p.([fo]) = p«([f1]). Soit
G:(I"x I,0I™ x I) — (B, by) une homotopie entre pfo et pfi. On a le diagramme
" " ne1 (fo,f1re0)
I x{0juI"x{1yuJ" ! x I ———=

—

~

—

\
\
\
V&
\
\
\
\

W<—1t

I x =

G
La famille G : (I™, 01", J" 1) — (E, Ey, o) est une homotopie entre fo et fi. Donc p, est injective.
]

8.4. Quasi-fibrations. Il est intéressant de considérer la classe plus large d’applications satisfaisant

la propriété précédente des fibrations de Serre :

DEFINITION 8.4.1. Une application p : E — B est une quasi-fibration si pour tout point b € B et
pour tout e € Ey, Uapplication
px : mi(E, By, e) — m;i(B,b)

est un isomorphisme pour tout ¢ > 0.

PROPOSITION 8.4.2. Soit p : E — B une quasi-fibration (par exemple une fibration de Serre). Pour

tous points b € B et e € E}, on a une suite exacte longue
co — (B, e) — mi(E,e) — mi(B,b) — mi—1(Ep,e) —> -
DEMONSTRATION. Il suffit décrire la suite exacte longue d’homotopie relative de la paire (E, Ep) et

de remplacer m;(E, Ey, e) par 7;(B,b).
O

8.5. Equivalence faible d’homotopie et quasi-fibrations.

DEFINITION 8.5.1. Une application f : X — Y est une n-équivalence d’homotopie si f. : mi(X,x) —
mi(Y, f(x)) est un isomorphisme pour tout x de X et tout i < n — 1, et une surjection pour i = n. Une
application f : X — Y est une équivalence faible d’homotopie si c’est une n-équivalence d’homotopie

pour tout entier naturel n.

Ezxemple d’une équivalence faible qui n’est pas une équivalence d’homotopie : le quasi-cercle. Soit X le

quasi-cercle : c’est le fermé de R? union d’une portion du graphe de sin(1/x) du segment [—1, 1] en abscisse
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0 et d'un arc reliant ces deux parties. Le quasi-cercle n’est pas localement connexe par arc bien qu’il soit

connexe. Tous ses groupes d’homotopie sont nuls bien qu’il ne soit pas contractile.

FEzxemple d’une quasi-fibration qui n’est pas une fibration : Soit f: X — Y et p: My — I la projection
naturelle du cylindre de f sur l'intervalle. Cette projection p est une quasi-fibration si et seulement si f
est une équivalence faible : on a alors m,,(Ms,p~1(i)) = 0 = 7, (I,4) pour tout i € I et n > 0. En général
p n’est pas une fibration : si f n’est pas surjective il y a des chemins dans I ne se relevant pas en des

chemins de My de point base fizé.

LEMME 8.5.2. Une application p : E — B est une quasi-fibration si et seulement si pour tout point
b de B linclusion naturelle p~1(b) C F, de la fibre de p en b dans la fibre d’homotopie est une équivalence
faible.

DEMONSTRATION. Soit F, — FE,, — B l'espace de chemin de p. On a alors un triangle commutatif

7 (E,p~1(b)) T (Ep, Fy)

~

(B, b)

L’application de droite est un isomorphisme pour tout n > 0. L’application de gauche est donc un iso-
morphisme si et seulement si celle du dessus ’est, ce qui revient & dire que les applications m, (p~1(b)) —

7 (Fp) sont des isomorphismes pour tout n > 0.
8.6. Fibrés.

DEFINITION 8.6.1. Une application p : E — B est un fibré de fibre F' si tout point de B admet un

voisinage U muni d’un homéomorphisme h : p~*(U) ~ U x F rendant commutatif le diagramme :

—>U><F

\/

LEMME 8.6.2. Le pull-back d’un fibré est un fibré.
PRrROPOSITION 8.6.3. Tout fibré p: E — B est une fibration de Serre.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer la propriété de relevement pour les cubes. Soit G : I"xI — B
une homotopie qu’on souhaite relever en partant de go : I — E. Recouvrons B par des ouverts {U,}
sur lesquels E se trivialise. On peut alors diviser I" en petits cubes C et I en intervalles I; tels que
G(C x I;) C U,. Par induction sur la dimension n on peut supposer que les §; ont déja étés construits
sur JC pour tous les sous-cubes C. Ce qui nous ramene au cas d’un seul cube C c’est-a-dire au cas d’un
fibré trivial. L’application g; : I x I — B X F' a alors nécessairement pour premiere coordonnée g;.
La seconde coordonnée s’obtient comme composée de la rétraction I™ x I — I™ x {0} U OI™ x I avec
I’homotopie donnée au bord I™ x {0} UJI™ x I — F.
O

REMARQUE 8.6.4. D’apres le théoreme 8.1.6 de Hiibsch et Hurewicz, les fibrés de base paracompacte

sont en fait des fibrations de Hurewicz [6].
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8.6.1. Revétements.

DEFINITION 8.6.5. Les fibrés de fibre F' un espace topologique discret sont appelés revétements de la
base B.

On déduit immédiatement de la proposition 8.4.2 le
THEOREME 8.6.6. Soit X — X un revétement. Alors m(X) < w1 (X) et m(X) = m(X), i > 2.

EXEMPLE 8.6.7. le revétement R =% S, (est un revétement de fibre Z. Appliquons la suite longue
d’homotopie, le fait que R est contractile donc de groupe d’homotopie triviaux et que Z est discret, on

en déduit le

LEMME 8.6.8. Les groupes d’homotopie de S* sont tous nuls sauf 71(S*) = Z (autrement dit, S' est
un espace d’Filenberg MacLane de type K(Z,1), voir plus loin).

8.6.2. Les fibrés S1 — S+l 5 CP". On considere CP" comme quotient de la sphére unité
527+l de C"*H! par l'action propre du groupe S' des complexes de norme 1 agissant par multiplication
scalaire sur C"*!. On vérifie facilement qu’on obtient ainsi un fibré.

2

Le cas n = 1 est particulierement intéressant. Comme CP' = S2, on obtient ainsi le fibré S —

53 — §2, dit fibré de Hopf. De la suite longue d’homotopie
oo — m3(SY) — m3(83) — w3(5?) — m(St) — - -

et du lemme précédent on déduit m3(S?) ~ m3(S?).

Un autre cas intéressant est le cas ' — §*° — CP>. Comme S est contractile, on obtient que
tous les groupes d’homotopie de CPP* sont nuls, sauf mo(CP>°) = Z (autrement dit, CP> est un K(Z, 2)).
O

9. Propriétés homotopiques des C'W-complexes

DEFINITION 9.0.9. On dit qu’une paire d’espaces (X, A) est n-conneze si pour tout i < n et tout
x€Aonam(X,A) =0. Au vu de la définition 8.5.1 il revient au méme de dire que Uinclusion A — X

est une n-équivalence.
9.1. Approximation cellulaire.

DEFINITION 9.1.1. Une application f : X — Y entre deur CW -complexes est dite cellulaire si
f(X™) cym™

THEOREME 9.1.2 (Approximation Cellulaire). Toute application f : X — Y entre CW -complezes
est homotope a une application cellulaire. Si f est déja cellulaire sur un sous-complexe A C X I’homotopie

peut étre prise relativement a A.
COROLLAIRE 9.1.3. Soit X un CW -compleze. Alors (X, X™) est n-conneze.

COROLLAIRE 9.1.4. m,(S*) =0 pour n < k.
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DEMONSTRATION. Munissons S* de sa structure usuelle de CW-complexe S = €° U e’ avec sa 0-
cellule €® comme point base. Alors toute application pointée f : S — S* est homotope, relativement

aux points bases, a une application cellulaire, donc constante si n < k.
O

DEMONSTRATION. La preuve du théoréme se fait par récurrence sur le degré du squelette. Supposons

donc que
f‘anl Xl Yy
est cellulaire.

Soit €™ une n-cellule de X. L’adhérence e™ est compacte dans X donc f(e™) est compact dans Y.
Donc f(e™) rencontre seulement un nombre fini de cellules de Y. Soit ¥ C Y une cellule de dimension

maximale parmi celles rencontrant f(e™).

LEMME 9.1.5 (d’évitement faible). Supposons k > n. Alors fixn-1yen, @ homotopie relativement a

Xn=1 pres, est telle que f(e™) évite un point p de e*.

Admettons ce lemme et finissons la preuve du théoreme.

Comme Y*\ {p} se rétracte par déformation sur Y*\ e* I’application fxn—1_.n, & homotopie relati-
vement & X" 1 pres, vérifie f(e")Nek = (). Par répétition sur 'ensemble fini de cellules e*, on peut donc
supposer que f(e™) ne rencontre aucune cellule de dimension > n.

On peut itérer le processus sur toutes les n-cellules de X, en restant fixe sur les n-cellules de A (ou f
est déja cellulaire). Finalement f|x» est homotope relativement a X =1 J A™ & une application cellulaire.

Comme X™ U A < X, on peut étendre cette homotopie (et 'homotopie constante sur A) en une
homotopie définie sur tout X. Définissons cette homotopie sur un intervalle de temps [1 —27",1—27""1]
et recollons. Ce qui acheve la preuve du théoreme.

O

Le lemme d’évitement faible 9.1.5 est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 9.1.6 (d’évitement fort). Soit f: 1" — W UgeF. Alors f ~ f1 rel. f=H(W) ou fi est telle
qu’il eziste un simplexe AF C €* avec fi(AF) est une union finie (éventuellement vide) d’un nombre fini

de polyheédres convexes de I™ et fy est la restriction d’une surjection linéaire sur chacun de ces polyedres.
DEMONSTRATION. c.f. [5, p.350-351] O
PROPOSITION 9.1.7. Le lemme d’évitement fort 9.1.6 implique le lemme d’évitement faible 9.1.5.

DEMONSTRATION. Soit f : X" 1 Ue® — Y*k = (V¥ \ €F) Uy €F. En considérant 1’application
caractéristique de e™ et en appliquant le lemme 9.1.6, on obtient f; une homotopie de f relativement a
X1 vers une application f telle que f;° 1(A’“) est vide car n < k (il n’y donc pas de surjection linéaire
R — RF).

O

9.2. Théoréme de Whitehead.
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THEOREME 9.2.1 (Whitehead). Soit f : X — Y une équivalence faible de CW -complezes pointés.
Alors [ est une équivalence d’homotopie. Si de plus f est linclusion d’un sous-complexe alors X est

rétracte par déformation de 'Y .
DEMONSTRATION.

LEMME 9.2.2 (de compression). Soit (X, A) une CW -paire et (Y, B) une paire de Top avec B # ().
Supposons que pour tout n tel que X — A a une cellule de dimension n, alors 7,(Y, B,yo) = 0 pour tout

yo € B. Alors toute application f : (X, A) — (Y, B) est homotope relativement ¢ A & une application
X — B.

REMARQUE 9.2.3. Pour n = 0, m(Y, B, yo) = 0 signifie que (Y, B) est 0-connexe c’est-a-dire que B

rencontre toutes les composantes connexes par arc de Y.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur le degré du squelette, on suppose qu’aprés homotopie on a
Fxr-1: XF"1 — B, Soit ¢ : (D*,0D*) — e* I’application caractéristique d’une cellule e¥ de X — A.

Comme 74(Y, B,yo) = 0, la composée f o ¢ : (D¥,0D¥) — (Y, B) peut étre compressée en B
apres homotopie. Cette homotopie induit une homotopie de fxr-1_.+. En appliquant simultanément ces
homotopies pour toutes les k-cellules de X — A, on voit que fxr 4 se compresse relativement a A en une

application a valeur dans B.
Comme X* U A < X, cette homotopie s’étend & tout X. Ce qui finit la récurrence.

On exécute cette homotopie sur I'intervalle de temps [1 —27% 1 — 275~1] et on recolle.

Finissons la preuve du théoreme.

Si f: X CY est une inclusion de CW-complexes, comme f : m,(X) — 7,.(Y) est un isomorphisme
on en déduit m, (Y, X) = 0 pour tout n > 0. Appliquons le lemme précédent a l'identité de (Y, X), on

obtient une rétraction par déformation de Y dans X.

En général, factorisons f: X — Y en X C My — Y. La projection cylindrique My — Y est une
équivalence d’homotopie. On est donc ramené a montrer que My est homotopiquement équivalent a X si
mp(My, X) = 0 pour tout k.

On applique le cas précédent si f est cellulaire (auquel cas (Mg, X) est une CW-paire). Si f n’est
pas cellulaire, par le théoreme d’approximation cellulaire f est homotope & g cellulaire. Mais My ~ M,.
O

REMARQUES 9.2.4. — Attention : le théoreme de Whitehead ne dit bien-str pas que deux CW-
complexes X et Y ayant les mémes groupes d’homotopie sont homotopiquement équivalents : il
n’existe pas nécessairement d’application entre eux induisant un isomorphisme en homotopie. Ainsi
par exemple S2 et S3 x CP> ont mémes groupes d’homotopie sans étre homotopiquement équivalent
(comparer les groupes d’homologie Hs).

— C’est le cas cependant si X ou Y est un point, et donc : tout CW-complexe dont tous les groupes

d’homotopie sont nuls est contractile.

On sait que sauf pour les C'W-complexes, la notion d’équivalence faible est strictement plus faible

que la notion d’équivalence d’homotopie. On a cependant la
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PROPOSITION 9.2.5. Une équivalence faible f : Y — Z dans Top, induit une bijection [X,Y], —
[X, Z]. pour tout CW-complexe X pointé.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer Z par le cylindre M ¢ on peut supposer que f est une inclusion.
Comme [ : Y — Z est une équivalence faible, les groupes d’homotopie relatifs m,(Z,Y") sont nuls pour
tout n. Par le lemme de compression, toute application g : X — Z d’un CW-complexe X dans Z peut
alors étre déformée en une application g : X — Y. Ce qui démontre la surjectivité de [X,Y]. — [X, Z]..

De méme, toute homotopie (X x I, X x 9I) — (Z,Y) peut se déformer pour avoir son image dans
Y. D’ott l'injectivité de [X,Y]. — [X, Z]..

O

9.3. Théoréme d’approximation. Sachant qu’on dispose de moyens combinatoires pour essayer
de calculer [X,Y]. si X et Y sont des CW-complexes, il est dés lors naturel d’essayer « d’approcher »

n’importe quel espace Y par un CW-complexe.

DEFINITION 9.3.1. Soit (X, A) une paire de Top, avec A C X un CW -compleze non-vide. Un CW -
modéle n-connexe pour (X, A) est une CW -paire n-connezxe (Z, A) et une application f : Z — X avec
fia = 1a telle que f. : m(Z) — m;(X) est un isomorphisme pour i > n et une injection pour i = n

(pour tout choiz de point base).

On voit donc que si (Z, A) est un CW-modele n-connexe pour (X, A), Z est un hybride homotopique

entre A et X. Plus n est grand et plus il ressemble & A, plus n est petit et plus il ressemble a X :
mi(A) ~ m(Z) pour i <n,

Tn(A) = 1, (Z2) = 7 (X)

mi(Z) ~ mp,(X) pour i>n.

PROPOSITION 9.3.2. Pour tout paire (X, A) de Top avec A un CW complexe non-vide, il existe des
CW -modéles n-connezes [ : (Z, A) — (X, A) pour tout n > 0. De plus Z peut étre construit a partir de
A en attachant des cellules de dimension > n (en particulier (Z, A) est automatiquement n-connexe par

approximation cellulaire).

COROLLAIRE 9.3.3. Tout espace X de Top admet une CW -approzimation [ : Z — X (c’est-a-dire :

f est une équivalence faible).

DEMONSTRATION. On applique le théoréme & A = {*} et n = 0.

PREUVE DE LA PROPOSITION :

On construit Z comme union de sous-complexes A = Z,, C Z,41 C ---, ou Zj s’obtient & partir
de Zj_1 par recollement de k-cellules. Par récurrence, supposons qu’on ait construit Z; et une fleche
f 1 Zry — X avec flga = 14 et f. est une injection pour n < i < k et une surjection pour n < i < k
(relativement & tout choix d’un point base z., dans chaque composante A, de A). La récurrence commence

en k =n, Z, = A, aucune condition a vérifier.
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Pour assurer I'isomorphisme f, : mx(Zp41) — 7,(X), on commence par rajouter des k-cellules &
Zj, : posons
Yis1 = Zk Uag, €',
ol a décrit un ensemble de générateurs de

ker{f. : T (Zk, 2y) — m(X,24)} ,

pour tout 7, et ¢q : S¥ — Zj, est un représentant de ce générateur. Les composées f o ¢, sont homoto-

piquement nulles, donc f s’étend en

Y — X .
De plus
7i(Yiy1) = mi(Zy) pour i <k,
e (Yey1) = m(X)
(en k = 0, on forme Y7 en ajoutant des 1-cellules rattachant tous les xz, appartenant & une méme

composante connexe de X).
Reste a s’assurer de la surjectivité en 7g11. Formons
k+1
Zryr =Ye1 Vg S5,
ott les ¥ : S¥T1 — X engendrent 71 (X, z,) pour tout 7. On étend f en
f . Zk+1 — X 5

en définissant f = g sur S;;H. Ainsi fi : Tpg1(Zky1) — Trg1(X) est surjectif. L'inclusion Y11 C Zk41
induit un isomorphisme sur les 7; pour 7 < k.
O

COROLLAIRE 9.3.4. Toute paire (X, Xo) de Top admet une CW -approzimation [ : (Z,Zy) —
(Xv XO)

DEMONSTRATION. Formons d’abord une CW-approximation fo : Zg — Xg. Puis formons un CW-
modele O-connexe (Z,Zy) — (Mf~O,Z0)7 ou fo : Zo — Xo — X. En composant Z —» M; avec
la rétraction de M j, sur X, on obtient une extension de fy a f : Z — X. On vérifie facilement que
f:(Z,Zy) — (X, Xo) est un isomorphisme sur les groupes d’homotopie absolus et relatifs.

O

COROLLAIRE 9.3.5. Si (X, A) est une CW -paire n-conneze, alors il existe une CW -paire (Z, A) avec
(Z,A) ~ (X, A) rel. A telle que toutes les cellules de Z \ A sont de dimension > n.

DEMONSTRATION. Prenons f : (Z,A) — (X, A) un CW-modele n-connexe construit comme dans
la proposition précédente. On vérifie que f induit des isomorphismes f.m;(Z) — m;(X). C'est vrai
pour i > n par définition, et pour i < n via A. Pour i = n, f, est injective et comme la composition
Tn(A) — 7, (Z) — 7, (X) est surjective, on a le résultat.

Mais alors d’apres le théoreme de Whitehead f est une équivalence d’homotopie. Je laisse comme

exercice de vérifier que c’en est une relativement a A.
O
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THEOREME 9.3.6. Un CW -modéle n-connexe pour une paire (X, A) de Top est unique & équiva-
lence d’homotopie relativement a A prés. En particulier tout espace de Top admet une unique CW -

approrimation a équivalence d’homotopie prés.
DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat de la

PROPOSITION 9.3.7. Soit

Z- =y
fl f’l
X?X’

ou f: (Z,A) — (X, A) (resp. f': (Z',A") — (X', A")) est un CW -modéle n-conneze (respectivement
n/-conneze) et g : (X,A) — (X', A"). Sin > n' il existe une application h : Z — Z' rendant le
diagramme commutatif a homotopie relativement a A prés. De plus une telle application h est unique a

homotopie relativement a A preés.

DEMONSTRATION. Par le corollaire précédent on peut supposer que toutes les cellules de Z \ A sont

de dimension > n. Soit
W=Mp/({d'} xI, a €A,
le cylindre relatif de f/. Comme (Z’, A") est un modele n'/-connexe, on a
m(W,Z2') =0 pour i >n’ .

Via linclusion X’ C W on peut voir g o f comme une application (Z, A) — (W, Z’). Comme n > n’,
par le lemme de compression g o f est homotope relativement & A & une application h & valeur dans Z’.
Ce qui démontre I'existence.

Pour I'unicité, si hg et hy sont deux applications Z — Z’ se composant avec f’ pour donner g o f
a homotopie pres, les deux applications hg, hy : Z —> W sont homotopes relativement & A. Une telle

homotopie donne une application
(ZxI,ZxdIUAXIT)— (W, Z') .

Par le lemme de compression cette application se déforme relativement a Z x 91 U A x I a valeur dans

Z' , ce qui donne I’homotopie hg ~ hy rel A.

10. Excision homotopique

DEFINITION 10.0.8. Une triade (X; A, B) est la donnée d’un espace X et de deuzx sous-espaces A et

B. La triade (X; A, B) est dite excisive si X est l'union de Uintérieur de A et de Uintérieur de B.

L’obstruction principal au calcul des groupes d’homotopie tient & ce qu’ils ne vérifient pas la propriété
d’excision : si (X; A, B) est une triade excisive, 'inclusion
(A,ANB) — (X,B)
n’induit pas en général d’isomorphisme des groupes d’homotopie correspondant. Le contre-exemple le

plus simple est donné par les spheres : si A et B désignent les deux hémispheres fermées de X = S™, on
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a d’une part m; (A, AN B) = 7, (D", 8" 1) = m,_1(S™71) pour k > 1 car D™ est contractile. Par ailleurs
7,(S™, B) = m(S™, D™) = 7, (S™). Mais pour n = 2 et k = 3 on a déja calculé 73(S?) = Z # 0 = m(S1).

Cependant ’excision est vérifiée dans certaines limites :

THEOREME 10.0.9 (Excision homotopique). [Blakers-Massey] Soit (X; A, B) une triade excisive avec
AN B non-vide. Supposons que (A, AN B) et (B, AN B) sont m-conneze, resp. n-connexe, avec m > 1,
n > 0. Alors linclusion (A, AN B) — (X, B) est une (m + n)-équivalence.

COROLLAIRE 10.0.10. Soit f : X — Y une n-équivalence (donc m,(f) est un épimorphisme), avec

X m-conneze. Alors Uapplication quotient
a: (M7, X) — (Cp,%)
est une m + n + 1-équivalence.

DEMONSTRATION. Notons

A=Y Uy (X x [o,g]) ot B= (X x [%,1])/(X><{1}) .

On a donc une triade excisive (Cy; A, B) avec AN B = X x [%, %] L’application ¢ est homotope a
(M, X) —= (A,ANB) — (Cy, B) = (Cy,{x}) .

Comme f est une n-équivalence la paire (My, X) et donc aussi la paire (4, AN B) est n-connexe. Comme
(B,ANB) ~ (CX,X), que 9 : m11(CX, X) ~ m;(X) car CX est contractile, et comme X est m-connexe,
on en déduit que (B, AN B) est m + 1-connexe. On déduit le résultat du théoreme d’excision.

U

COROLLAIRE 10.0.11. Soiti: A — X une cofibration qui est une n-équivalence, n > 1 et telle que A
est m-connexe. Alors Uapplication quotient q : (X, A) — (X/A, x) est une m + n + 1-équivalence.

DEMONSTRATION. On a le diagramme commutatif

(M;, A) —— (Ci, %)

L

ou les deux fleches verticales sont des équivalence d’homotopies de paires. Le résultat se déduit du corol-
laire précédent.
O

COROLLAIRE 10.0.12 (Théoréme de suspension de Freudenthal). Soit X € Top, non-dégénéré et

n-connexe, n > 0. Alors
Y5iom(X) — mip(BX)
défini par
Sf=fAId:S"AS" — XANS'=%X

est une bijection pour i < 2n et une surjection pour i = 2n + 1.
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DEMONSTRATION. Considérons le diagramme commutatif

Ti1(CX, X, %)

mit1(2X)

mi(X) S

Comme le cone CX est contractible, application d est un isomorphisme en tout degré. Comme X < CX
est une (n 4 1)-équivalence entre espaces n-connexes, d’aprés le corollaire précédent ¢ : (CX, X) —
(XX, %) est une (2n + 2)-équivalence.

O

COROLLAIRE 10.0.13. Pour tout n > 1, m,(S™) ~ Z et ¥ : m,(S™) — mup1(S" 1) est un isomor-

phisme.

DEMONSTRATION. On a vu que m2(S?) = Z via le fibré de Hopf. Le théoréme de suspension donne
le résultat pour n > 2. Pour n = 1 exercice.
O

PREUVE DU THEOREME D’EXCISION 10.0.9 :
Définissons les groupes d’homotopie de la triade (X; A, B) par

mi(X; A, B) :=mi_1(Fpox, Fan=c)

ou F, désigne la fibre d’homotopie d’une application «. Explicitement, 7;(X; A, B) est I’ensemble des

classes d’homotopies d’applications de tétrades :
(I5T72x {I < LIT2 x I x {1}, J7 2 x TUTT ! x {0}) — (X; A, B, %) .

La suite longue d’homotopie de la paire ((Fp_x, Fanp—c) sécrit

oo — i (XA, B) — mi(A, AN B) — m(X,B) — mi(X;A,B) — - -
Le théoreme d’excision homotopique est donc équivalent a
THEOREME 10.0.14. Sous les conditions du théoréme d’excision on a (pour tout point base de ANB)
mi(X;A,B) =0 pour 2<i<m+n .
Démontrons ce dernier théoréme dans le cas ou X est un CW-complexe. Comme toute application

I' — X est d’image contenue dans un sous-complexe fini on peut supposer que X est fini. On peut aussi

supposer que (A, AN B) et (X, B) ont au moins une cellule chacun sinon le résultat est trivial.

Réduction au cas (A, AN B) = e™*1. Ecrivons AN B C A’ C A ot A s’obtient de A’ par recollement
d’une unique cellule et (A", AN B) a une cellule de moins que (A, AN B). Ecrivons X' = A" Uanp B, on

a le diagramme de suites exactes

mit1(AA) ——=m (A, ANB) —=m(A,ANB) ——m;(A, A') ——m;_1 (A", AN B)

i i l | |

Ti41(X, X') —— 1,(X', B) — > m(X, B) ——> 7,(X, X') ——> m_1 (X', B)
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ou les lignes sont les suites exactes longues des triples (A, A, AN B) et (X, X', B) respectivement. Si le
résultat est vrai pour les triades (X'; A’, B) (colonnes 2 et 5) et (X; A, X’) (colonnes 1 et 4) alors il est

vrai pour la triade (X; A, B) (colonne 3) par le lemme des 5.

Réduction au cas (B,AN B) = e"*1. Ecrivons AN B C B’ C B ot B s’obtient de B’ par recollement
d’une unique cellule et (B, AN B) a une cellule de moins que (B, AN B). Ecrivons X' = B’ Uanp A.
Si le résultat est vrai pour les triades (X'; A, B') et (X; X'/, B) alors il est vrai aussi pour (X;, A, B) car
I'inclusion (A, AN B) — (X, C) factorise en (4,ANB) — (X', B’) — (X, B).

Cas A= (ANB)Ue™ B = (AN B)Ue™ L. Montrons que I'application m;(A, AN B) — m;(X, C) est
surjective. Soit

fo{hor,J Y — (X, B, ) .
Par répétition du lemme d’évitement fort 9.1.6, on peut supposer que les préimages f~1(A™T1)) et
F7H(A™) de simplexes dans e™*! et e" ! sont une union finie de polyedres convexes, sur lesquels f est

la restriction de surjections linéaires R* —s R™*! ou R? — R+,

LEMME 10.0.15. Sii < m+n il eviste un point x € A™F et y € A"+ et une application ¢ : I'~1 —
[0,1] telle que

— 71 (y) est en dessous du graphe de ¢ dans I°.

— f7Y(x) est au dessus du graphe de .

- (;5‘8[@71 == 0.

Admettons le lemme et finissons la preuve. Soit f; ’homotopie de f obtenue par restriction de f & la
région de I"™ au-dessus du graphe de t¢, 0 < ¢t < 1. Pour tout ¢ ’application ft| 7i—1 De rencontre pas x.

De plus I'application f; ne rencontre pas y. Cela signifie que dans le diagramme

7Ti(A7AﬂB) ﬂi(X,B)

| l

mi(X \{z}, X \{z,y}) —m(X, X\ {z}) ,
Pélément [f] € 7;(X, B), vu comme élément de 7;(X, X \ {z}), provient de 7;(X \ {z}, X\ {z, y}). Comme

les applications verticales sont des isomorphismes, on en déduit que m;(A, AN B) — m;(X, B).

L’injectivité se démontre de maniere similaire a I’aide du lemme, la restriction en dimension devenant
i+1<m+n.

Finissons par la preuve du lemme. Soit y € A"*!. La préimage f~'(y) est alors réunion finie de
polyhédres de dimension < i — (n + 1). De méme pour € A™*! la préimage f~!(x) est union fini de
polyedres de dimension < i— (m+1). On veut choisir z tel que f~*(x) et f~1(y) ont des images disjointes
dans I'~! via la projection 7 : I* — I'=1  c’est-a-dire que f~1(x) est disjoint de T' = 7= (7 (f~1(y)))
(I'union des segments {x} x I rencontrant f~!(y)). L’ensemble T" est une union finie de polyedres convexes
de dimension < i — n. Comme les applications linéaires n’augmentent pas la dimension, f(7) N A™*!
est une union finie de polyedres de dimension < ¢ — n. Donc si m 4+ 1 > ¢ — n on peut trouver un point
x € AmHL — £(T).
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Finalement f~(z)NT =0 si i < m + n. Soit alors U C I"~! un voisinage de 7(f~!(y)) disjoint de
7(f~(z). 1l existe alors ¢ : I'"1 — [0, 1[ & support dans U avec f~1(y) en dessous du graphe de ¢.
O

11. Abélianisation et théoréme de Dold-Thom

Le défaut de la propriété d’excision pour I’homotopie, qui est essentiellement équivalent au défaut
de la propriété de suspension, est encore essentiellement équivalent au fait que si f : A — X € Top,, la
fleche naturelle X — C n’a pas A pour fibre d’homotopie.

L’idée fondamentale de Dold et Thom est que ces défauts disparaissent apres abélianisation des objets
de Top, : on simplifie 'homotopie (et on obtient en fait ’homologie) en remplagant un espace X par
le monoide (ou le groupe) abélien libre qu’il engendre. C’est la méme idée qui fera voir la catégorie des

complexes de Z-modules comme ’abélianisée de la catégorie des ensembles simpliciaux.

11.1. Produits symétriques infinis. Rappelons que pour (X, zg) € Top,,
SP(X)=|JSP"(X) ,

avec SP"(X) = X"/%, et SP*(X) C SP"™Y(X) via [z1, -+ ,2n] — [z0, %1, ,2n). Si X est un
CW-complexe, SP(X) est encore un CW-complexe (de maniére non-évidente). De plus la concaténation
SP(X) x SP(X) — SP(X) qui & ([z1,- - xx], [y1,- - ,y]) associe [z1, - Tk, Y1, -y fait de SP(X) le

monoide abélien libre engendré par X dans Top,.

Sif: X — Y dans Top,, f induit des applications f™ : X™ — Y™, compatibles aux actions de ¥,
donc des applications SP™(f) : SP™(X) — SP™(Y). Ces applications sont compatibles aux inclusions
SP*"(X) C SP"(X). Finalement f: X — Y induit

SP(f): SP(X) — SP() .
On vérifie également facilement le :

LEMME 11.1.1. Tout homotopie F : X x I — Y induit une homotopie naturelle F SP(X)xI—
SP(Y).

EXEMPLES 11.1.2. — SP(S?) ~ CP*. Identifions en effet S? & CP!. Un point de SP™(S?) est un
n-uplet non-ordonné de CU{oo}, ce qui identifie SP"(S?) a I’espace des polynomes non-nuls de C[T]
de degré au plus n modulo multiplication scalaire : on envoie [x1, -+ ,zy,] sur (T —x1) -+ (T — x,)
en omettant les facteurs T — oo (en particulier [oo, - -+, 00] est envoyé sur 1). Mais l'espace de ces
polyndémes modulo scalaires s’identifie & CP™.

— L’inclusion naturelle S* — SP(S1) est une équivalence d’homotopie. En effet, ST ~ $2\ {0, 0o}.
L’argument précédent montre que SP"(S?\ {0,00}) s’identifie & CP" = SP"(S?) privé des deux
hyperplans des polynémes de degré au plus n a coefficient constant nul (respectivement & coefficient
de degré n nul). L’espace projectif CP™ privé d’un hyperplan s’identifie & un disque ouvert 1072”,
privé de deux hyperplans a Dn=2x (D2 —0), qui a le type d’homotopie de S*. Finalement I'inclusion

de S' dans SP™(S%) est une équivalence d’homotopie pour tout n.
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11.2. Le théoréme de Dold-Thom. Le théoreme principal de cette section est du a Dold et
Thom [2] :

THEOREME 11.2.1 (Dold-Thom). Soit (X, A) € CW... Alors Uapplication quotient p : X — X/A
induit une quasi-fibration SP(p) : SP(X) — SP(X/A) de fibre faiblement homotopiquement équivalente
a SP(A).

REMARQUE 11.2.2. Remarquons que les fibres du morphisme de monoides abéliens SP(p) sont exac-
tement les classes du sous-monoide abélien SP(A), en particulier toutes les fibres sont homéomorphes
a SP(A). Ce qui rend plausible le théoréeme. Notons cependant que 'application SP(p) n’est pas une
fibration : on ne peut méme pas relever les chemins. Soit en effet x;, ¢ € [0, 1], un chemin de X \ A de
limite un point 27 de A différent du point base xg € A. En regardant a; comme chemin de SP(X/A),
tout relevement de x; dans SP(X) est de la forme a4, oy € SP(A), qui finit en z1a4, point de SP(A)

multiple de 1. En particulier il n’y a pas de relevement de x; finissant au point base xg de SP(X).

COROLLAIRE 11.2.3. Si X € CW,, est 0-connexe, alors pour tout i >0 on a
mi1(SP(XX)) ~ m(SP(X)) .

DEMONSTRATION. Considérons la cofibration X < CX de cofibre ¥X. D’aprés le théoréme de
Dold-Thom, on obtient la quasi-fibration SP(CX) — SP(XX) de fibre d’homotopie SP(X). Comme
CX est contractile, SP(CX) l'est aussi par le lemme 11.1.1. La suite longue d’homotopie associée a la
quasi-fibration SP(CX) — SP(XX) donne le résultat.

O

Le théoreme 11.2.1 admet une preuve tres simple via des techniques simpliciales (c.f. ), indiquons

toutefois une preuve topologique. Commengons par quelques préliminaires.

PROPOSITION 11.2.4 (Mayer-Vietoris homotopique). Soit f : (X; A, B) — (Y; C, D) un morphisme
de triades excisives. Si les applications (A,ANB) — (C,CND) et (B,ANB) — (D,CN D) sont des
n-équivalences (pour tout choix de point base) alors (X, A) — (Y, C) est aussi une n-équivalence. Par

symétrie (X, B) — (Y, D) lest également.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du théoréme 10.0.9 d’excision homotopique, que nous lais-

sons en exercice au lecteur. O

COROLLAIRE 11.2.5. Soit f: X — Y dans Top et {U;} (resp. {Vi}) un recovvrement ouvert de X
(resp. Y ) avec f(U;) C V;. Si les restrictions f: U, N---NU;, — V;; N---NV,; sont des équivalences
faibles alors f: X — Y aussi.

DEMONSTRATION. Le cas d’un recouvrement par deux ouverts se déduit du lemme des 5 et de la
proposition précédente.

Le cas d’un recouvrement fini s’en déduit par récurrence.

Le cas d’un recouvrement par un nombre infini d’ouvert s’en déduit encore puisque toute application

S™ — Y a une image compacte, donc contenue dans un recouvrement fini. O

PROPOSITION 11.2.6 (Criteres de reconnaissance des quasi-fibrations). Une application p: E — B

est une quasi-fibration si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
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(a) B=ViUVy, oules Vi, i =1,2, sont des ouverts de B, p~*(V;) — V; est une quasi-fibration et
p 1 (ViNVy) — Vi N Vs est une quasi-fibration.

(b) B est l'union croissante de sous-espaces By C By C -+ munie de la topologie faible, et p~(B;) —
B; est une quasi-fibration pour tout i.

(c) 1l existe une déformation f; de E en un sous-espace E', au-dessus d’une déformation f; de B en
B’, telle que E' — B’ est une quasi-fibration et pour tout b € B lapplication f1 : B, — E )

est une équivalence d’homotopie faible.

DEMONSTRATION. Par souci de simplicité, on supposera les fibres E; connexes.
Pour (a) : Notons U; = p~1(V;). Par le lemme des 5 appliqué aux suites longues d’homotopie des triples
(U, U1 NUs, Ey) et (Vi, V1 NVa,b) on en déduit les isomorphismes
7Ti(Uk'7 U1 N Ug) >~ m(Vk, V1 n Vg) .

Par la propriété de Mayer-Vietoris 11.2.4 on en déduit que m;(E, Uy ) =~ m;(V, V1). L’hypothese 7;(Uy, Ep) ~
m;(V1) implique alors par le lemme des 5 que 7;(F, Ey) ~ m;(B,b).

Pour (b) : Tout sous-espace compact de E est contenu dans un des E, = p~1(B,), donc m;(E, E}) =
colimy, 7;(Ey, Fy). Donce 7;(E, Ey) — m;(B,b) est un isomorphisme si m;(E,,, Ey) — 7(B,,,b) Vest.

Pour (c¢) : On considere le diagramme
f i
(Ev Eb) Hl' (E/a Eﬁ(b)) e (Ea Eﬁ(b))

N

L B )

(B,b) ——
ou ¢ désigne l'inclusion naturelle. La composée supérieure induit des isomorphismes sur les groupes d’ho-

)

motopie relatifs via le lemme des 5 et 'hypothese que Fy : Fp — EfT(b) est une équivalence d’homotopie
faible. L’équivalence d’homotopie ¢ induit aussi des isomorphismes en homotopie relative. Donc 'appli-
cation f; induit des isomorphismes en homotopie relative. Comme f; est une équivalence d’homotopie et
la verticale de droite induit par hypotheése des isomorphismes en homotopie, la verticale de gauche aussi.

O

PREUVE DU THEOREME DE DOLD-THOM :
Définissons E,, C SP(X) par

E, = p~{(SP"(X/A)) > SP(X)

lp l
SP"(X/A)—— SP(X/A)
Remarquons que F,, consiste en les points de SP(X) ayant au plus n coordonnées dans X — A.
Pour montrer que p : SP(X) — SP(X/A) est une quasi-fibration, d’apres le lemme 11.2.6[(b)] il
suffit de montrer que
p: E, — SP"(X/A)

est une quasi-fibration pour tout n € N.

La preuve se fait par récurrence sur n, en commencgant en n = 0 avec SP?(X/A) = {x} : cas trivial.
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Supposons donc que p : E,_; — SP""1(X/A) est une quasi-fibration. Ecrivons
SP"(X/A)=UUV

ol

— U désigne un voisinage convenable de SP"~1(X/A) dans SP"(X/A).

— V =8P"(X/A)\ SP""}(X/A).
D’apres le lemme 11.2.6[(a)] il suffit de montrer que les applications p : p~1(V) — V, p: p~2(U) — U
et p:p Y ({UNV)— UNV sont des quasi-fibrations.

Pour V : notons que p~1(V) est 'ensemble des x € SP(X) ayant exactement n coordonnées 1, ...,

z, dans X \ A. On dispose alors d’une application :

V)——2 >V x SP(A)

\/

ot ¢ associe & x € p~ (V) le couple ([z1,-+,xn],[Tnt1, -+ ,7r]) de V x SP(A). Cette application
est clairement une bijection, on démontre facilement que o et ¢~! sont continues sur les compacts. En

particulier p : p~1(V) — V est une quasi-fibration.

Pour UNV : La preuve précédente pour V est encore valable pour tout ouvert de V', en particulier
pour UNV.

Pour U : Notons
ft X — X

une homotopie de 1x rétractant un voisinage W de A dans X sur A (relativement & A). Choisissons :
U = {z € SP"(X/A) ayant au moins une coordonnée dans p(W)} .
L’ouvert U est bien un voisinage de SP"~1(X/A) dans SP™(X/A) :
By i p ' (U)——E,
ip J/p lp
SPn=1(X/A)C U© SP™(X/A)
L’homotopie f; : X — X fixant A induit des homotopies :

p L (U) L p1 ()

qui induit une déformation f; : p~*(U) — E,_1 au dessus d'une déformation f; : U — SP"1(X/A).
Pour montrer que p : p~}(U) — U est une quasi-fibration il suffit par le lemme 11.2.6[(c)] de
démontrer que pour tout b € U Iapplication fi : p~1(b) — p~(f1(b)) est une équivalence faible.
Fixons un point y € p~1(b) et décomposons
Y =yx\Atya

ol Yx\4 (resp. ya) a toutes ses composantes dans X \ A (resp. A4). Comme f; fixe A,

f1y) = filuxaa) +ya = (filuxaa))x\a + [fi(yxa)a +ya] -
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L’application f; : p~1(b) = y + SP(A) — p~1(f1(b)) associe donc a tout élément
z=y+2a=yx\a+ (ya+2a)

de p~1(b) I'élément

f1(2) = filux\a))x\a + [i(yx\a)a + (ya + za)

C’est un homéomorphisme donc une équivalence faible.
O

11.3. Du monoide abélien au groupe abélien. Une seconde version du théoreme de Dold-Thom
consiste a considérer le groupe topologique abélien libre AG(X) engendré par X plutdt que le monoide
abélien libre SP(X).

Etant donné un monoide abélien M, sa complétion en groupe peut s’obtenir en prenant le quotient
M x M par la relation d’équivalence (m,n) ~ (m + p,n + p). Ainsi pour X € Top, on peut définir
AG(X) = SP(X) x SP(X)/ ~, c’est le groupe abélien libre engendré par X. Dold et Thom en donnent

une définition (homotopiquement) équivalente. Commengons par la

PROPOSITION 11.3.1. Pour X, Y € Top™, SP(X VY) — SP(X) x SP(Y) est une équivalence
faible.

DEMONSTRATION. Comme X et Y sont non-dégénérés on obtient par push-forward que X — X VY
et Y — X VY. D’apres le théoréeme de Dold-Thom, I’application quotient X VY — X VY/Y ~ X induit
une quasi-fibration SP(X VY) — SP(X) de fibre SP(Y). Symétriquement SP(X VY) — SP(Y) est
une quasi-fibration de fibre SP(X) respectivement. Comme les inclusions X C X VY et Y C X VY
induisent des sections de ces quasi-fibrations on en déduit que I'application canonique SP(X VY) —
SP(X) x SP(Y) est une équivalence faible d’homotopie. O

DEFINITION 11.3.2. On note AG(X) le groupe abélien topologique
AGX)=SP(XVvX)/(u~u+v+7)) ,

ou T est lextension a SP(X V X) de Uinvolution canonique de X V X .

On démontrerait de fagon analogue au cas de SP le théoreme suivant, pour la preuve duquel on

renvoie a [2] :

THEOREME 11.3.3 (Dold-Thom). Soit (X, A) € CW.,. Alors lapplication quotient p : X — X/A
induit un AG(A)-fibré principal AG(p) : AG(X) — AG(X/A).

11.4. Le foncteur 0-cycle. L’approche de Dold-Thom est généralisée dans [7]. Commencons par

une définition ensembliste.

DEFINITION 11.4.1. Soit G un monoide (non-nécessairement abélien) avec une multiplication associa-
tive et une unité e. Soit (X, *) un ensemble pointé. On définit Zo(X,G) comme ’ensemble des fonctions
u: X — G telles que u(x) = e et u(z) = e pour tout x € X sauf un nombre fini. C’est un monoide pour

la multiplication ponctuelle.

REMARQUE 11.4.2. Dans [7] Zy(X,G) est noté B(G, X).
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Pour tout entier n € N, notons ZJ' (X, G) le sous-ensemble de Zy(X,G) des fonctions prenant une

valeur différente de e en au plus n points de X. On a alors la suite d’inclusions :
Z)(X,G) C ZH(X,G) C - C ZMX,G) C - C Zo(X, Q) .

DEFINITION 11.4.3. Etant donnés un n-uplet (g1,---gn) de G et un n-uplet (x1, -+ ,T,) de X on

notera 121 + - - - + gny la fonction de ZJ (X, G) valant g; en x;, 1 <i <n et e ailleurs.

Supposons désormais que G est un monoide abélien topologique et (X,*) € Top,. Topologisons
Zy(X, G). Pour tout entier naturel n 'ensemble ZJ (X, G) est un quotient naturel de (X x G)™. Munissons
Zp(X, @) de la topologie quotient, qui fait de Z{~ (X, G) un fermé de Zg (X, G). Munissons Zy(X,G) de
la topologie faible, qui fait de Zy(X, G) un monoide topologique abélien (et un groupe abélien topologique

si G Vest). On vérifie alors la :

PROPOSITION 11.4.4. [7] Le foncteur Zy vérifie les propriétés suivantes :

- Zo(X,Z*) = SP(X).

- Z20(X,Z) = AG(X).

- 20(Y, Zo(X,G)) = Zy( X NY,G).

— Si G est abélien discret alors Zy(S™,G) est un K(G,n).

Dans [7] McCord démontre que si G est un groupe abélien discret et (X, A) € CW.,, alors la projection
naturelle

p: Zo(X,G) — Zp(X/A,G)

est un Zy(A, G)-fibré principal, redémontrant en particulier le théoréme 11.3.3.

12. Espaces d’Eilenberg-MacLane et espaces de Moore

Les spheres et plus généralement les espaces de Moore sont les « briques » de Top, du point de vue
homologique (c.f. chapitre suivant) : ils possedent un unique groupe d’homologie non-trivial. Dualement
les espaces d’Eilenberg-MacLane sont les « briques » de Top,, du point de vue homotopique : ils possedent

un unique groupe d’homotopie non-trivial.
12.1. Espaces d’Eilenberg-MacLane : définition.

DEFINITION 12.1.1. Soit n un entier > 1 et G un groupe (abélien sin > 2). On dit que X € Top est
un espace d’Eilenberg-MacLane de type K(G,n) si X a le type d’homotopie d’un CW -complexe et

G sii=n,
mi(X) =
0 sinon.
EXEMPLES 12.1.2. — S' est un K(Z,1). Plus généralement la géométrie différentielle fournit

un grand nombre de K(G,1) (encore appelés espaces asphériques) : toute variété M différentielle
compacte d’Hadamard (c’est-a-dire admettant une métrique riemannienne & courbure non-positive)
est un K(m(M),1).

— Au contraire il est rare de rencontrer un K(G,n), n > 2, de nature géométrique. Un exemple
important est CP*°, qui est un K(Z,2).
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12.2. Espaces d’Eilenberg-MacLane : premiére construction.

LEMME 12.2.1. a) m(V, S%) = *a L.
b) Pourn >2, m,(\/,Sk) = ®aL.

DEMONSTRATION. Le a) est une conséquence directe du théoréme de Van Kampen. Pour le b),
prouvons le d’abord pour un ensemble fini d’indices. Dans ce cas \/, S est le n-squelette du C'W-
complexe produit [[, S7. Comme ce dernier espace n’a de cellules qu’'en degrés multiples de n, on en

déduit que la paire ([T, S%, V., S&) est (2n — 1)-connexe. Donc pour n > 2 le morphisme
7Tn<\/ Sa) — ﬂ'n(H S)

est un isomorphisme. Comme 7, (], S%) =~ [[, 7 (Sk) on en déduit le résultat voulu dans ce cas.

Pour un ensemble d’indices infini, considérons le morphisme naturel

D Bomn(Sh) — 7Tn(\/ Sh .

Comme toute application f : S™ — \/_S% est d’image compacte contenue dans un coproduit fini,
I'application ® est surjective par le cas précédent. De méme toute homotopie de f est d’image contenue

dans un coproduit fini et donc ® est injective. O

Construisons maintenant, pour tout couple (G, n), un espace K(G,n).

Commencons par construire un CW-complexe (n — 1)-connexe de dimension n+1 et tel que 7, (Y) ~
G. Ecrivons G comme quotient du groupe libre (abélien si n > 2) sur les générateurs g, par le sous-groupe

engendré par les relations rg. Posons
41
Y =(\/SHuseptt,
«

ou la cellule egH est attachée via ¢g : S™ — \/, SI représentant 4.

Par approximation cellulaire, Y est (n — 1)-connexe et la paire (Y,\/,S%) est n-connexe. Par le
corollaire 10.0.11 l'application quotient (Y,V, S5) — Vg Sg“ est une 2n-équivalence.

Pour n > 2, m,41(Y,V,, S%) est donc le groupe abélien libre engendré par les applications caractéris-

tiques des egﬂ. De la suite exacte longue de la paire (Y,\/,, SZ) on obtient :

a1 (Y,\/ 52) -2 ma(\/ 52) — ma(Y) — 0 .

L’application 9 envoie 'application caractéristique de egH sur ¢g. On en déduit 7, (Y) = G.

Pour n = 1, exercice.

Pour obtenir & partir de lespace Y ainsi construit un espace K(G,n) il nous reste & « tuer » les
groupes d’homotopie 7;(Y), i > n, en ajoutant des cellules de dimension ¢+ 1. Formellement, on considére
(K(G,n),Y) le CW-modele (n + 1)-connexe de la paire (CY,Y).

12.3. Unicité du type d’homotopie de K(G,n). Dans quelle mesure K(G,n) est-il unique ?
PROPOSITION 12.3.1. Le type d’homotopie de K(G,n) est entiérement déterminé par G et n.

DEMONSTRATION.
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LEMME 12.3.2. Soit Y un CW -complexe de la forme (\/,, Sk) Ug egH pour n > 1. Alors pour tout
espace Z € Top, et tout homomorphisme ¥ : m,(Y) — 7, (Z) il existe f 1Y — Z avec f. = 1.

DEMONSTRATION. Fixons zy un point base de Z, et définissons I'image du point base naturel de
V, Sa par f comme étant zo. Notons i, : iy C Y I'inclusion naturelle, définissons f|g» comme n’importe
quelle application représentant ¢ ([io]). A ce stade on a donc une application f : Y™ — Z vérifiant
fe([ia]) = ¥([ia]), et done fi([¢]) = ¥([¢]) pour tout ¢ : S™ — Y™. Pour étendre f & egH il suffit que
f o ¢ soit homotopiquement nulle, ou ¢g : S™ — Y™ désigne 'application de recollement de la cellule
egH. Mais fo¢g représente la classe d’homotopie fi([¢g]) = ¥ ([¢g]) et ¥([¢g]) = 0 car [¢p5] =0 € 7, (Y).
D’ou une extension f: Y — Z qui a la propriété voulue par approximation cellulaire.
O

Finissons la preuve de la proposition. Soit K et K’ deux K(G,n), qu'on peut supposer étre des
CW-complexes. Sans perte de généralité on peut supposer que K est le K(G,n) construit a la section
précédente a partir d’un espace Y comme dans le lemme 12.3.2, par adjonction de cellules de dimension
> n+2. D’apres le lemme 12.3.2 on dispose d’une application f : Y — K’ induisant un isomorphisme sur
. Pour étendre f & K par induction, remarquons que pour toute cellule "2 recollée via ¢ : S"t! — Y
I'application f o ¢ est homotopiquement nulle dans K’ puisque 7,4 1(K’) = 0. Donc f s’étend & K"+2,
Par induction on obtient f : K — K’. C’est une équivalence faible entre C'W-complexes, donc une

équivalence d’homotopie.
O

12.4. Espaces de Moore et seconde construction de K(G,n). Pour simplifier on suppose que

le groupe abélien G est de type fini. Il se décompose donc en
G=7"®Z/HWZDL)dZ & ---DL/drZ
ou d1|d2| cee |dk

Pour d un entier positif, définissons
Qg Sl — Sl
une application induisant la multiplication par d sur 7 (S') ~ Z. Si v : S — S!' v S! désigne la

comultiplication du H-cogroupe S!, on peut par exemple prendre

ag: 8t Sty ST Sty gty st \ /8T 5t

d
ot p:\/, S — S! est Papplication évidente.
DEFINITION 12.4.1. On appelle espace de Moore de type (G,n) l’espace
M(G,n) =8"V -V S" V(8" Ugn-1a, ")V -V (8" Ugn1q, et .
~— :

r

EXEMPLE 12.4.2. M(Z,n) = S"
THEOREME 12.4.3. Si G est un groupe abélien et n > 0 alors SP(M(G,n)) est un K(G,n).
Ce théoreme est un corollaire immédiat de la proposition 11.3.1 et théoréme plus précis suivant :

THEOREME 12.4.4. a) Pour tout n > 1, SP(S™) est un K(Z,n).
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b) Pour tout n > 1 et d entier positif SP(S™ Ugn-1,, €" ') est un K(Z/d,n).

DEMONSTRATION. Pour a) : ¢’est une application directe du corollaire 11.2.3 et du calcul SP(S?) =
St =K(z,1).

Pour b) : Considérons la cofibration

Sn — Sn Uznflad 6n+1 ,

'application quotient S™ Ugn-1,, €"*' — ST induit d’apres le théoréme de Dold-Thom une quasi-
fibration

SP(S™ Usng, e") — SP(S™)
de fibre SP(S™). On déduit de la suite longue d’homotopie et de a) que
Ti(SP(S" Usn-14, ")) =0 si i #n,n+1 .

On a de plus la suite exacte courte

(1) 0 — mpi1(SP(S™ Usn-1q4, €") — 11 (SP(S" 1)) =~ Z
2y 1 (SP(S™)) ~ Z — 7, (SP(S™ Usn-1q, €"1)) — 0 .

On vérifie que 'application bord n’est rien d’autre que la multiplication par d.

13. Tours de Whitehead et de Postnikov

Rappelons la proposition suivante, qui nous avait servi a démontrer 'unicité a équivalence d’homo-

topie pres du CW-modele n-connexe d’une paire (X, A) :

ProrosIiTION 13.0.5. Soit

f

N

_h
vl
g X/

S

ou f:(Z,A) — (X,A) et f': (Z/,A") — (X', A") sont des CW -modéles n-connezes (respectivement
n'-connezes) et g : (X, A) — (X', A"). Sin > n' il existe une application h : Z — Z' rendant le
diagramme commutatif a homotopie relativement a A prés. De plus une telle application h est unique a

homotopie relativement a A preés.

13.1. Tours de Whitehead. Comme corollaire de cette proposition pour A = {x}, on obtient la
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ProprosSITION 13.1.1. Soit X un CW -compleze. Il existe une suite de fibrations X,, = X, _1

X1 —_— X
telle que
a) X,, est n-conneze.

b) L’application X,, — X induit 7;(X,,) ~ m;(X) pour i > n.

L’espace X7 est un CW-complexe ayant le type d’homotopie du revétement universel de la composante
connexe par arc de X contenant *, et X,, doit étre pensé comme « revétement n-connexe » de X. Pour

n > 1 de tels revétements apparaissent rarement géométriquement.
Exemple : le fibré de Hopf S3 — S? est un revétement 2-connexe.

Considérons la fibre d’homotopie F' de X,, — X,,_1, qui a le type d’homotopie d’'un CW-complexe.
Par la suite longue d’homotopie

oo — m(Xp) — T (Xno1) — o1 (F) — w1 (X)) — -
on voit que la fibre d’homotopie F est un K (m,(X),n — 1).

13.2. Tours de Postnikov. Soit X € Top,. Bien que X ait les mémes groupes d’homotopie que
I'espace produit [], K(m;(X),1), il n’a pas en général le méme type d’homotopie. Néanmoins, on peut

penser X comme un produit tordu d’espaces d’Eilenberg-MacLane au sens suivant :

PropoOSITION 13.2.1. Soit X un CW -complexe. Il existe une suite de fibrations X,, — X,_1

Xo

/.

X —X
telle que
a) la fibre de X,, — X,—1 est K(m,(X),n).
b) L’application X — X, est une (n + 1)-équivalence.
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DEMONSTRATION. On prend (X,,, X) le (n + 1)-modeéle connexe de (CX, X).

14. Homologie

14.1. Définition axiomatique.

14.1.1. Théories homologiques réduites sur CW .

DEFINITION 14.1.1. On appelle théorie homologique réduite sur CW, une collection de foncteurs
H, : Ho(CW.) — Ab, x € Z, et de transformations naturelles s, : H, — IFLH o X, vérifiant les
ariomes sutvants :

— Exactitude : si A — X alors la suite
Hy(A) — Hy(X) — Hy(X/A)

est exacte (rappelons que X/A et la cofibre X UCA sont homotopiquement équivalents).

— Suspension : Pour tout entier q la suspension induit un isomorphisme naturel

5q(X) ¢ Hy(X) = Hya (5X)

— Additivité : Si X = V;X; alors les inclusions X; — X induisent un isomorphisme @i]I:]I*(XZ-) ~
H, (X).
De plus, on dira que H, est ordinaire si HQ(S’O) = 0 pour q # 0. On notera G le groupe abélien
Ho(S) et on dira que H, est a coefficients dans G.

14.1.2. Théories homologiques réduites sur Topfd. Notons tout d’abord que la définition 14.1.1

2, N , . d . . , S .
s’étend naturellement & la catégorie Top.“ des espaces topologiques pointés non-dégénérés comme suit :

DEFINITION 14.1.2. On appelle théorie homologique réduite sur Topfd une collection de foncteurs
H, : Ho(Topfd) — Ab, * € Z, et de transformations naturelles s, : H, — H, 11 o ¥ vérifiant les
azriomes suivants :

— exactitude pour les cofibrations

— suspension

— additivité

— équivalence faible : si f : X — Y est une équivalence faible alors f, : H,(X) — H.(Y) est un

isomorphisme.

Bien-stir une théorie homologique réduite sur Topfd définit par restriction une théorie homologique
réduite sur CW,. Réciproquement, une théorie homologique réduite sur CW, définit une théorie ho-
mologique réduite sur Topfd par CW-approximation : si I' : Topfd — CW, est un foncteur de
CW-approximation on définit H(X) := H(I'X) pour tout X € Top™®.

14.1.3. Théories homologiques pour les paires. Soit CWy la catégorie des CW-paireset R : CWy, —»
CW; le foncteur qui & une paire (X, A) associe la paire (4, ().

DEFINITION 14.1.3. Une théorie homologique (généralisée) sur CWy est la donnée d'une collection
de foncteurs H, : Ho(CWy) — Ab, x € Z, et de transformations naturelles 0, : Hy, — H,_1 o R

vérifiant les axiomes :
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— Ezactitude : on a la suite exacte longue
o Hy(A) — Hy(X) — Hy(X, A) 2% Hy_1(A) — -

ou Hy(X) := Hy(X,0).
— Excision : Si (X; A, B) est une triade excisive alors Uinclusion (A, AN B) — (X, B) induit un
isomorphisme
H.(A,ANB) ~H.(X,B) .
— Additivité : Si (X, A) = [1,(Xi, A;) alors les inclusions (X;, A;) — (X, A) induisent un isomor-
phisme
@, (X;, A;) — HL(X,A) .

Comme dans le cas réduit, on étend la théorie aux paires de Top a 'aide du théoréme d’approximation
cellulaire pour les paires. On définit ainsi une théorie homologique pour les paires de Top, qui vérifie les
mémes axiomes que la théorie pour les CW-paires, plus axiome d’équivalence faible (exercice : vérifier
Pexcision).

14.1.4. Lien théorie réduite/théorie pour les paires. Soit H, une théorie réduite sur CW,. On lui
associe une théorie H, sur CWs de la fagon suivante :

Soit (X, A) une C'W-paire, on pose

H, (X, A) = H,(X/A)

(noter que X/A est naturellement un CW-complexe pointé).
Pour définir les morphismes de connection, remarquons que X/A = X, /A, (ot Xy = X [[{*}). La
suite longue de cofibration A, — X, — X/A L5 S A, permet de définir un morphisme de connection

s 1 H. (X, A) — H,_1(X) := H,(X+) comme le composé
H, (X, A) = (X, /A}) 25 H.(SAL) Z5 H,y(Ay) = Ha 1 (A)
On démontre facilement le
THEOREME 14.1.4. L’application qui ¢ une théorie homologique sur CWy associe une théorie homo-

logique réduite sur CW, via H*(X) = H.(X,*x) est une bijection, d’inverse (H,,d.). De méme pour
Top, et Top™.

DEMONSTRATION. L’exactitude de H, se déduit de 'exactitude et de la suspension pour la théorie
réduite. L’excision se déduit de X/B = A/AN B. L’additivité vient de l’additivité pour la théorie réduite
en notant que la cofibre d’une union disjointe de fleches est le coproduit des cofibres des fleches.

O

14.2. Propriété de Mayer-Vietoris pour une théorie homologique. Soit H, une théorie ho-
mologique sur les paires d’espaces topologiques. Commencons par noter I'existence pour H, de I’analogue
de la suite longue d’homotopie pour les paires.

PROPOSITION 14.2.1. Pour un triple (X, A, B) on a une suite longue exacte

-+ — Hy(A, B) — Hy(X, B) — H,(X, A) -5 Hy_1(A,B) —» - --
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DEMONSTRATION. Par approximation cellulaire on peut supposer que (X, A, B) est un CW-triple.
Mais alors X/A = (X/B)/(A/B). La suite exacte demandée est alors la suite exacte longue pour H, de
la paire d’espaces pointés (X/B, A/B).

U

LEMME 14.2.2. Soit (X; A, B) une triade excisive. Alors les inclusions (A,ANB) — (X,ANB) et
(B,AN B) — (X, AN B) induisent un isomorphisme
H.(A,ANB)®H.(B,ANB) — H,.(X,ANB) .
DEMONSTRATION. Par C'W-approximation on se raméne au cas ou (X; A, B) est une CW-triade.

Dans ce cas X/(ANB) = (A/AN B)V (B/AN B) et on conclut par 'axiome d’additivité.
O

THEOREME 14.2.3 (Mayer-Vietoris). Soit (X; A, B) une triade excisive. Alors la suite longue
. — H (AN B) — Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X) -5 Hy_1(ANB) —» ---

est exacte, ot la premiére fleche est induite du plongement diagonal de AN B dans A x B, la seconde est

la différence des applications naturelles, et § est le composé
H,(X) — Hy(X,B) ~ Hy(A, AN B) -5 H,_1(AN B) .

DEMONSTRATION. S’obtient facilement & partir de la proposition et du lemme précédent, et par

chasse au diagramme. O

15. Un exemple de théorie homologique réduite ordinaire

15.0.1. Définition.

DEFINITION 15.0.4. Soit G un groupe abélien. On définit le foncteur « homologie réduite a coefficients

dans G sur CW, » par
H,(X,G) = mh41(SP(X A M(G,1))) .

Quand G = Z on note simplement H, pour ﬁ*(-, 7).

REMARQUE 15.0.5. M(Z,1) = S* donc H,(X,Z) = mp41(SP(2X)) ~ 7, (SP(X)) si X est connexe

par arc.

PROPOSITION 15.0.6. Le foncteur H.(-,G) : Ho(CW,) — C(Ab) est une théorie homologique

réduite ordinaire a coefficients dans G.

DEMONSTRATION. Pour I'exactitude, soit A C X € CW,,, qui induit A A M(G,1) C X A M(G, 1),
dont le cone est équivalent & (X/A) A M(G,1). On déduit le résultat cherché du théoréme de Dold-Thom.
Pour Paxiome de suspension, remarquons que XX A M(G,1) ~ (X A M(G,1)) et le résultat par le
corollaire 11.2.3. Pour 'additivité, notons que (X VY) A M(G,1) ~ (X A M(G,1)) V(Y A M(G,1)) et
le résultat suit de SP(X VY) ~ SP(X) x SP(Y) (proposition 11.3.1). L’ordinarité découle du lemme

suivant. 0
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N G sig=n
LEMME 15.0.7. Pour la n-sphére S™, n >0, on a Hy(S™,G) =

0 sinon

DEMONSTRATION.
Hy(S8",G) = mq41(SP(S" A M(G,1))) = mg11(SP(M(G,n +1)))

=Tg+1(K(G,n+1)) .

15.0.2. Le théoréme d’Hurewicz.

DEFINITION 15.0.8. Soit X un CW -complexe pointé. L’inclusion i : X C SP(X) induit un homo-
morphisme
hx : mg(X) — mg(SP(X)) — mg41(BSP(X)) = Hy(X)

appelé homomorphisme d’Hurewicz.

THEOREME 15.0.9. Soit X un CW -compleze pointé (n—1)-conneze, n > 2. Alors linclusion i : X C
SP(X) est une (n+ 1)-équivalence.

COROLLAIRE 15.0.10 (théoréme d’isomorphisme d’Hurewicz). Soit X un espace (n — 1)-connexe,
n > 2. Alors le morphisme d’Hurewicz hx : my(X) — Hy(X) est un isomorphisme pour ¢ < n et un

épimorphisme pour ¢ = n + 1.

PREUVE DU THEOREME 15.0.9 : Comme X est un CW-complexe, & équivalence d’homotopie prés on peut
supposer que X"~ ! est réduit & un point. On a donc X" = \/55;3‘ et X"*! est le cone d’une application
" Va5, — VS
LEMME 15.0.11. (a) Soit f : X — Y avec X etY (n—1)-connexes,n > 2. Sii: X — SP(X)
et j:Y — SP(Y) sont des (n + 1)-équivalences, alors Uinclusion k : Cy — SP(Cy) est aussi
une (n + 1)-équivalence.
(b) L’inclusion VoS — SP(VaS?) est une (n + 1)-équivalence.

DEMONSTRATION. Pour (a) : Se déduit du lemme des 5 et du diagramme commutatif

fe

mg(X) ————m(V) ————m(Cp) ———— g1 (X) ——— -
mq(SP(X)) —— mq(SP(Y)) —— mq(SP(Cy)) — mg—1(SP(X)) — -
L’exactitude de la premiere ligne suit du corollaire 10.0.11 au théoréme d’excision homotopique. Pour (b) :

Si les v parcourent un ensemble fini, alors SP(V,S%) est isomorphe au produit [[  SP(SY) =[], K(Z,n)

d’apres la proposition 11.3.1 et le résultat s’en déduit. Passage a la colimite en général. O

On déduit du lemme que X"+ — SP(X"T1) est une (n + 1)-équivalence. Montrons par induction
que X"tk — SP(X"HE) est une (n + 1)-équivalence. Le squelette X" T*+1 est le cone d'une applica-
tion @"tF v, S1HE — X7HF Tes deux termes de ce cone sont (n — 1)-connexes, donc X" —;
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SP(X"tF+L) est une (n + 1)-équivalence d’apres le lemme précédent. Ce qui conclut l'induction. Le
théoreme s’en déduit par passage a la colimite.
O

Rappelons que hgn : m,(S™) — H,(S™) ~ Z est un isomorphisme. Le morphisme d’Hurewicz

s’interprete alors comme
LEMME 15.0.12. Soit o : S™ — X. Alors hx ([a]) = a.(hgn([idgn]).
15.0.3. Le théoréme de Whitehead dual.

THEOREME 15.0.13. Soient X etY deux espaces pointés 1-connexes. Soit f : X — Y une application

induisant un isomorphisme en homologie réduite. Alors f est une équivalence d’homotopie faible.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer Y par le cylindre Mf, on peut supposer que f: X CY.Ona

alors le diagramme commutatif

Tg(X) —Ls 7y (V) 7 (Y, X) ——> g1 (X) —Zm 7y (Y)
hxl hyl h(Y,X)i hxi hyl
Hy(X) —E Hy (V) — Hy(Y, X) —— H, 1(X) 2 Hy 1 (Y)

Par hypothese m1(Y) = 0 et mo(X) = 0 donc m1(Y,X) = 0 . Comme 71(X) = 0, par le théoréme
d’Hurewicz relatif on a H1(Y, X) = 0 et m2(Y, X) = Ha(Y, X). Par lexactitude de la ligne d’homologie
Hy(Y, X) =0 et donc m2(Y, X) = 0.
Par induction 7;(Y, X)) = 0 et le résultat.
O

15.1. Construction de théories homologiques : ou les spectres apparaissent. Comment
construire d’autres théories homologiques que la théorie ﬁ*(-,G) de la définition 15.0.47 Une réponse

formelle est donnée par la notion de spectre, sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

DEFINITION 15.1.1. Un N-spectre est la donnée d’une collection (E,)nen d’espaces de Top, et d’une
collection de fleches o : ¥ FE, — En41.

EXEMPLES 15.1.2. — Pour tout espace X € Top, la famille (X" X ), cy muni des identifications
canoniques o : L(¥"X) — Y"1 X est un N-spectre, appelé « suspension de X ». En particulier
pour X = SO ce spectre s’appelle le spectre de la sphere.

— Soit G un groupe abélien. Notons qu’on dispose d’une équivalence d’homotopie o, : K(G,n) —

QK (G,n+ 1). Cett application est donc l'adjoint d’une application
o:YXK(G,n) — K(G,n+1) ,
qui fait de (K(G,n))nen un N-spectre : le spectre d’Eilenberg-MacLane de G.

THEOREME 15.1.3. Soit (Fy)nen un N-spectre tel que E,, est n — 1-conneze et a le type d’homotopie

d’un CW -compleze pour tout n € N. Posons

E,(X) = colim,, mg1n(X AE,,)
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ot la colimite est prise sur

PN 1x Ao
Tgan(X A Ep) = Tgpn1 (B(X A ER)) = Tginy1 (X AZER) X Tgrnt+1(X A Eny) -

Alors les foncteurs Eq définissent une théorie homologique réduite sur CW

DEMONSTRATION. C’est un exercice d’application du théoreme d’excision homotopique et du théo-

réeme de suspension de Freudenthal. Laissé au lecteur (c.f. [8, p.177]). O

EXEMPLES 15.1.4. — la théorie homologique réduite définie par le spectre de la sphere est 1’ho-
motopie stable.
— la théorie homologique réduite définie par le spectre d’Eilenberg-MacLane d’un groupe abélien G

est une théorie ordinaire & coefficients dans G. Comme telle (c.f. section suivante) elle coincide avec
H.(G).

15.2. Unicité des théories homologiques ordinaires. Soit G un groupe abélien. On a déja
défini deux théories homologiques ordinaires réduites a coeflicients dans G :

~ H (X,G) =741 (SP(X A M(G,1))).

~ H,(X,G) = colim,myn(X A K(G,n)).
On vérifie aussi que Hy(X,G) = 7,(Zo(X,G)) définit aussi une théorie homologique réduite ordinaire &
coefficients dans G. Rappellons encore deux autres constructions classiques.

15.2.1. Homologie cellulaire.

DEFINITION 15.2.1. Soit X € CW, et {x} = X' c X' c X' C---C X" C--- C X la filtration
squelettale de X .
— Pour n > 0 on pose
Cn(X) = m (X" /X" 71) = @je L
ot J™ désigne l'ensemble des n-cellules de X et wl, désigne m, si n > 2, l'abélianisé de m pour
n =1, et le groupe libre engendré par mo(X) — {*} sin =0.
— On définit une différentielle d,, : Cp(X) — Cp_1(X) par la composition

(X7, X Dl (XY s (X X2

On vérifie facilement que (Co(X),d) est un complexe. Etant donné une paire (X, A) € CWa, on appelle
I’homologie du complexe (Co(X)/Co(A) ® G,d), ot G est un groupe abélien, I’homologie cellulaire de
(X, A) a coefficients dans G.

On vérifie facilement que 'homologie cellulaire a coefficients dans G définit une théorie homologique
ordinaire a coefficients dans G.

15.2.2. Homologie singuliére. Notons A? le g-simplexe géométrique standard :

A9 ={(to, - tg) ERITT /3"t =1 ;>0 Vi} .
i

Pour 0 < m < q on dispose d’une application face
fa . A1 — A1

(t()v"' 7tq—1) = (t07"' 7tm—170at7na"' 7tq—1)
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Si X € Top, un g-simplexe singulier de X est une application continue
o: AT — X .

DEFINITION 15.2.2. Soit G un groupe abélien. On définit Sing, (X, G) comme le G-module libre de

base les simplexes singuliers o : A1 — X. On munit Sing, (X, G) d’une structure de complexe en posant
d: Sing, (X,G) — Sing, (X, G)

o =y (=)Mo o f4,
Si maintenant (X, A) est une paire de Top on définit le complexe
Sing, (X, A, G) = Sing, (X, G)/Sing,(4,G) .
DEFINITION 15.2.3. On pose Hy (X, A,G) = H,(Sing,(X, 4,G),0).
On vérifie classiquement qu’on définit ainsi une théorie homologique ordinaire pour les paires, a
coefficients dans G.
15.2.3. Unicité. Dans cette section on montre que toutes les théories homologiques ordinaires a

coeflicients dans G coincident, en montrant qu’elles coincident avec I’homologie cellulaire a coefficients
dans G.

Soit donc H, une théorie homologique réduite ordinaire a coefficients dans G.

LEMME 15.2.4. Soit X € CW,. Alors

PicgnG st m=n,
Hm(Xn7Xn_1) —

0 sinon,

ou J" désigne ’ensemble des n-cellules de X.

DEMONSTRATION.
Hyp (X", X" 7)o Hp (X7 /X7 = H (1 S™)
icJn
~ @ieJ"Hm(Sn)
On déduit le résultat de I'axiome de suspension. O

DEFINITION 15.2.5. Définissons le compleze (CL(X),dm) par
Ch(X) = Hp (X", X" ) = ©jesn G
et dyn:Ch(X)— C)

n—1

(X) défini par la composition
H, (X", X" 1) -2 H,_ (X™1) — H,_q (XL, X772) .
THEOREME 15.2.6. Soit (X, A) € CWj.
(a) Le complexe ((CL(X)/CL(A)),du) est isomorphe au complexe ((C.(X)/Ci(A)) @ G,d) de lho-

mologie cellulaire a coefficient dans G.
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(b) L’homologie du compleze ((CL(X)/CL(A)),dn) coincide avec H, (X, A).

COROLLAIRE 15.2.7. (a) Etant donné un groupe abélien G, il existe une unique théorie homolo-
gique ordinaire & coefficients dans G (d isomorphisme preés).
(b) Si X € CW, H,,(X) =0 pour m > dim X.

REMARQUE 15.2.8. Le corollaire (b) montre & quel point le théoreme de Whitehead dual est éton-

namment fort, au vu du

THEOREME 15.2.9 (Serre). Soit X un CW -complexe 1-connexe fini non contractible de dimension

au moins 2, par exemple S%. Alors X a un nombre infini de groupes d’homotopie non-triviauz.

En effet si f : X — Y entre deux CW-complexes pointés finis 1-connexes induit un isomorphisme
sur les groupes d’homologie réduite (en nombres finis), alors f induit un isomorphisme sur les groupes

d’homotopie (en nombre infini).

PREUVE DU THEOREME 15.2.6 : Par souci de simplicité on se contente de donner la preuve dans le cas
A=0et G=17.

La premiere étape consiste a démontrer que la théorie homologique réduite ordinaire H, vérifie le
théoréme d’Hurewicz. Définissons tout d’abord le morphisme d’Hurewicz pour H,. Fixons un générateur
io de Hy(S°) ~ Z et choisissons des générateurs 4,, de H,,(S™) en posant inductivement 4, = 2i,,.

DEFINITION 15.2.10 (Morphisme d’Hurewicz). On définit

hx T (X) — H, (X)
par

h([f]) = fulin)

On vérifie facilement que hx est un homomorphisme de groupe et que le diagramme

est commutatif.

PROPOSITION 15.2.11 (Hurewicz). Soit X € Top. (n — 1)-conneze. Alors h : m,(X) — H,(X) est

Uhomomorphisme d’abelianisation sin =1 et un isomorphisme pour n > 1.

DEMONSTRATION. La preuve est essentiellement la méme que précédemment. Le cas X = \/ S«
découle des définitions. Sans perdre en généralité on peut supposer que X est un CW-complexe avec
X" =\, Sj et X"+ est le cone d'une application " : \/_, S? — V5 S5. On a alors le diagramme
commutatif

7Tn(\/a Sg) L) ﬂ-n(\/[j Sg) - 7"'n()(n—"_l) —0

[

L, (V,, 57) —>H, (V5 §5) — H, (X"+1) —=0
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La ligne inférieure est exacte car le quotient de X™+! par \/5 S§ est un coproduit de (n + 1)-spheres
qui n’ont pas de (n — 1)-homologie. La ligne supérieure est exacte : on applique le théoreme d’excision
homotopique pour obtenir m, (M, \/ 5 Sp) = mn (X "+1) On conclut du cas des coproduits de spheres que
h:m, (X" — H, (X"1) est un isomorphisme.

Par approximation cellulaire I'inclusion X"*! — X induit un isomorphisme sur m,,. Par suite longue
d’homologie associée a X"k <y xntk+l V, S,’Y“r’“rl et par récurrence on obtient aussi que I'inclusion

X7+ 5 X induit un isomorphisme sur H,,. D’ou le résultat. O

On peut maintenant finir la preuve du théoreme 15.2.6.

Pour (a) : 11 faut montrer que d = dy. Cela ressort du théoreme d’'Hurewicz, de la commutation de la

suspension au morphisme d’Hurewicz et du diagramme commutatif

dy - (XX s (mxnt) 2 (X s, (XL X2
| | | p
dH,n . Hn(Xn/Xn—l) 0 S Hn(ZXn_l) X S anl(X”_l) S anl(X”_l/Xn_2>

Pour (b) : Considérons le diagramme

du,n dp,n
s g (X, X = H (X7, XY S H o (X0, X 2)
o o
(1) l 2)
Hn(X”) Hnil(anl)
Hn(X"'H)
0

Les injections viennent de ce que H,, (X™) = 0si m > n: il suffit par induction de contempler la
suite longue de la cofibration \/,, S¥ < X* — X*+1 et d’utiliser Uordinarité de H.

Notons que la verticale de gauche d’une part, les fleches (1), 9, et (2) d’autre part, forment des suites
exactes. On en déduit kerdy, = kerd = H"(X") et Im dy 41 = Im 9. Donc kerdy ,/Im dynt1 =
H*(X™)/Im 0 = H,(X"*) = H,(X).

O

16. Cohomologie
16.1. Définition.
DEFINITION 16.1.1. On appelle théorie cohomologique réduite sur CW, une collection de foncteurs
H* : Ho(CW,.)? — Ab, * € Z, et de transformations naturelles s* : H*t! o ¥ —» H* vérifiant les

axiomes suivants :

— FExactitude : si A — X alors la suite
HI(X/A) — HY(X) — HI(A)

est exacte (rappelons que X/A et la cofibre X U CA sont homotopiquement équivalents).
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— Suspension : Pour tout entier q la suspension induit un isomorphisme naturel
sU(X) : HIY(ZX) ~ HI(X) .

— Additivité : Si X = \/, X; alors les inclusions X; — X induisent un isomorphisme H*(X) —
[1; B (X3).
De plus, on dira que H* est ordinaire si H4(S°) = 0 pour ¢ # 0. On notera G le groupe abélien H°(S°)

et on dira que H* est & coefficients dans G.

De méme que pour ’homologie, cette définition s’étend alors & la catégorie Topfd des espaces topo-
logiques pointés non-dégénérés par CW-approximation. Une théorie cohomologique sur Topfd vérifie les

axiomes d’exactitude pour les cofibrations, de suspension, d’additivité et d’équivalence faible.
16.2. Construction : les (2-spectres.

DEFINITION 16.2.1. Un N-spectre (E,,) est un Q-spectre si la connezion adjointe E,, —= QF, 1
déduite de XE,, %+ E, 1 est une équivalence faible pour tout n € N.

THEOREME 16.2.2. Soit (Ey)nen un Q-spectre et définissons

~ X, FE, in >
Br(x) = (X, E,) sin >0
[X,Q"Ey] sin <O0.

Alors les foncteurs (E") définissent une théorie cohomologique réduite sur CW .

REMARQUE 16.2.3. Comme FE,, est faiblement équivalent a QFE, 1, F, est faiblement équivalent a

un espace de lacet infini. En particulier [X, E,] est bien un groupe abélien.

DEMONSTRATION. L’exactitude vient de ce que A < X — X /A est coexacte. L’axiome de suspen-
sion se déduit de QF,, 1 ~ E,. L’additivité vient de ce que V est un coproduit. O

REMARQUE 16.2.4. Nous verrons plus loin que toute théorie cohomologique réduite est représentable

par un )-spectre.
16.3. Un exemple.

DEFINITION 16.3.1. Soit G un groupe abélien. On définit le foncteur « cohomologie réduite a coeffi-

cients dans G sur CW, » par
H"(X,G) = [X,K(G,n)] .

Comme (K (G, n)nen est un Q-spectre, on obtient bien ainsi une théorie cohomologique réduite, dont

on vérifie immédiatement qu’elle est ordinaire a coefficients dans G :

- G si g=n,
LEMME 16.3.2. Pour la n-sphére S™, n >0, on a H1(S",G) =

0 sinon.

DEMONSTRATION. H9(S™ G) = [S9, K(G,n)]. = m,(K (G, n)). O
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16.4. Théories cohomologiques pour les paires. Soit CW5 la catégorie des CW-paires et

R: CW3; — CW,., le foncteur qui & une paire (X, A) associe la paire (4, 0).

DEFINITION 16.4.1. Une théorie cohomologique (généralisée) sur CWy est la donnée d’une collection
de foncteurs H* : Ho(CW3)°? — Ab, % € Z, et de transformations naturelles % : H* o R — H**!
vérifiant les axiomes :

— Ezactitude : on a la suite exacte longue
o HI(X, A) — HI(X) — HY(A) 25 M (X, A) — -

ot H(X) := HI(X, ).
— Excision : Si (X; A, B) est une triade excisive alors Uinclusion (A, AN B) — (X, B) induit un

isomorphisme

H*(X,B) ~H"(A,ANB) .

— Additivité : Si (X, A) = U;(X;, A;) alors les inclusions (X;, A;) — (X, A) induisent un isomor-

phisme

H* (X, A) — [[H*(X:, 4i) -

K3

Comme dans le cas réduit, on étend la théorie aux paires de Top a ’aide du théoréme d’approximation
cellulaire pour les paires. On définit ainsi une théorie cohomologique pour les paires de Top, qui vérifie

les mémes axiomes que la théorie pour les CW-paires, plus ’axiome d’équivalence faible.

16.5. Lien théorie réduite/théorie pour les paires. Comme pour I'homologie, soit H* une
théorie cohomologique réduite sur CW,. On lui associe une théorie H* sur CW, de la fagon suivante.
Soit (X, A) une CW-paire, on pose

H*(X, A) = H*(X/A)
(noter que X/A est naturellement un CW-complexe pointé).

La suite longue de cofibration A — X, — X/A 25 A, permet de définir un morphisme de
connection 9, : H*(A) — H*T1(X, A) := H**!(X/A) comme le composé

H*(A) = H*(A,) = H(SA,) 25 HY(X/A) = H*H(X, A) .
On a encore le

THEOREME 16.5.1. L’application qui & une théorie cohomologique sur CWyo associe une théorie
cohomologique réduite sur CW, via H*(X) = H*(X,*x) est une bijection, d’inverse (H*,d*). De méme
pour Top, et Top™®.

16.6. Propriété de Mayer-Vietoris pour une théorie cohomologique. On obtient en co-
homologie des résultats semblables a ceux démontrés en homologie. Soit H* une théorie cohomologique

généralisée sur les paires d’espaces topologiques.

PROPOSITION 16.6.1. Pour un triple (X, A, B) on a une suite longue exacte

o — HY(X, A) — HY(X, B) — H9(A, B) -5 HI (X, A) —> - -
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LEMME 16.6.2. Soit (X; A, B) une triade excisive. Alors les inclusions (A,ANB) — (X, ANB) et

(B,ANB) — (X, AN B) induisent un isomorphisme
H(X,ANnB)~H"(A,ANB) ®H"(B,ANB) .
THEOREME 16.6.3 (Mayer-Vietoris). Soit (X; A, B) une triade excisive. Alors la suite longue
i — HY (AN B) 5 HY(A) @ HY(B) — HY(X) — HI(ANB) — ---
est exacte, ou 6* est le composé
H9 (AN B) -2 HY(A, AN B) ~ HY(X, B) — HY(X) .

16.7. Cohomologies singuliére, cellulaire et unicité des théories cohomologiques ordi-
naires.

16.7.1. Cohomologie cellulaire. Etant donnés un groupe abélien G et (X, A) € CWy, on définit la
cohomologie cellulaire de (X, A) & coefficient dans G comme la cohomologie du complexe

C*(X,A;G) =Hom(Co (X, A),G) .

16.7.2. Cohomologie singuliére. Etant donnés un groupe abélien G et une paire (X, A) de Top, on

définit la cohomologie singuliere de (X, A) a coefficients dans G comme la cohomologie du complexe
Sing®*(X, A, G) = Homz(Sing, (X, A, Z),G) .

16.7.3. Unicité. En recopiant la preuve donnée pour I’homologie on montre encore le

THEOREME 16.7.1. A isomorphisme prés il existe une unique théorie cohomologique réduite ordinaire

a coefficient dans G : la cohomologie cellulaire o coefficients dans G.

16.8. Dualité homologie ordinaire/cohomologie ordinaire. Soit G un groupe abélien. On a

alors les jolies expressions duales suivantes :

H,(X,G) = [S", Z(G, X)]
et
H"(X,G) =X, Z(G,S™)] .

16.9. Produit sur la cohomologie. Soit G, G’ deux groupes abéliens, GRG’ leur produit tensoriel.

On dispose alors d’'un produit extérieur sur la cohomologie ordinaire
HP(X,G)® HI(X',G') — HTI(XAX',G®G') ,
qui induit (en considérant X’ = X =Y, , G’ = G, diagonale A : X — X A X et le produit 7: GG —
G) une structure d’anneau sur la cohomologie non-réduite
HP(Y,G) ® HI(Y,G) — HP (Y x Y,G® G) “& HPY(Y,G) .

11 suffit pour cela de construire une application canonique
(2) K(G,p) NK(G',q) — K(G® G, p+aq) .

La construction la plus simple de cette application s’obtient via le foncteur 0-cycle (c.f. section 11.4) :
Papplication (2) s’écrit encore

Zo(Sp,G) A Zo(Sq,G/) — ZQ(sp—i—q, G® G) .
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Remarquons que pour X, X’ € CW, on dispose d’une application naturelle
Zo()(7 G) X ZQ(X/, G/) — Z()(X AN X/, G® G/)

donnée par

ng,Zg ) — D> (9 ®9)) Wi Ayy) -

0]
Comme cette application est blhnealre elle factorise en

Zo(X,G) N Zo(X',G') — Zy( X NX',GRG') .
On obtient ainsi Iapplication cherchée pour X = S?, X' = S9.
Alternativement en termes homologiques plus classiques 'application (2) est I’élément de
HPT(K(G,p) ANK(G,q),G®G') ~Hom(H, (K (G,p) N K(G',q),Z),G &G
~ Hom(H, »(K(G, )Z)@H(K(G q),2),GoG")
~ Hom(m, (K (G, p) © 7(K(G,9)), G © G')
=Hom(Go G ,G®G)

correspondant & 'identité de G ® G’. Le premier isomorphisme découle du théoreme des coefficients
universels, le second de la formule de Kiinneth et du fait que K(G,p) A K(G',q) est p+ g — 1-connexe,

les deux derniers des propriétés des espaces d’Eilenberg-MacLane.

17. Homologie et cohomologie a coefficients locaux

Soit (X, A) une paire de Top, 'espace X étant supposé 0-connexe. Soit € A un point de A, notons
m = m(X,z) le groupe fondamental 71 (X, ), X le revétement universel de X vu comme m-espace

droite et A la préimage de A dans X. Soit
p:m— Aut(G)

un morphisme de groupe, ou G désigne un groupe abélien. La donnée de p équivaut a la donnée du
systeme local

Gp=X %r, G
de fibre G sur X . Dans cette section on définit I’homologie et la cohomologie de la paire (X, A) a coefficients

dans G,. On notera Z[r| 'anneau (non-commutatif en général, unitaire) du groupe 7.

17.1. Définition algébrique.

17.1.1. Approche cellulaire. Supposons (X, A) € CWy. Munissons (X, A) de sa structure de C'W-
paire déduite de celle de (X, A). Le complexe singulier Cy(X, A,7Z) devient ainsi naturellement un Z[x]-
module a droite.

La représentation p : # — Aut(G) fait de G un Z[n]-module & gauche. On définit alors
(3) H*(X’Avgp) = H*(C.(X,/LZ) ®Z[7r] G78CEH) .

Munissons C, (X, A,7Z) de sa structure de Z[r]-module & gauche déduite de sa structure naturelle de
Z[r]-module & droite et définissons

(4) H* (X7 Aa gp) =H" (HomZ[Tr] (Co (X, A, Z), G)7 6cell) .

Les différentielles Ocep et dcenn désignent les différentielles cellulaires naturellement étendues.
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17.1.2. Approche singuliére. Soit (X, A) une paire de Top avec X 0-connexe. On définit H, (X, A,G,)
et H*(X,A,G,) de maniére similaire au cas cellulaire en remplacant dans les définitions (3) et (4) le
complexe cellulaire Cy(X, A,Z) par le complexe Sing, (X, A, Z) qui est lui aussi naturellement un Z[r]-
module a droite.

On démontre encore que si (X, A) est une C'W-paire, (co)homologie singuliere a coefficient dans G,
et (co)homologie cellulaire & coefficient dans G, coincident.

17.1.3. Exemples.

(1) Pour p : @ — AutG le morphisme trivial on a H,(X,A,G,) = H.(X,A,G) (idem pour la

cohomologie).

(2) H.(X,A Zr]) ~ H.(X,Z).

(3) On montre avec un peu plus d’efforts que H*(X, A, Z[r]) coincide avec la cohomologie & support

compact H*(X,Z).

17.2. Définition géométrique.
17.2.1. Approche cellulaire. Soit (X, A) une CW-paire et notons A ¢ X~ ¢ X° c --- Cc X" C
-+ C X la filtration squelettale associée. Notons comme d’habitude .J,, ’ensemble des n-cellules de X.
Pour tout j € J,, choisissons un point z7 € €7 et notons G la fibre QT;_L du systeme local G, au point z7.
Si e?_l C @ le systeme local Q‘ET est localement trivial au voisinage de x?_l. Si on fixe un chemin
J
Yij + [0,1] — €F tel que 7;;(0) = 2%, v;;(1) = 2 et v([0,1]) € e} le transport parallele le long de 7;;
définit un isomorphisme
hi,j : Gj ~ G, 5
indépendant de la classe d’homotopie de h;;. En particulier les h;; vérifient la relation de cocycle :
(5) hij - hjk = hi
Définissons alors le groupe abélien gradué Co(X, A, G,) par
On(Xy Aa gp) = EBjEJnGj .
Pour les différentielles, si f € C,,(X, A,G,), définissons :
df(ef ™) = D [ef ™" efThii(f(ef)) € Gi
J€JIn

et
Sty =D [ef el hiy(f(e])) € G

JEJIn
On vérifie facilement que la relation de cocycle (5) implique d? = §2 = 0.
On peut alors définir :
H,(X,A,G,) = Hy(Co(X,A,G,),d) .
H"(X,A,G,) =H"(C*(X,A,G,),0) .

On vérifie facilement que ces groupes sont indépendants du choix des points z7, j € J,, n > 0.
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17.2.2. Approche singuliére. Définissons le groupe abélien gradué Sing, (X, A,G,) par

Sing, (X, A,G,) = {Zai oy, 0t A — X, a; € Goy0))
i=1
o1 0 € AF désigne le point base (1,0,--- ,0).
Pour la différentielle : 1& encore le probleme est d’identifier les fibres de G, au dessus de points

différents. En effet, notons que pour m > 0 'opérateur de face
f,lfl : Ak—l — Ak
satisfait bien f*(0) = 0 alors que f¥(0) = (0,1,0,---,0). Notons v(t) = (¢,1 —¢,0,---,0) le chemin

reliant (0,1,0,---,0) 40 = (1,0,---,0) dans A¥. Le transport parallele le long de ce chemin définit un
isomorphisme de groupes
Yo+ Go((0,1,0,--,0)) — Yo (0)
pour tout simplexe singulier ¢ : A¥ — X.
Définissons alors
0 : Sing, (X, G,) — Sing;,_(X,G,)

par
da o) =o(a) oo f§ + Zk: (~DMaoofy .
On vérifie facilement que 9% = 0 et on pose "
H.(X,Gp) = H.(Sing,(X,,),0) -

Dualement si Sing® (X, G,) désigne le groupe abélien des fonctions sur Sing, (X,Z) quia o : AF — X
associe ¢(0) € G, (o), on définit la différentielle ¢ : Sing"(X,G,) — Sing"*'(X,G,) par :
k+1

dc(o) = (=1)* (75 e(00)) + D (=1)c(d0) -
i=1
On a encore 62 = 0 et on pose
H*(X,G,) = H*(Sing*(X,G,),0) .
Ces définitions s’étendent immédiatement au cas des paires.

17.3. Le cas des fibrations.

LEMME 17.3.1. Soit F < E - B une fibration de Top, avec B 0-connezxe. Soit b un point de B. Il

existe un morphisme de groupes canonique
p:m(B,b) — Aut E,

ou Aut Ey, désigne le groupe des classes d’homotopie des équivalence d’homotopie de la fibre E, =
p r({b}0 ~ F.

DEMONSTRATION. Tout chemin « : I — B se reléve en un un chemin 74 : I — E, qui définit ainsi
une équivalence d’homotopie F ) = F,1). Par la propriété de relevement des homotopies pour les
fibrations, la classe d’homotopie de cette homotopie ne dépend que de la classe d’homotopie de 7. Ce
qui donne en particulier lapplication 1 (B,b) — Aut E}, dont on vérifie immédiatement que c’est un

morphisme de groupes. O
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COROLLAIRE 17.3.2. Soit F < E 2 B une fibration de Top, avec B 0-connexe et F' n-simple. Alors
cette fibration définit un systéme local m;(E), i < n, sur B, de fibre le groupe d’homotopie m;(F).

COROLLAIRE 17.3.3. Soit F < E 5 B une fibration de Top, avec B 0-connexe. Soit G une

théorie (co)homologique sur Top. Alors pour tout point b de B il existe une représentation canonique
p:m(B,b) — Aut G(Ep).

On notera G, le systeme local sur B ainsi associé a G.

18. Théorie de I’obstruction

Dans cette section on donne une introduction a la théorie de I'obstruction. On étudie le probleme

d’extension, avant d’énoncer le résultat analogue pour le probleme de relevement.

18.1. Probléme d’extension. FEtant donné un diagramme de CW

ATty |

X
existe-t-il une extension

f

HY

A
l 7
i /
7/
Ve
X
de faX?

Quitte & remplacer X par le cylindre M;, on peut bien-sir supposer A < X. Le résultat principal de
cette section est le :

THEOREME 18.1.1. Soit (X,A) e CWy et X 1 =AC X' Cc X! C.--X" C--- C X la filtration
squelettale de X .

Soit n un entier strictement positif et Y € CW 0-connexe et et n-simple (c.f. définition 6.7.3).

Soit f: X" — Y une application continue.

— Il existe 0" TY(f) € Z"H(X, A, 7, Y) un cocycle cellulaire tel que 0" T(f) = 0 si et seulement si f
s’étend en f : X" T — Y.

— La classe de cohomologie [0"T1(f)] € H" (X, A, 7,Y) s’annule si et seulement si la restriction
fixn—1: X"V —Y s¥étend en f: X" — Y.

18.2. Construction de la cochaine d’obstruction.
18.2.1. Construction géométrique. Notons J, 'ensemble des n-cellules de la paire (X, A). Rappelons

que
C" (X, A, 7,Y) = Homy(Cp i1 (X, A), 7,Y)
= Map({e:“"1 /i€ dpy1}, 1Y) .

Définissons pour tout i € J,, 41

L) (et = (57 2 Xt L v e m,(Y)
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ou ¢; : S — X" désigne 'application de recollement de e?“. On étend 0"F1(f) par linéarité en
un élément " F1(f) € C"*TH(X, A, 7,Y). Comme une application h : S — X est homotopiquement
triviale si et seulement si elle s’étend en h : D" — X il est clair que 0" 1(f) = 0 si et seulement si
f: X" —Y gétenden f: X" — Y.

18.2.2. Construction algébrique. De maniere équivalente la cochaine §"F1( f) s’obtient en considérant

le diagramme :

07+ (1)
Cn-l—l(Xa A) = Hn+1(Xn+17Xn) 77777777 > Wn(Y) )
e
h Tn(X™)

a1 (XL X™)
ou h désigne le morphisme d’Hurewicz. Comme le noyau de h est
kerh = {z-y(z)™', y € m(X,), € T (X" TH XM},
le morphisme 7j-équivariant f.d : m,41 (X", X") — 7, (V) factorise bien via H,, (X", X") car Y
est n-simple.

18.3. Propriétés de la cochaine 0" 1(f). Le théoreme 18.1.1 est une conséquence immédiate de

la

ProproSsITION 18.3.1. (a) O"L(f) ne dépend que de la classe d’homotopie de f: X™ — Y.
(b) O"FL(f) € ZvPY(X, A, 7, Y).
(c) Sig: X" — Y wérifie gxn i fixn-1 le choiz de I’homotopie H définit une cochaine
c(f,H,g) € C"(X,A,m,Y) telle que
se(f, H,g) = 0" (f) = 0" (g) .
(d) étant donnés
S fiXT Y
-~ H:X""'xT-—Y avec Hy = Jixn—1
—ce C"(X,A,mY)
il existe g : X™ — Y wérifiant Hy = gjxn—1 et c=c(f, H,g).
DEMONSTRATION. La propriété (a) découle immédiatement de la définition de 0"+ 1(f).

Pour (b), il suffit de contempler le diagramme :

5 0"t (f)
Chnt2 (X, A) Cn+1(Xv A) — > Tn (Y)
n+2 n+1 0 n+1 n+1 n 9n+1(f)
oo (X742, X70) 2o (X)) —— H (0, xm) T (1)

N

Ta2(X7F2, X —— (X)) —— mp (XL X) —— m (X7)

\’/

0
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Pour (c¢) : munissons (X x I, A x I) de sa structure naturelle de CW-paire. Donc :
(X xD)"=X"x0IUX"txTI .
La donnée de I'homotopie H entre g|xn-1 et fjxn-1 définit donc une application
(f,H,g): (X xI)" — G
et donc aussi un cocycle
O(f,H,g) € Z"" N (X x [,Ax I,m,Y) .
Notons ¢(f, H,g) € C"(X, A, m,Y) la restriction de 8(f, H, g) aux cellules e x I de (X x I)"*1:
Vi € Ju, o(f, H,g)(e}!) = (=1)""10(f, H,g) (e} x I) .
La propriété de cocycle de 0(f, H, g) se réécrit alors

de=0""1(f) = 0" (g) -

Pour (d) : vue la définition de ¢(f, H,g) il suffit de montrer que pour tout i € J,, il existe une
extension
aer xI) -y
a I'application

T =¢e" x {O} US’I’Lfl fU(Ho(¢ix1r))

Y
telle que
[G] = c(ef') € [0(ef" x I),Y] = mp(Y)
(ot comme d’habitude ¢; : S"~1 — X"~! désigne I'application de recollement de ef).
On posera alors gjen = Gerx(1}-
Pour ce faire choisissons ¢ : §™ = 9(el! x I) — Y un représentant quelconque de c(e}). Comme T'

est contractile il existe une homotopie 1 : Y7 ~ fir- Par la propriété d’extension des homotopies :

NN % n—1 QZ)
T=e!x{0}US XI*}YI

G_ -~
—~

—

—~

e xI) —— Y
O

18.4. Probleme d’extension des homotopies. Sous les mémes hypotheses sur Y, soit (X, A) €

CW.,, n un entier strictement positif et
f,g: X —Y

telles que f4 i gja- Peut-on étendre I'homotopie H & X ?

C’est un cas particulier du probleme d’extension :

(f:H,9)
X x{0,1}UAX T —=Y

-
-~
-~
-
-
-~

X x1I
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Supposons H étendue & X"~ x I. L’obstruction a I’étendre & X™ x I est dans
H' WX x I,X x {0,1}UAX I[,m,(Y) ~ H"" (X x I/(X x {0,1}UA x I),m,(Y))
~ " (X/A), 70 (Y)) ~ H™(X, A, 7, (Y))
18.5. Probléme de relevement. Considérons le probleme dual du probleme d’extension : soit

E

g

XT>B

un diagramme de CW, existe-t-il un relevement

de fAE?
Notons F' la fibre d’homotopie de E L Bet supposons F' n-simple. Par la proposition 17.3.2 la
fibration p définit un systéme local 7, (€) sur B de fibre 7, (F). L’analogue du théoréme 18.1.1 est le

THEOREME 18.5.1. Soit X € CW et p: E — B une fibration de fibre F n-simple. Soit f : X —
B e CW etg: X" — E un relévement de f en restriction au n-squelette X" de X, n > 0.
— II existe 0" (g) € Z" X, 7€) un cocycle cellulaire tel que 6" (g) = 0 si et seulement si f se
reléve en g : X"t — E.
— La classe de cohomologie [0""1(g)] € H"TY(X,m,&) s’annule si et seulement si la restriction

gjxn-1: X"l E s’étend en un relevement g : X" — E de f au (n + 1)-squelette X™+1.
La preuve, analogue au cas d’extension, est laissée au lecteur.

18.6. Quelques exemples.

18.6.1. Classe d’FEuler. La théorie des obstructions peut servir a définir les classes caractéristiques
de fibrés. Soit par exemple E™ — B un fibré vectoriel réel de rang n. L’existence d’une section par-
tout non-nulle de E™ équivaut a lexistence d’une section du fibré en sphere S"~1(E) associé a E™.
Comme S™~! est n — 2-connexe, I'unique obstruction & l'existence d'une telle section est un élément de
H"(B,m,_1(S" 1)) ~ H*(B,Z) : la classe d’Euler de E™ — B.

18.6.2. Produit de Whitehead. Soit X € CW, et f : S*¥ — X, g : S' — X. Comme S* x S!
s’obtient & partir de S* vV S* par recollement d’une unique cellule e®*™_ il existe une unique obstruction
a étendre

fvg:S8Fvsl — x
en
Skx st — X .
C’est un élément de
HELH(S® x 8Y, 8% v S w1 (X)) = mp—1 (X))

On définit ainsi un produit :

[ e (X)) x m(X) — w1 (X))
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qui coincide avec le commutateur usuel sur 71 (X). En réindexant Ly, = m541(X), on vérifie que (L. (X), [, ])

est une algebre de Lie graduée : si z; € L;, on a :
[zi, 2] = (1) [xj, 2] -

(=19 [[zi, 25), @] + (=17 [z, 2] 2] + (1) " [[zx, 2], 2] = 0

19. Suites spectrales

Dans cette section A désigne une catégorie abélienne, A® et A**® les catégories abéliennes Z-graduées
et Z-bigraduées correspondantes.

DEFINITION 19.0.1. Soit A une catégorie abélienne.
(1) Une suite spectrale E dans A est la donnée d’un entier ro € N et pour tout entier r > rg :
(i) d’un objet E,. € A (appelé la « r-iéme page » de la suite spectrale E).
(ii) d’une différentielle d, : B, — E, (i.e. d>=0).
(11i) d’un isomorphisme E. 1 ~ H.(E,,d,).
(2) Un morphisme f : E — E' de suites spectrales dans A est une collection de fléches f, : E. —
E, € A telle que les diagrammes

FE, E;
d, d;l
E?" ? E,;‘
et
o fria E1,4+1
H*(Era dr) —— H*(Ealu dr)
H.(fr)
commutent.

On définit ainsi la catégorie SS(A) des suites spectrales dans A. C’est bien-slir une catégorie abélienne.

REMARQUES 19.0.2. (1) La catégorie A sera le plus souvent bigraduée, par exemple la catégorie
des modules bigradués sur un anneau (en topologie algébrique) ou la catégorie des faisceaux de
modules bigradués sur un faisceau en anneau (en géométrie algébrique).

(2) Dans la définition 19.0.1 on n’a pas précisé la nature des différentielles. Si A est (multi)graduée,
le degré total des d, sera toujours 1 (on parle alors de suite spectrale cohomologique) ou —1 (on
parle alors de suite spectrale homologique et on note (E",d") plutot que (Ey,d,)).

(3) dans le cas ol A est bigraduée, les différentielles d, le seront également :

— dans le cas cohomologique,
d, : EP? — Eptra-rtl
* T
est de bidegré (r, —r + 1).
— dans le cas homologique

[ i T
dr: EP#I EpfrqurT*l

est de bidegré (—r,r + 1)
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(4) Ventier rg sera le plus souvent 0, 1 ou 2.

19.1. Que calcule une suite spectrale? Notons
Zy, =kerd,, et B,, =Imd,, .

Comme d2, =0 on a By, C Z,, C Ey,.

Par définition E, 1 = Z,,/B;,. Notons

ZT0+1 = kerdro_,_l et BT0+1 =Im dTo+1 .
Comme dfoH =0ona By+1 C Zyy+1 C Ery41. Relevons les sous-quotients : Z,,41 et By 41 s’écrivent
de maniere unique
ZT0+1 = ZT0+1/BT0 et BT0+1 = B’f’oJrl/BTo .
Finalement
Bro C BTo-‘rl C Zr0+1 C Zro .

En itérant ce relevement de sous-quotients, une suite spectrale (F,,d,.) peut donc étre pensée comme

une double suite de sous-objets de E,, :
Byy CByyi1 C--CB. C+++CZp C++ C Zyys1 C Zn,

avec

E, = Z,/B,
0~ Zyo1/Br —> Erpr 8 Boyt /B, — 0

Z?"/Zr+1 = Br+1/Br
Notons alors

Zoo = NnZ, Vespaces des « cycles survivants » .
By = U, B,, T'espace des « bords éventuels » .
L’objet calculé par la suite spectrale (E,., d,) est Fo, := Zoo/Beo-
19.2. Suite spectrale d’un complexe filtré. Dans cette section on décrit I’exemple le plus simple
de suite spectrale : la suite spectrale associée & un complexe filtré (cohomologique, le lecteur traitera par

lui-méme le cas homologique analogue).

Soit (A®,d) un complexe cohomologique dans 4. On souhaite calculer H*(A®,d) € A°.

DEFINITION 19.2.1. Une Z-filtration décroissante de (A®,d) est la donnée pour tout p € Z d’un
sous-compleze (FPA®,d) de (A®,d) satisfaisant pour tout p € Z
FPHLA® C FPA® .
Remarquons que si (A®, d, F'*) est un complexe cohomologique Z-filtré dans A alors
— la différentielle d induit une différentielle, encore notée d, sur le gradué Gr}. A® € A* (ot (Gri. A®)* =
Fr Ak pr+laky,

— la filtration F' induit une filtration, encore notée F, sur H*(A®,d) en posant
FPH"(A®,d) = Im [H*(FPA® d) — H*(A®,d)] .

THEOREME 19.2.2 (Leray). Soit (A®,d, F'®) un complexe cohomologique filtré dans la catégorie abé-

lienne A.
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(1) Il existe une suite spectrale cohomologique naturelle (E,),>o dans A®*, de termes :
- B = Grf APT4 = FPAPTa | FPTLAPTG et dy : By — Ey est déduite de d.
- EPT = HPT(GrlL A%, d) et la différentielle dy : ED? — Eerl’q s’identifie a la fleche de
connexion
§: HP(Grb A® d) — HPYITY(Grh A% d)
apparaissant dans la suite exacte longue associée a la suite exacte courte
0 — GrhftA® — FPHIAS  FPH2AS s Gih A® — 0 .

(2) si de plus la filtration est exhaustive (i.e. A* = U,FPA®) et séparée (i.e. N,FPA* =0) alors « la

suite spectrale (E,,d,) converge vers H*(A®,d) » au sens ot pour p + q fizé et pour r assez grand
EP1 = EP1 = G, HPT9(A®,d) .

REMARQUE 19.2.3. La terminologie établie « la suite spectrale (E,., d,.) converge vers H*(A®,d) » est
malheureuse : la suite spectrale calcule seulement le gradué de H*(A®, d) pour la filtration sur H*(A®,d)
déduite de F.

DEMONSTRATION. Posons
ZP9 = FPAPTI O - (P Artatly
Notons que :
ZPH DIl = prtl pgpta o g1 (FPir Aptatly ¢ zpa

dzP=IThat =2 o pp Apta n gpporl Arta=l ¢ zpa
et posons
BPO = ZPTHml 4 qzpm it hatt=2 o gpa
Posons EP4 = ZP4 /BP9, Comme d : ZP9 — ZPT747 "1 o d : BP9 —s BPTa=7+1 a différentielle
d induit bien une différentielle
d,: BP9 — pprra—rtl

Il reste a vérifier les propriétés nécessaires.
(a) Par définition Z5? = FPAPH et BYY = ZPtH9~1 = prtlArta donc E5Y = Grb. APT4. De plus
la différentielle induite est simplement d : Grf, APT7 —s Grh, AP+a+l,
(b) Vérifions que EYf, ~ HPY(E®, d,.).
Size ZPY, dz € ZPH T ¢ BrrasrHl done la classe 7 de z dans EP? vérifie d,Z = 0.
On construit ainsi une fleche

fol — kerd, : EP? — Ef+r’q_r+1 .

Siz =21 +dz € BYY = ZPH1a-1 4 dzp—ma L comme Z2H1a-1 ¢ ZPHHTT € BP9 on a
Z = dzy. Comme z9 € fo’"’q*’"*l, dzo = d,.(Z). La fleche précédente induit donc une fleche

P,q . —r,qg+r—1 s
BPY, — T d, - BP0t pra

et donc par passage au quotient une fleche
kerd, : EP4 —s Eptra-rtl

ZPaQ/Bllq s
o Im d, : EZ~"9 1 — gPe
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Montrons que cette derniere fleche est surjective. Soit z € ZP¢ tel que Z € kerd,. Donc
dz € Bptma—rtl = qzptha=l  Zptrtba=r of ] existe w € ZP97 tel que

d(z —w) € ZPH~HaT

Mais alors d(z — w) € FPHH1APTatl of 2 — € ZP%. Comme @ = 0 car 2279~ € B2, on a
par ailleurs Z = z — w et le résultat.
L’injectivité se démontre aussi facilement.

(c) Onaen particulier EY"? = HP4(Ey®, dy) = HPT4(Grh. A®, dy). Reste & comprendre la différentielle
di. Siz € EP dy(z) = dz mod BYH? ot z € ZP? représente Z. Clest exactement la définition
de la fleche 4.

(d) Pour la convergence : soit n = p + ¢ fixé. Par 'hypothese de séparation pour k > n assez grand
on a FFA™ = FkAn=1 = FF A"+l = (. Mais alors :

p,q __ pt+l,g—1 p—k,q+k—1 _ p+l,g—1
By =2 +dZz;, =2

car Z,f_k’q+k_1 = FPA™ NIm d puisque p — k < 0. Finalement

pra o 0 [H"(FPA®,d) — H"(A*,d)]
R Im [H(FPtlA®d) — H™(A®,d)]

= G2 H™(A®,d) .
O

19.2.1. Ezemples de filtrations. On rencontre le plus souvent I'une des deux filtrations suivantes :

— la « filtration béte » : on pose

oAk 0 sik<p

AF s k>p
— filtration de TotA® : soit (A**,d;,ds) un complexe double dans A supporté en degrés positifs.
Notons (TotA®, D) le complexe simple associé : TotA* = @, ,- AP, D = d; + (—1)Pd. On pose
FPTotA* = @y st ropA™S.
Ces deux filtrations sont tres liées. Supposons que A a suffisamment d’injectifs. Si on résout un complexe
(A°,d) de A par un complexe double d’injectifs (I°*°®,d,ds) c’est-a-~dire :

iP o AP — [P®
iPod=dyoiP!
Im ? = ker d»
alors
(Totl®, dy + (—1)Pdy) % (A%, d) et (FPTotl®,dy + (—1)Pdy) % (FPA°, d)

ou on considere la filtration de complexe double sur TotI® et la filtration béte sur (A®,d). On obtient

ainsi un quasi-isomorphisme filtré

q.1i.

(A%, d, FPA*) % ((TotI®,dy + (—1)Pds), FPTotI®) .
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19.3. Suite spectrale associée & un couple exact. Alors que la suite spectrale associée a
un complexe filtré est souvent suffisante pour expliquer les suites spectrales apparaissant en géométrie
algébrique, ce n’est pas le cas en général pour les suites spectrales de la topologie algébrique. Dans cette
section on définit la notion de couple exact et la suite spectrale associée. Toutes les suites spectrales

connues s’obtiennent a partir d’'un couple exact.

DEFINITION 19.3.1. Un couple ezact dans une catégorie abélienne A est un diagramme dans A

D———=D

NS

Imi=kerj, Imj=kerk, Imk =ker? .

exact en chaque objet :

Posons alorsd =j-k: E — E. Alorsd®> = (j-k)-(j-k) =3 - (k-j) -k =0 puisque k - j = 0. Ainsi
(E,d) est un objet différentiel de A.
19.3.1. Couple dérivé d’un couple exact. Soit

D——— =D

NS

un couple exact dans A et d = jk. Notons F' = H, (E7 d) et D' = i(D) = ker j. Considérons le diagramme

D/ > D/

\/

défini par
— = i)
— La fleche j' : D' — E' est définie par j'(i(z)) = j(z) (la classe de j(z) dans E’). La fleche j/ est
bien définie : si i(x) = i(y) alors  —y € Im k et (m ) € j(Im k) = d(E) donc j(z —y) = 0.
— La fleche k' : B/ — J’ est définie par k'(€) = k(e). Si e = f alors e — f = dz pour un = € E donc
k(zx —y) =k(dz) =k(j - k(z)) =0car k-j =0.
PROPOSITION 19.3.2. Le couple

D/ > D/

\/

est un couple exact, appelé couple dérivé du couple exact

D———>D

NS

On noterad =j' - k' : B/ — FE'.
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DEMONSTRATION. Exercice laissé au lecteur. O

COROLLAIRE 19.3.3. Soit
D -t 5 D
E

un couple exact dans une catégorie abélienne A. On définit une suite spectrale (E,,d,),>1 dans A, dite

suite spectrale associée au couple exact, en posant :

Ey=E, dy=d .
Erp1=E.r>1.
dpyr =d. .

REMARQUE 19.3.4. Dans le cas ol A est bigraduée et i, j, k sont de bidegrés respectifs (—1,1), (0,0)
et (1,0) les fleches 4., j,, k sont de bidegrés respectifs (—r,r), (r — 1,1 — r) et (1,0) respectivement et
la différentielle d,. = j, - k, est du bidegré attendu (r,1 —r).

19.4. La suite spectrale d’un complexe filtré comme suite spectrale d’un couple exact.
Soit (A*,d, F*) un complexe filtré dans A. Notons DP? = HPTI(FPA) et EP1 = HPTI(GrPA®,d). La

suite exacte longue déduite de la suite exacte courte
0 — FPTIA® 55 FPA® 25 GrPA® — 0
définit un couple exact dans A**

pprtlg-1 DP:4a

Drtla J
X
[pa

ou k désigne I’homomorphisme bord
HPYU(GrPA® d) 25 HPTOtL(FPHiAe d)

On vérifie facilement que la suite spectrale associée a ce couple exact dans A**® coincide avec la suite

spectrale associée au complexe filtré (A®,d, F'®) .

19.5. Convergence de la suite spectrale associée a un couple exact.

ProOPOSITION 19.5.1. Soit
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un couple exact dans une catégorie abélienne bigraduée A**. Posons

ZPa = kil(Im gr—1 . pptrg-—r+l __ Dp+1’q)

BPa = j(ke”-rq - DP9 Dp7r+1,qfl+r)
Alors ces sous-modules de EP? déterminent la suite spectrale associée au couple exact

D———=D

E
En particulier EP? ~ ZP1/BP4. De plus

o ﬂrk_l(Im gr—1 . pprg—r+l Dp+1,q)
7 Upj(kerim—1: Dpa —s Dp—rtla—14r)

DEMONSTRATION. Exercice. O

20. La suite spectrale de Leray-Serre-Atiyah-Hirzebruch

Dans cette section F < E - B désigne une fibration dans Top de fibre F. On supposera toujours

que B est un CW-complexe 0-connexe. Rappelons que dans ces conditions on obtient une représentation
p:m(B) — Aut F |
ou Aut F' désigne le groupe des classes d’homotopies des équivalences d’homotopie de F'. En particulier
si G désigne une théorie (co)homologique sur Top la représentation précédente induit une représentation
p:m(B) — Aut(G(F)) .
On notera G(F') le systeme local sur B associé & cette représentation.
On cherche & calculer G(E) en utilisant la filtration
E°cE'c.--EPC---CE ,
ot EP = p~1(BP) désigne la préimage dans E du p-squelette BP de B.

THEOREME 20.0.2 (Leray-Serre-Atiyah-Hirzebruch). Soit F — FE L B une fibration dans Top de
fibre F, avec B € CW 0-conneze. Soit G une théorie homologique sur Top. Il existe une suite spectrale
EZQ),q = Hy (B, Gq(F)) = Gpq(E)

(pour la filtration sur Gpiq(E) donnée par F,Gpiq(E) =Im (Gpiq(E?) — Gpiq(E)).

THEOREME 20.0.3 (Leray-Serre-Atiyah-Hirzebruch). Soit F — FE L B une fibration dans Top de
fibre F', avec B € CW 0-conneze. Soit G une théorie cohomologique sur Top.

Supposons que B est un CW -complezxe de dimension finie ou bien qu’il existe N € Z tel que GI(F) =0
pour ¢ < N.

1l existe une suite spectrale
Ef" = HP(B,G'(F)) = G""1(E)
(pour la filtration sur GPT9(E) donnée par FPGPT(E) = ker(GPT4(E) — GPTI(EP)).
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DEMONSTRATION. Leray et Serre prouvent ces théorémes dans le cas ot G est une théorie homolo-
gique ordinaire, en considérant la filtration sur le complexe Sing, (F) (ou Sing™(E)) induite par la filtration
de F via les EP et en appliquant la suite spectrale d'un complexe filtré.

Pour une théorie (co)homologique quelconque ne s’obtenant pas comme (co)homologie d’un complexe
de (co)chaines facilement décrivable, Atiyah-Hirzebruch remarquent que le théoréme reste valable en
utilisant la suite spectrale d’un couple exact canoniquement déterminé par la filtration (EP) de E.

Donnons la preuve dans le cas homologique, le lecteur 'adaptera au cas cohomologique. La suite

longue d’homologie de la paire (EP, EP~!) définit un couple exact de groupes abéliens bigradués

Dp—l,q+1 = Gp+q(Ep_1) - Dp,q = Gp+q(Ep)

_ J
Dyp1,4= Gerqfl(Ep 1)
\
Epq = Gpiq(EP, Ep_l)

La suite spectrale de ce couple exact commence en

Bl - LE;

D, Py —1,q

Gp+1(Ep7 Ep_l) - Gp+qfl(Ep_17 Ep_2)

ou la différentielle n’est rien d’autre que I’homorphisme de connexion de la suite exacte longue pour G
du triple (EP, EP~!  EP=2). On a alors

,  kerd: E\,—E ,,

71 Imd: B, — B,
| kerd: Gpag(EP, EP1) — Gpypgos (EP~1, EP~2)
= T 0 Gyegrt (BP0, B7) —» Gy g (B9, B7T)

Le théoréme 20.0.2 suit alors immédiatement du lemme suivant :

LEMME 20.0.4. Il existe une famille canonique d’isomorphismes
Gpiq(EP, EPY) 2 Co(B,Gy(F))
rendant commutatif les diagrammes
(6) Gpq(EP~1, EP72) — Gpyq—1(EP~1, EP7?)
| |
Cp(B.Gy(F)) ————> Cpr(B. Gy (F))
DEMONSTRATION. Décrivons I'isomorphisme

Gprq(EP,EP™Y) =~ C,(B,G,(F)) .
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Pour j € J,, ou J, désigne I’ensemble des p-cellules de B, notons <I>§ : D;j — 67:; C BP l’application

caractéristique de la cellule e? de B. On dispose donc d’'un homéomorphisme relatif :

(Hier Dy, HieJ,, oD5) %) (B?,BP~1)
ot & = [];c, @7, donc aussi

(P*E, ®*E) ey, o) % (EP, EP~1)
Donc

Gp+q(Epv Epil) = Gp-&-q((I)*E’ (I)*EI Hier aDéj)
= @ies, Gp+q(P}) E, (®])"E|pr)

ou la deuxieme égalité résulte de 'axiome d’additivité pour G.

Comme D? est contractile la fibration (®7)*E est triviale. Notons Fj la fibre au dessus du point 0 de
D? on en déduit

Gp+q(Evap71) = @ierGp-s-q(Fi X Df,Fi x 0D7)
~ Bjet,Gq(Fi) = Cp(B, G4(F))
ol on a utilisé que pour tout X € Top,
Gn(X x DP, X x DY) = G, (X x D?/X x ODP)
=Gn(X x SP/X x {1})
=G (=P (X [T
= Gup(X [[{#}) = Gup(X)

Le fait que le diagramme (6) commute est laissé en exercice (non-trivial!) au lecteur. O

21. Applications de la suite spectrale de Leray-Serre
21.1. Calcul de H,(Q2S*). Considérons la fibration
R T A
ot PS* désigne I’espace (contractile) des chemins de S¥. La suite spectrale homologique de Leray-Serre
pour cette fibration est dans le premier cadran, de premier terme
H,(QS*) sip=0oup=k
B2, = Hy(S", H,(Qs*) = { 77 ’
0 sinon.
Donc
E2—F3—...= EF
et
Ek—‘rl :Ek+2:"':Eoo .
Ainsi la suite spectrale dégénere en FF+1,
Comme H,,(PS*) =0 pour n > 0, on a Epe, = 0 pour p+ g # 0. Comme E est une suite spectrale
dans le premier cadran, on en déduit E;S, = 0 pour (p,q) # (0,0).
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Finalement :
k. pk k A
kerd" : Ey , — Ef 1 k1 sip=k,
k+1
0=FE* =F = k. pk k o
P.q Pyq cokerd” : Ey)  — Ef .,y sip=0,
0 sinomn.
Ainsi
k d
Ek,q E07q+k71
2 d* 2
B g == Ejq+11
D’ou

H,(QS¥) = Hypia (QSF)

Comme H(2S*) = Z on en déduit par induction sur q :

Z sig=alk—1 >0

Hyask) = { & sta=alk=1),a =20,
0 sinon.

21.2. Caractéristique d’Euler. Rappelons que si Z € Top est tel que tous ses nombres de Betti

bi(Z) =1k H;(Z,7Z) sont nuls sauf un nombre fini, on définit sa caractéristique d’Euler par

X(Z) = Z(fl)nrk Hn(Zv Z) :

n

PROPOSITION 21.2.1. Soit F — E — B une fibration de fibre F. Supposons que 71(B) agisse
trivialement sur H.(F). St x(B) et x(F) sont définis alors x(E) aussi et

X(E) =x(B) - x(F) .

DEMONSTRATION. Considérons la suite spectrale de Leray-Serre & coefficients rationnels de cette

fibration. Le Q-espace vectoriel
Ez,q = H,(B,H,(F,Q)) = Hy(B,Q) ® Hy(F,Q)

est de dimension finie sur Q, nul sauf pour un nombre fini de couples (p, ¢). En particulier la suite spectrale
dégénere et Epo = E  pour r suffisamment grand.

Considérons le complexe
E, =PE;,. .,
p

D’une part

X(E2) = x(B) - x(F)
en tant que produit de complexes. D’autre part

X(Eq) = x(H.(E",d")) = X(EJ) .
Finalement
X(ED) = X(EY) -

Comme H,(E,Q) =@, GrpH,(E,Q) ~ E7°, on en déduit finalement :

X(B) - x(F) = x(E?) = x(B&) = x(E) .
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21.3. Théorémes d’Hurewicz et Whitehead dual modulo une classe de Serre.
21.3.1. Classes de Serre.

DEFINITION 21.3.1. Soit C une collection de groupes abéliens. La collection C vérifie l’aziome :
(I) si pour toute suite exacte de groupes abéliens 0 — A — B — C, les groupes A,C € C si et
seulement si B € C. On dit alors que C est une classe.
(I14) si pour tout A, B € C alors A® B € C et Tor’(A, B) € C.
(IIg) si pour tout A € C et tout groupe abélien B, A® B € C.
(I1I) sipour tout A€ C et toutn €N, H,(A,Z) := H,(K(A,1),Z) € C.
(IV) si toute somme directe (finie ou infinie) de groupes de C est dans C.
On montre facilement que 'axiome (I75) implique 'axiome (I14), et que Paxiome (I'V') implique les
axiomes (IIg) et (II1).

DEFINITION 21.3.2. Une collection C de groupes abéliens est une classe de Serre si elle vérifie les

aziomes (I), (I14) et (I1I). C’est une classe de Serre forte si elle vérifie de plus Uaziome (I1g).

EXEMPLES 21.3.3. (1) la collection des groupes abéliens de type fini (resp. des groupes abélines
finis, resp. des groupes abéliens finis dont ’ordre n’est divisible que par les nombres premiers
appartenant & une famille donnée) forme une classe de Serre.

(2) la collection des groupes abéliens de torsion (resp. des groupes abéliens de torsion dont les p-
composantes sont nulles pour une famille donnée de premiers p) est une classe de Serre forte (elle

vérifie évidemment 'axiome (IV)).
21.3.2. Les théoremes.

DEFINITION 21.3.4. Soit C une classe de Serre. Un morphisme de groupes abéliens f : A — B est
un monomorphisme mod C si ker f € C, un épimorphisme mod C si cokerf € C, un isomorphisme mod C
si ker f € C et cokerf € C.

THEOREME 21.3.5 (Hurewicz mod C). (a) Soit C une classe de Serre. Soit X € Top un espace
0-conneze abélien. Sim;(X) € C pouri < n alors H;(X) € C pouri < n et le morphisme d’Hurewicz
h:mp(X) — H,(X) est un isomorphisme mod C.

(b) (version relative) Soit C une classe de Serre forte. Soit (X, A) une paire de Top avec A et X
simplement connezes et mo(X,A) = 0. Si m;(X,A) € C pour i < n alors H;(X,A) € C pouri <n
et le morphisme d’Hurewicz h : mp (X, A) — H, (X, A) est un isomorphisme mod C.

REMARQUE 21.3.6. On retrouve le théoréeme d’Hurewicz classique en prenant pour C la classe de

Serre des groupes a un élément.

COROLLAIRE 21.3.7 (Whitehead dual mod C). Soit C une classe de Serre forte. Soit f : X — Y une
application entre espaces 1-connexes et telle que f. : ma(X) — mo(Y') est surjective. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) fo:mi(X) — m(Y) est un C-isomorphisme pour i < n et un C-épimorphisme pour i = n.

(b) fo: Hi(X) — H;(Y) est un C-isomorphisme pour i < n et un C-épimorphisme pour i = n.
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DEMONSTRATION. Similaire & la preuve du théoréme de Whitehead dual & partir du théoréme de

Hurewicz relatif. O

COROLLAIRE 21.3.8. Soit C une classe de Serre. Soit X un espace 0-conneze abélien. Alors m,(X) € C
pour tout n € N si et seulement si H,(X) € C pour tout n > 0.

DEMONSTRATION. Le cas olt X est simplement connexe découle immédiatement du théoréme de
Whitehead dual mod C pour lapplication canonique f : X — {x}. On peut aussi (exercice laissé au
lecteur dans le cas X 0-connexe abélien) adapter immédiatement la preuve du théoréme 21.3.5 donnée

ci-dessous. O
Prenons pour C la classe de Serre des groupes abéliens de type fini, on en déduit en particulier le :
COROLLAIRE 21.3.9. Pour tout entiers i,k le groupe m;(S*) est de type fini.

REMARQUE 21.3.10. La condition « X abélien » dans les théoremes 21.3.5 et 21.3.8 est nécessaire.
Par exemple 75(S! vV S2) n’est pas de type fini bien que tous les H, (S' Vv S?), n > 0, le soient.

Avant de démontrer le théoreme 21.3.5, commencons par le

LEMME 21.3.11. Soit C une classe de Serre. Soit F' — E — B une fibration d’espaces 0-connezxes et
telle que m1(B) agit trivialement sur H,(F).

(a) Si H,(F) € C et H,(B) € C pour tout n > 0 alors H,(E) € C aussi.

(b) Si Hy(F) € C et Hy(E) € C pour tout n > 0 alors H,(B) € C aussi.

DEMONSTRATION. Pour (a) : La suite spectrale homologique de Leray-Serre s’écrit
Ezz,q = Hy(B, Hy(F)) = Hy(B, Hy(F)) = Hy(B) ® Hy(F) & Tor%(prﬂB)qu(F))

d’apres le théoreme des coefficients universels. Par hypothese H,(B) et H,(F) appartiennent & C pour
p >0, ¢ > 0 donc aussi H,(B) ® H,(F) et Tor’(H,_,(B), H,(F)) par Paxiome (II4) (et les propriétés
évidentes de Hy).

Par induction sur r, comme £  est un sous-quotient de Efj
pour tout r > 2, (p,q) # (0,0).

Donc aussi Gr,H"(E) = E$5,_, € C. Par induction décroissante sur p et par I'axiome (I) on en

p.n—p
déduit que pour tout n > 0, et tout p > 0, F,,H,(F) € C, donc (cas p =0) H,(E) € C.

.¢» on déduit de I'axiome (1) que £ € C,

Pour (b) : Par hypothese H,(E) € C pour n > 0. D’apres axiome (I) les filtrés F, H,, (E) aussi, puis
les gradués EJS, .
Supposons par induction croissante sur k que H,(B) € C pour 0 < p < k. Mais alors comme dans le
cas (a) on en déduit que Equ € C pour p <k, (p,q) # (0,0). Puis par I'axiome (I) : E}, , € C pour p <k,

(p,q) # (0,0), r > 2. Comme
0— Ejtt — Efy " Imd, — 0,

et comme Im d, C E}_, ., € C on déduit de I'axiome (1) que E;t! € C si et seulement si Ey o €C. Par

induction descendante sur 7 on déduit de EY, € C que E,f_,o = H(B) appartient a C. g

COROLLAIRE 21.3.12. Soit C une classe de Serre et G € C. Alors H(K(G,n),Z) € C pour tous
k,n > 0.
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DEMONSTRATION. Considérons la fibration
K(G,n—1) = PK(G,n) ~{x} -» K(G,n) .
Par le lemme précédent, cas (b), et par récurrence, il suffit de démontrer le résultat pour n = 1. Mais

c’est I'axiome (I11) des classes de Serre. 0

PREUVE DU THEOREME 21.3.5 : on se contente de démontrer (a) dans le cas ot X est simplement
connexe, les difficultés (mineures) supplémentaires dans le cas abélien et le cas relatif sont laissées au

lecteur. Soit alors

/

X T X = ()

une tour de Postnikov pour X. Pour tout entier ¢ > 1 notons
(7) F; ~ K(T(Z(X), 7,) — X, » X;_1

la fibration naturelle.

Soit i < n. Comme 7;(X) € C et F; = K(m;(G), 1) il découle du corollaire 21.3.12 que Hy(F;,Z) € C
pour tout entier k£ > 0. Par récurrence sur ¢ on déduit du lemme 21.3.11, (a) que Hy(X;,Z) € C pour tout
i <mn et tout k> 0. Comme X — X,,_1 est une n-équivalence, la flecche Hy(X,Z) — Hyp(X,—1,Z) est
un isomorphisme pour k < n et donc Hi(X,Z) € C pour k < n.

Considérons alors la suite spectrale de Leray-Serre
HP(X”*L Hq(FnZ>) = FpHerq(Xm Z)
associée a la fibration
F,— X, —» X1 .

Comme le premier groupe d’homotologie non-trivial de F,, = K (7, (X),n) est en degré n la page E? n’a
que des zéros entre les lignes 0 et n et la premiere différentielle intéressante est
dn+l o
Hn+1(X7L—1aZ) — H’VL(FTL) — EO,n .
Par ailleurs la projection canonique H,,(Xn,Z) — Gr,H,(Xy,Z) = E5y = Hno(Xp-1, Z) a pour noyau
Foo1Hp(Xn,Z) = -+ = F1Hy (X, Z) = FoHp (X, Z) = GroHp (X, Z) = E(C)),on )

puisque tous les Gr; H,, (X, Z) sont nuls pour 1 <7 <n — 1.
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Finalement on obtient une suite exact a 5 termes :

dn+1

Hn+1(Xn—1aZ) —_— H’n(FTMZ) Hn(Xn7Z) —_— Hn(Xn—l,Z) I 0

I

0o
EO,n

N

Comme H,,1(X,-1,Z) € C et H,(X,,—1,Z) € C, on déduit de cette suite exacte que la fleche naturelle

H,(Fn,Z) — Hp,(X,,7Z)
est un isomorphisme mod C. On déduit du diagramme commutatif

T (Fp) ——— . (Xy)

hl~ lh
H,(Fn,Z) — H,(X,,Z)

que le morphisme d'Hurewicz h : 7, (X,,) — H,(X,,Z) est un isomorphisme mod C. Comme X — X,
est une (n + 1)-équivalence, cette fleche coincide avec le morphisme d’Hurewicz h : 7, (X) — H,(X,Z)

et le résultat.

21.4. Structure multiplicative. La suite spectrale cohomologique de Leray-Serre est bien-plus
efficace que la suite spectrale homologique, du fait de sa compatibilité avec la structure d’anneau de la

cohomologie.

DEFINITION 21.4.1. Soit R un anneau commutatif unitaire. Une suite spectrale de R-algébres bigra-

duées est une suite spectrale cohomologique
((E;’.a Y B Qr B, — Er)v dr)

dans la catégorie des R-algébres bigraduées telle que
(a) d, : E. — E, est une dérivation. En d’autres termes (E,.,d,) est une algébre différentielle
bigraduée.
(b) le produit ¥,11 : Ery1 ® Ery1 — E,q1 est induit par ¥, :

~ H* (¢ % ~
U1 By ® By s HY(E,) 9 H*(E,) 25 H* (B, © B,) "% 0*(E,) > B,y |

ot le morphisme p vient du théoréme de Kiinneth :
0— @p+q=an(Er) 293 Hq(Er) i) Hn(Er ® Er) — ®p+q=n—1T0r{%(Hp(Er)7Hq(Er)) — 0.
DEFINITION 21.4.2. Si (A®,F*) est une R-algébre graduée filtrée, on dira que la suite spectrale

de R-algébres bigraduées ((Er,.),d,) converge vers (A®, F*) si les R-algébres bigraduées @, ,ED1 et

@y, Gr APTY coincident.

Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit ' — E — B une fibration de Top. Considérons la
suite spectrale de Leray-Serre & coefficients dans R associée & cette fibration. La page Ey (avec E5'? =
H,(B,H?(F, R))) munie de la différentielle dy est naturellement une R-algebre différentielle bigraduée, qui
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fait de la suite spectrale de Leray-Serre a coefficients dans R une suite spectrale de R-algebres bigraduées.

On démontre sans difficulté le

THEOREME 21.4.3. La suite spectrale de Leray-Serre o coefficient dans un anneau R commutatif

unitaire converge vers (H®(E, R), F*) en tant que suite spectrale de R-algébres bigraduées.
21.5. Calcul de H*(SU(n), R).

PROPOSITION 21.5.1. Soit R un anneau commutatif unitaire. Soit SU(n) le groupe spécial unitaire
d’un espace hermitien réel de signature (n,0). Alors on a des isomorphismes canoniques de R-algébres
H*(SU(n), R) ~ H*(S® x 8% x §?" ™' R) ~ Ag[xs3, x5, - ,Ton_1]
(ot Aglzs, s, - ,x2,—1] désigne la R-algébre extérieure engendrée par xs, ..., Ton—1 avec x; de degré
DEMONSTRATION. La preuve se fait par induction sur n.

Pour n = 2 : SU(2) est homéomorphe & S3 (sphere unité des quaternions) et on a bien H*(S3, R) =
Ag[zs].

Supposons le résultat vrai pour SU(i), i < n et considérons la fibration

SU(n —1) «— SU(n) - S*"~1 .
Comme H*(S?""1 R) ~ Aglyan—1] et H*(SU(n—1),R) ~ Ag[z3,- - , 72,3, la R-algebre bigraduée Es
de la suite spectrale de Leray Serre s’écrit
Ey ~ ARly2n—1] ®r Ar[zs, -+, v20-3]
et
dy : EY? — EYT291
est nulle. Donc la suite spectrale (E,,d,) dégénére en E,. On peut alors montrer que H*(SU(n), R)
s’identifie a
Tot(E%") = Tot(E3*) ~ Agr(ws, -+, w2p—3,220-1] -

21.6. Calcul de H*(K(Z,n),Q).
ProposiTION 21.6.1.

. ¢ vai
(K (Z,n),Q) = Q[zn]  sin est pair,

Aglzn]  sin est impair.

DEMONSTRATION. LA encore la preuve est par récurrence sur n.
Pour n =1, K(Z,1) = St et H*(S',Q) = Ag[z1] (dans ce cas le résultat est bien-stir encore vrai a
coefficients dans Z).
Supposons le résultat pour K(Z, k), k < n et considérons la suite spectrale cohomologique de Leray-
Serre pour la fibration
K(Z,n—1) — PK(Z,n) ~ {x} > K(Z,n) .
On a donc EY? = HP(K(Z,n),Q) ®g HY(K(Z,n — 1),Q).
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Si n = 2k : par hypothese de récurrence la page E5 a seulement deux lignes non-nulles ¢ = 0 et
q = 2k — 1. Ainsi toutes les différentielles d;, i # 2k — 1, sont nulles et

Ey=FEs == Eg,,

Esyp=-=FEx .
La différentielle dsr_1 est de la forme
dog—1: QB8 ® H*(K(Z,2k),Q) — H*(K(Z,2k),Q) ,

ot 3 désigne un générateur de H2*~1(K(Z,2k —1),Q).
Comme PK(Z,2k) est contractile, oo = dag_1(8) est un générateur de H2k(K (Z,2k), Q).

Par la propriété de dérivation de dsi_1 pour les suites spectrales d’algebres,
VteN, Jdy 1(f®@a)=a®a’ =a't! .
Par induction sur ¢ on en déduit facilement

H*(K(Z,2k),Q) ~ Qla] .

Sin = 2k + 1 : cette fois I'unique différentielle non-nulle sur le générateur 1 ® « de Eg’% =
HO(K(Z,2k + 1),Q) ® H?*(K(Z,2k),Q) est dojy1. Comme E,, = 0, on en déduit que I'application

qui & « associe  induit un isomorphisme :

do
0,2k %2641 2k41,0
Eorth —== Esra

Par la propriété de dérivation de dsg41 pour les suite spectrale d’algebres, on en déduit

d2k+1(0z2) =2a0® d2k+1oz =2a®p

2

et donc 'application qui a o associe 2o ® 8 définit un isomorphisme

d
0,4k  d2r+1 op41 2k
Eort1 —== Earia

Finalement par récurrence sur le degré on obtient le résultat.

21.7. Application aux m;(S™).
THEOREME 21.7.1 (Serre). Soit n un entier naturel impair. Alors m;(S™) est fini pour i # n.

DEMONSTRATION. Sin = 1 le théoréme est évident.

Soit donc n > 1 un entier impair. Notons f : S" — K(Z,N) une application induisant un iso-
morphisme sur les m,. D’apres la proposition 21.6.1 la fleche fi. : H.(S™, Q) — H.(K(Z,n),Q) est un
isomorphisme.

Soit alors C la classe de Serre des groupes abéliens de torsion. La remarque précédente se réénonce
en disant que f, : He(S™,Z) — H¢(K(Z,n) est un isomorphisme mod C.

D’apres le théoréme de Whitehead dual mod C (theoréme 21.3.7),

e :m(S™) — 7w (K(Z,n))

est un isomorphisme mod C : ses noyaux et conoyaux sont des groupes abéliens de torsion. D’apres
le corollaire 21.3.7 ce sont aussi des groupes de type fini. Finalement ce sont des groupes finis et le
résultat. H



CHAPITRE 2
Théorie élémentaire des catégories de modeles

1. Catégories de modeles

1.1. Motivation. Une motivation principale pour 1’étude du formalisme des catégories de modeles

est le probleme de la localisation, c’est-a-dire de l'inversion d’une classe de fleches dans une catégorie.

DEFINITION 1.1.1 (localisation). Soit C une catégorie et W C C une classe de morphismes. Un
foncteur F' : C — D est une localisation de C par rapport a W si
(1) F(w) est un isomorphisme pour tout w dans W.
(2) F : C — D est universel pour cette propriété : si G : C — D’ est un foncteur envoyant les
fleches de W sur des isomorphismes alors il existe un unique foncteur G' : D — D’ rendant

commutatif le diagramme

c—E2.p

|
el
N
D .
Par universalité deux localisations de C relativement a W sont canoniquement isomorphes. Une telle

localisation, si elle existe, sera notée C — C[W ~1].

On peut montrer « abstraitement » que si C est petite alors C[W™!] existe (c.f. [3]). Un pro-
bléme important est d’obtenir une description suffisamment explicite de C[W ~!] pour pouvoir calculer
Homey-17(X,Y) entre deux objets X,Y de C.

Exemple : Soit A une catégorie abélienne et C (A) la catégorie des complexes homologiques positifs
C,., ® > 0, d’objets de A. Soit W la classe des quasi-isomorphismes de C (A). Si la catégorie A posséde
assez de projectifs la localisée C'y (A)[W 1] n’est autre que la catégorie dérivée D (A). L’algebre homolo-
gique classique résout le probleme du calcul de Homp_ (4)(X,Y’) en terme de « résolutions » : on remplace
tout complexe par un complexe quasi-isomorphe formé de projectifs et les Homp_ (4) s’obtiennent entre

de tels complexes comme les Hom¢, (4) modulo homotopie de complexes. Ainsi

D+(A) ja C+(Aproj)/ “~homotopie

ol Apyroj désigne la sous-catégorie pleine de A formée des objets projectifs.

Un but de la théorie des catégories de modeles est de fournir un formalisme analogue dans un cadre

non-abélien.

1.2. Définition.

85
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DEFINITION 1.2.1. Une catégorie de modéle est une catégorie C munie de trois classes de fleches
fermées par composition et contenant toutes les identités :

(i) la classe W des équivalences faibles (notées —).

(ii) la classe Fib des fibrations (notées —» ).

(#ii) la classe Cof des cofibrations (notées < ).
Une fleche de WNCof est appelée une cofibration acyclique, une fleche de W NFib une fibration acyclique.
On demande que les axiomes suivants soient satisfaits :

MC1 Toutes les petites limites et colimites existent dans C.

MC2 Si f et g sont des fleches composables de C et si 2 des 3 fleches f, g et gf sont dans W alors

la troisieme aussi (on dira que W vérifie la propriété « 2 sur 3 »).
MC3 W, Cof et Fib sont stables par rétraction : si

id
T
A—=X—>A
ool
B——=Y ——=1B
~_ 7
id

et si g appartient a W, C ou F alors f aussi.

MC4 Etant donné un diagramme

un relévement h existe si
— 1 est une cofibration et p est une fibration acyclique
ou
— i est une cofibration acyclique et p est une fibration.
MCS5 Toute fleche f se factorise de deux maniéres :
— f = pi ou p est une fibration et © une cofibration acyclique.
et

— f =pi ou i est une cofibration acyclique et p une fibration.
Par I'axiome MC1, une catégorie de modele a un objet initial () et un objet final *.

DEFINITION 1.2.2 (Objets fibrants et cofibrants). Un objet A de C est dit cofibrant si ) — A est

une cofibration et fibrant si A — * est une fibration.

Ces objets vont jouer un rdle crucial dans la définition de la catégorie homotopique Ho(C) de la

catégorie de modele C.
Les exemples suivants seront développés plus longuement plus loin :

Ezemple 1 : Dans C4(A) on définit une structure de catégorie de modele en définissant f : My — N,

une équivalence faible si c’est un quasi-isomorphisme, une cofibration si pour tout & > 0 la fleche f, :
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M, — Nji de A est un monomorphisme de conoyau un projectif, une fibration si pour tout & > 1 la
fleche fr : My — Ny est un épimorphisme. Les objets cofibrants sont les complexes formés de projectifs.

Tous les complexes sont fibrants.

Ezemple 2 : On munit Top d’une structure de catégorie de modele comme suit : les équivalences faibles
sont les équivalences faibles d’homotopie, les fibrations les fibrations de Serre, et les cofibrations les

rétractes de fleches X — Y obtenues par recollement généralisé de cellules.
1.3. Redondance des axiomes.
DEFINITION 1.3.1. Etant donné un diagramme
f
A——=X
1
z‘i h// ip
79
B——Y
on dit que i a la propriété de relévement a gauche (LLP) relativerment & p et que p a la propriété de

relevement a droite (RLP) relativement a i.

PROPOSITION 1.3.2. Soit C une catégorie de modéle.

(i) Les cofibrations (resp. cofibrations acycliques) de C sont les fleches ayant la LLP relativement auz
fibrations acycliques (resp. aux fibrations).

(i) Les fibrations (resp. fibrations acycliques) de C sont les fleches ayant la RLP relativement aux

cofibrations acycliques (resp. aux cofibrations).

DEMONSTRATION. L’axiome MC4 implique que les fleches concernées possédent bien les propriétés
de relevement requises. Montrons la réciproque. Remarquons d’abord que si C est une catégorie de modele
alors C°P aussi en prenant comme équivalence faibles, fibrations, cofibrations les fleches opposées respec-
tivement des équivalences faibles, cofibrations et fibrations de C. Donc par dualité (i¢) implique (). Pour
montrer (i), soit p : X — Y ayant la RLP relativement & toutes les cofibrations acycliques. Montrons
que p est une fibration.

Factorisons p en X S X > Y par MC5. On a le diagramme

X —Y

par hypothese. Ceci implique que p : X — Y est un rétracte de la fibration X’ — Y, et donc une
X
pi
Y

Ainsi, dans une catégorie de modele, deux des classes W, C et F' définissent la troisitme : si on

fibration par 'axiome MCS3 :

P

%«7:&
L

i-.<

O

connait C' et F', on connait aussi les fibrations acycliques et les cofibrations acycliques, et les fleches de W
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sont celles admettant une décomposition pi avec p fibration acyclique et i cofibration acyclique. Vérifier
qu’une catégorie C munie de trois classes de fleches W, C et F' est une catégorie de modele revient donc

a vérifier des conditions de compatibilité.

1.4. Stabilité par changement de base/cobase.

COROLLAIRE 1.4.1. Soit C une catégorie de modéle. Alors les cofibrations et les cofibrations acycliques

sont stables par changement de cobase, les fibrations et fibrations acycliques par changement de base.

DEMONSTRATION. C’est évident par la proposition précédente.

2. Théorie homotopique des catégories de modéeles

2.1. Homotopies (a gauche). L’axiomatique des catégories de modeles définie par Quillen permet
de définir de bonnes notions d’homotopie entre fleches. Quelques précautions s’imposent par rapport au
cas topologique :

— étant donné un objet X € C il y a de nombreux choix possibles pour les notions de cylindre ou

d’espace de chemin pour X.

— on va définir deux notions duales : homotopie a droite et homotopie a gauche, qui ne coincident

pas en général.

— I’homotopie a droite ou a gauche n’est pas en général une relation d’équivalence.

DEFINITION 2.1.1 (cylindre). Soit A € C. Un cylindre pour A est un objet AN T € C vérifiant la

factorisation

AJJA—>ANT

RN

A .

On dit que AN I est un bon cylindre si A[JA 5 ANT est une cofibration, un trés bon cylindre si de

plus ANT 15 A est une fibration (nécessairement acyclique).

Ezxemples :
— Pour tout A € C, A est un cylindre pour A; ce n’est en général pas un bon cylindre.
— Dans C = C4(A) : soit Cy € Cy(A). On définit le cylindre standard Ce A I par (Ce A I), =
Cn ® Ch_1 @ C, avec différentielle d(x, a,y) = (0z + a,—da,dy + a). C’est un bon cylindre (et
alors un tres bon cylindre) si C, est cofibrant.
— Dans C = Top,, : si A € Top,, A AT (topologique) est un cylindre pour A. C’est un bon cylindre

(et alors un trés bon cylindre) si A est un CW-complexe.

REMARQUE 2.1.2. Par laxiome de factorisation MIC5 appliquée & la codiagonale V : A[[A — A,

tout objet A de C admet au moins un tres bon cylindre.
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DEFINITION 2.1.3 (homotopie & gauche). Une homotopie (4 gauche) reliant deux fleches f,g: A —
X deC est
AITA——ANT ,

L

X
ot ANT est un cylindre de A. L’homotopie est dite bonne (respectivement trés bonne) si AN est un bon

(resp. trés bon) cylindre pour A. On note f A g.

Ezemples :
— Dans l'exemple de C(A), une homotopie entre deux morphismes de complexes via le cylindre
standard (C' A I). coincide avec la notion usuelle d’homotopie de chaine.
— Dans Top, une homotopie & gauche via 'objet cylindre A A I (topologique) est une homotopie au

sens usuel.

REMARQUE 2.1.4. Si f L g: A — X via 'homotopie H : ANT — X et si f est une équivalence
faible, alors g aussi. En effet notons ing,in; : A — AJJ A les deux fleches naturelles et ig,4; : A —
AT A — A AT les deux applications qui s’en déduisent. Comme

A—= AN A
10 q
est I'identité de A il résulte de MC2 que ig et i; sont des équivalences faibles. Mais alors si f = Hig est

une équivalence faible, H aussi par M C2, et donc aussi g = Hi;.
LEMME 2.1.5. Si f A g il existe une bonne homotopie reliant f a g.

DEMONSTRATION. Soit A][[A — A AT un cylindre pour une homotopie & gauche H : ANT — X
reliant f & g. Par MC5 cette application factorise en A[[A — (AAT) S ANI, et (AAI) est un bon
cylindre. La composée (A A I) 5 AAT 25 X est une bonne homotopie a gauche reliant f a g.

O

LEMME 2.1.6. Si A est cofibrant alors L est une relation d’équivalence sur Home (A, X).

DEMONSTRATION. Pour la réflexivité on prend A comme cylindre pour A et f une homotopie & gauche

entre f et f. Pour la symétrie, échanger les facteurs de A[J A (méme homotopie). Reste la transitivité.

SOUS-LEMME 2.1.7. Si A est cofibrant et AN I est un bon cylindre pour A alors ig,i1 : A — ANT

sont des cofibrations acycliques.

DEMONSTRATION. On a vu dans la remarque précédente que ce sont toujours des équivalences faibles.

On a le diagramme de pushout

—=AJTJA
A ini H ’
donc ing est une cofibration. Mais alors la composée

mA@AHA%AM
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est une cofibration.
O

Soit alors f ~ getg A h. Par le lemme 2.1.5 on peut choisir deux bonnes homotopies H : AN — X
de faget H: (AANI) — X de g & h. Notons (A A I)” le pushout
A———(ANI)
ZO |
i1 |~ I
A
ANT——>=(AND)" .
D’apres le sous-lemme iy et i/, sont des cofibrations acycliques, donc par pushout, aussi ig, if : A —
(AAI)" donc par factorisation (A A I)” est bien un cylindre pour A. Par la propriété universelle du
pushout

-/
2o

A

(ANT)

N
\ H

ANT—= (ANT)"

d’olt ’homotopie recherchée H” entre f et h.
(]

DEFINITION 2.1.8. On note 7'(A, X) l'ensemble des classes d’équivalence de Home(A, X) pour la

. P . l
relation d’équivalence engendrée par ~.

LEMME 2.1.9. Si X est fibrant alors la composition dans C induit une composition 7' (A’ A) x
(A, X) — 7l(A, X).

DEMONSTRATION. On ne suppose pas A cofibrant, donc deux fleches A — X représentant le méme
élément de 7!'(A, X) ne sont pas directement reliées par une homotopie. Cependant il suffit de montrer
que si h Lk A Aet f L g: A — X alors fh et gk représentent le méme élément de 7!(A’, X).
Il suffit de montrer que fh L gh: A — X et gh L gk : A — X. La seconde assertion s’obtient en

composant ’homotopie entre h et k avec g a gauche. La premiere se déduit du sous-lemme suivant :
SOUS-LEMME 2.1.10. Si X est fibrant, f L g:A— X eth: A — A alors fh L gh: A — X.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que comme X est fibrant, on peut choisir une trés bonne homo-
topie entre f et g. Soit H : AANI — X une bonne homotopie (qui existe par le lemme 2.1.5). Factorisons
ANT ~ Aen

ANTS ANT S A
Mais alors on a le diagramme

ANT 2> x

7
e
~ e
e
e

ANT — {x}
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Soit alors H : AA T — X une trées bonne homotopie entre f et g. Choisissons un bon cylindre
ATTA LA~ A pour A’. Par MC4 on a le diagramme

A AT A s and
i k-~ l
j - ~
AN —
La fleche Hk est I’homotopie recherchée.
O
O

2.2. Homotopies (a droite). Par passage a la catégorie opposée on obtient les notions duales :
DEFINITION 2.2.1. Un objet chemin pour X € C est un objet X! de C et un diagramme
XX 2 X xXx

factorisant la diagonale de X. Il est dit bon si X' — X x X est une fibration et trés bon si de plus
XS X

LEMME 2.2.2. Si X est fibrant et X! est un bon objet chemin pour X alors les deux projections
Po,p1 2 XTI — X sont des fibrations acycliques.

DEFINITION 2.2.3. Deux fléches f,g: A — X sont dites homotopes & droite (noté f ~ g) s’il existe
un objet chemin X1 pour X et une homotopie d droite H : A — X' vérifiant

A5 x

| A

XI
LEMME 2.2.4. Si f ~ g: A — X il existe une bonne homotopie & droite de f & g.
LEMME 2.2.5. Si X est fibrant alors ~ est une relation d’équivalence sur Home (A, X).

DEFINITION 2.2.6. On note 7" (A, X) Uensemble des classes d’équivalences de Home (A, X) pour la
relation d’équivalence engendrée par ~.

LEMME 2.2.7. Si A est cofibrant alors la composition dans C induit une composition

(A, X)) x1"(X,)Y) — 1" (A)Y) .

2.3. Homotopies a droite et a gauche. Le lemme liant les homotopies a droite et a gauche est
le

LEMME 2.3.1. Soit f,g: A — X dansC.



92 2. THEORIE ELEMENTAIRE DES CATEGORIES DE MODELES

(1) Supposons f A g. Si A est cofibrant et X! est un bon espace de chemin fixé pour X, alors il

existe une homotopie a droite
XI
e
P
A—= X x X
fxg

(2) Dualement supposons f ~ g. Si X est fibrant et si AN I est un bon cylindre firé pour A, alors il

eriste une homotopie a gauche

AHAer—g>X

|

ANT

DEMONSTRATION. Les affirmations (1) et (2) sont duales, il suffit donc de démontrer (2). Notons
h: A — X! une homotopie & droite reliant f & g, ot X! est un bon espace de chemin pour X. Comme

X est fibrant, les projections p; : X! — X, i = 0,1, sont des fibrations acycliques. Notons
AJJA™S AnT — 4
le bon cylindre fixé. On a le diagramme commutatif

f1lid q+h
AHAHXHA—;XI

_ K_ -7
10+171 _ - Po |~
—
—

ANT = A—F>X

La composée p; o K : AN T — X est une homotopie a gauche H reliant f a g.
O

COROLLAIRE 2.3.2. Soit f,g: A — X deux morphismes de C. Supposons A cofibrant et X fibrant,
et AJJA < ANT 5 A (respectivement X — X! — X x X ) un bon cylindre pour A (respectivement
un bon espace de chemin pour X ). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f~g.

(ii) Il existe une homotopie a droite h : A — X! reliant f a g.

(iii) X g.

(iv) Il existe une homotopie a gauche H : ANT — X reliant f a g.

Donc si A est cofibrant et X fibrant, toutes les notions d’homotopie sur Home (4, X) coincident. On

notera f ~ g et (A, X) désignera l’ensemble des classes d’équivalences de Home¢ (A, X) pour ~.
2.4. Théorémes de Whitehead et Whitehead dual dans les catégories de modeles.

THEOREME 2.4.1. Soit C une catégorie de modéle et X et Y deux objets de C a la fois fibrants et
cofibrants.
(a) (Whitehead) Si f : X — Y est une équivalence faible alors f est une équivalence d’homotopie.
(b) (Whitehead inverse) Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie alors [ est une équivalence
faible.
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Exemples :
(1) Dans la catégorie C = C(A) toute équivalence faible entre complexes de projectifs est une
homotopie entre ces complexes.
(2) Whitehead classique : dans C = Top toute équivalence faible entre CTW-complexes est une équi-

valence d’homotopie.

DEMONSTRATION. Pour (a) : Remarquons d’abord qu’on peut supposer que f est une fibration acyclique :
en effet toute équivalence faible se factorise en la composée d’une fibration acyclique et d’une cofibration
acyclique, et le cas des cofibrations acycliques est dual du cas des fibrations acycliques.

Comme Y est cofibrant, on a le diagramme
)—X
6,7
L
/
Y 1*> Y
Y
Soit X [TX < X AT — X un bon objet cylindre pour X. Le diagramme

XHX (of1x) X

7
o7
~
~

XN ——Y
fi

fournit une homotopie entre ¢f : X — X et 1x.

Pour (b) : exercice (un peu pénible).

2.5. Remplacement cofibrant ou fibrant.

DEFINITION 2.5.1. Soit X € C. On appelle remplacement cofibrant de X une fibration acyclique
QX 5 X avec QX cofibrant. Dualement on appelle remplacement fibrant de X une cofibration acyclique
X S FX avee FX fibrant.

Ezemples : Dans la catégorie C = Cy (A), un remplacement cofibrant d’un objet A de A est une résolution

projective de A.

Bien-stir remplacements fibrants et remplacements cofibrants existent pour tout objet de C par MC5.
En général on ne peut pas imposer que @ et F' sont des endofoncteurs de C.

Pour tout objet X de C choisissons un triple

px Jx

(i) QX est un remplacement cofibrant de X et RQX est un remplacement fibrant de @QX. Remar-
quons que RQX est a la fois fibrant et cofibrant dans C.
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(2) Si X est cofibrant alors QX = X et si QX est fibrant alors RQX = QX.

LEMME 2.5.2. Soit f : X — Y dans C. Dans le diagramme

X <2 QX "> ROX
px | Jix |

fl | f1 | f2
-~ \i g \i

Y < QY= RQY

la fleche fo est uniquement déterminée a homotopie pres. Si de plus f est une équivalence faible, fo aussi.

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer que la fleche f; s’obtient & partir du diagramme

) — QY

7
i

P ~ | Py
s

QX ——Y
fopx
En particulier si f est une équivalence faible, fopx aussi et donc f; aussi. De méme la fleche f5 s’obtient
a partir de

0Xx Jjvofi RQY

, J f2 7 i
JIx |~ -
e
7

RQX —— {x}
En particulier si f; est une équivalence faible, jy o f; aussi et donc fo aussi. Finalement si f est une
équivalence faible, tout choix fo également.

Supposons qu’on remplace f1, fo par f1, f4 respectivement. Montrons que f; et f{ sont homotopes a

gauche, puis que fo et fi sont homotopes. Considérons le diagramme (pour tout choix d’un bon cylindre
QX NI de QX):

(f1.f1)
RX[RX — 2 QY
7 //// NLPY
OX NI 0x
fopx

Donc f; et f{ sont homotopes & gauches. Les fleches jy o f1,jy o f] : QX — RQY sont donc homotopes
a gauche, donc a droite car QX est cofibrant et RQY est fibrant. Il existe ainsi une bonne homotopie a
droite

RQY!

)
QX -~ RQY x RQY

(Jyofi.dvofi)

On obtient le diagramme

QX RQY!

_ 7
. H_ ~
~|ix Phe p
—
—

RQX —— -~ RQY x RQY
Q T3 QY x RQ

Ce qui démontre que fy et f4 sont homotopes & droite, donc homotopes.
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2.6. Catégorie homotopique.

DEFINITION 2.6.1. (1) On note w(Ces) la catégorie dont les objets sont les objets de C a la fois
cofibrants et fibrants, et les morphismes les classes d’homotopie d’applications. Il découle du lemme
précédent que le foncteur RQ) : C — w(Ccy) défini par RQ(X) = RQX et RQ(f) = [f2] est bien
défini.

(2) On définit la catégorie homotopique Ho(C) de la catégorie de modéle C comme la catégorie ayant
les mémes objets que C, et Hompo(c)(X,Y) = Homq(c,.,)(RQX, RQY). On définit un foncteur
p:C — Ho(C) par p(X) = X, p(f) = RQ(f). Ce foncteur envoie équivalence faible sur isomor-

phismes (d’aprés le lemme précédent et le théoréme de Whitehead).

THEOREME 2.6.2. Soit C une catégorie de modéle.
(a) Le foncteur p : C — Ho(C) est un modéle petit pour la localisation de C par rapport ¢ W : pour
tout foncteur G : C — D envoyant les équivalences faibles sur des isomorphismes, il existe un

unique foncteur G : Ho(C) — D rendant commutatif le diagramme :

¢ —5% Ho(C)

D
(b) Le foncteur p : C — Ho(C) induit une équivalence de catégorie D : m(C.y) — Ho(C).

(c) Le foncteur p détecte les équivalences faibles : si f : X — Y dans C est tel que p(f) est un

isomorphisme dans Ho(C) alors [ est une équivalence faible dans C.

Ezemples :
— La catégorie homotopique de Top (espaces compactement engendrés) est équivalente & la catégorie
des C'W-complexes avec les classes d’homotopies usuelles d’applications continues.
— La catégorie dérivée de C(A) est équivalente a la catégorie des complexes de projectifs avec

morphismes les classes d’homotopie de morphismes de complexes.

DEMONSTRATION. Pour (a) : Comme les objets de Ho(C) sont les mémes que ceux de C, la définition de

G sur les objets est évidente. Pour définir G sur les morphismes, notons tout d’abord le

LEMME 2.6.3. Sous les hypothéses du théoréme, si f ~ g : A — X ou f L g: A — X alors
G(f) =Gl(g).

DEMONSTRATION. Supposons f L g: A — X etsoit H: AANT — X une homotopie & gauche

reliant f et g a travers un bon cylindre
ATTAC S AN 2> 2
Comme wig = wi; = 14, on obtient G(w)G(ig) = G(w)G(i1). Comme w € W, G(w) est un isomorphisme
et on en déduit G(ip) = G(i1). Comme Hig = f et Hi; = g on en déduit G(f) = G(H)G(ip) =
G(H)G(i1) = G(g). L’autre cas est dual de celui-ci.
O
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Soit alors ¢ € Hompec)(X,Y) = Homyc,,)(RQX, RQY) représenté par une fleche fo : RQX —
RQY, unique & homotopie preés. D’apres le lemme précédent G(f2) : G(RQX) — G(RQY') ne dépend
que de ¢. Le diagramme

X <2 QX > ROX
px Jx

|
~ . ~

Y <5 QY= RQY

permet de définir G(¢) = G(py)G(jy) 'G(f2)G(jx)G(px)~" ne dépendant que de ¢. On vérifie facile-
ment que G est un foncteur, relevant G.

Pour (b) : Le foncteur P est clairement pleinement fidele et essentiellement surjectif, donc une équivalence
de catégorie.

Pour (¢) : Supposons p(f) un isomorphisme dans Ho(C). Donc fo : RQX — RQY a un inverse a
homotopie pres. On conclut d’apres Whitehead dual.
]

3. Foncteurs dérivés

Le probleme est le suivant : étant donné un diagramme
P
C —— Ho(()

F
D

ou C désigne une catégorie de modele et D une catégorie quelconque, comment étendre le mieux possible
le foncteur F' & un foncteur défini sur la catégorie homotopique Ho(C)? En général F' n’envoie pas

équivalence faible de C sur isomorphisme de D et ne factorise donc pas naturellement via Ho(C).

DEFINITION 3.0.4. Soit C une catégorie de modéle et F : C — D un foncteur.
(a) Un foncteur dérivé a gauche pour F est une paire (LF : Ho(C) — D,t: LF op — F)

C

Ho(C)

universelle « depuis la gauche » : pour toute autre telle paire (G, s) il existe une unique transfor-

mation naturelle ' : G — LF vérifiant

GopS—OZ;LFop;F

S
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(b) Dualement un foncteur dérivé & droite pour F est une paire (RF,t)

C Ho(C)

RF

D

universelle « depuis la droite » : pour toute autre paire (G, s) il existe une unique transformation

naturelle de foncteurs s' : RF — G vérifiant

F—%RFop > Gop

\/

REMARQUES 3.0.5. (1) Par universalité un foncteur dérivé a gauche LF pour F, s’il existe, est
unique a unique transformation naturelle pres. De méme pour un foncteur dérivé a droite.
(2) Si F envoie équivalences faibles de C sur isomorphismes de D, la factorisation F’ : Ho(C) — D

induite est un foncteur dérivé a gauche (et a droite) pour F.

Généralisons cette derniere remarque pour donner un critere d’existence de LF'.

DEFINITION 3.0.6. On notera C. (resp. Cy) la sous-catégorie pleine de C engendrée par les objets
cofibrants (resp. fibrants); et nC. (resp. nCy) la catégorie formée des objets cofibrants (resp. fibrants) de
C et ayant comme morphismes Homyc, (A, B) = 7" (A, B) (resp. n'(A, B)), c.f. définitions 2.1.8 et 2.2.6.

Supposons que F': C — D envoie W NC,.. sur Iso(D). En particulier F' vérifie les hypotheses du

LEMME 3.0.7. Soit F : C. — D un foncteur envoyant les < entre objets de C.. sur des isomorphismes
deD. Si f~g:A— B avec A, B € C,, alors F(f) = F(g).

DEMONSTRATION. Soit H : A — B’ une trés bonne homotopie & droite reliant f & g. L'objet B
est cofibrant et w : B <» B donc B! est cofibrant. Par hypothese sur F', comme w est une cofibration
acyclique entre objets cofibrants la fleche F'(w) est un isomorphisme. Comme F(pg)F (w) = F(p1)F(w)(=
F(1p)), on en déduit F(pg) = F(p1). Comme f =pgo H et g = p; o H, on en déduit F(f) = F(g).

O

Le foncteur F induit donc un foncteur F’ : 7C. — D . Par hypothese sur F, le foncteur composé
c-% 7Ce = D envoie alors W sur Iso(D). Par la propriété universelle de Ho(C) ~ C[W 1], il factorise
donc en un foncteur LF' : Ho(C) — D :

C —p> HO(C)

PN

wC, LF

RN

D
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Définissons alors la transformation naturelle ¢t : LF op — F par
tx = F(px): LF(X)=F(QX) — F(X) .
Si X est cofibrant alors QX = X et tx = 1p(x).

THEOREME 3.0.8 (Critére d’existence de LF et RF'). (a) Si F : C — D vérifie F(W NC,.) C
Iso(D) alors la paire (FQ',t) est le foncteur dérivé & gauche LF de F. En particulier pour tout
objet cofibrant X de C la fleche tx : LF(X) — F(X) est un isomorphisme.

(b) Dualement si F : C — D vérifie F(WNCy) C Iso(D) alors la paire (FR',t) est le foncteur dérivé
a droite RF de F. En particulier pour tout objet fibrant X de C la fleche tx : F(X) — LF(X)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Par dualité il suffit de prouver (a), c’est-a-dire 1'universalité de (LF,t). Soit
(G:Ho(C) — D,s:Gop — F)

une autre paire. La transformation naturelle s’ : G — LF, si elle existe, doit vérifier le diagramme

SQX

T

’
Sox

GQX) 2% LF(QX) 22 F(QX)
GOP(PX))\LN lLFOP(px)) iF(px)
G(X) —— LF(X) —— F(X)

Sx

Comme QX est cofibrant tox = 1pgx) et LF op(px)) = 1pgx)- On en déduit que nécessairement
s’ = sQx o (Goplpx)) ™ .
Donc il existe au plus une transformation naturelle s’ : G — LF. Réciproquement, si on pose sy =

sgx o G(p(px))~! on définit évidemment une transformation naturelle G o p —s LF o p. Remarquons le

LEMME 3.0.9. Soit F,G : Ho(C) — D ett: F op — G o p une transformation naturelle. Alors t

définit une transformation naturellet : F — G.

DEMONSTRATION. Il faut vérifier que pour tout morphisme h : X — Y de Ho(C), le diagramme

D(h) : Fx) 22 Py

ax) <" qiyy

commute, ol ce diagramme commute si h = p(f) ou bien h = p(g)~!, avec f € C, g € W. Mais
tout homomorphisme de Ho(C) est composé de telles applications : on se rameéne de X & RQ(X) par
des équivalences faibles et la fleche p : Home(RQX, RQY) — Hompge(c)(RQX, RQY') est surjective.
Comme D(hih2) commute évidemment si D(hy) et D(h2) commutent, on conclut.

]
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Finalement s’ définit une transformation naturelle s’ : G — LF. Ce qui achéve la preuve du
théoreme 3.0.8.
d

3.1. Foncteur dérivé total.

DEFINITION 3.1.1. Soit F : C — D un foncteur entre catégories de modéles. Ce foncteur induit
donc un foncteur pp o F : C — Ho(D). Un foncteur dérivé total & gauche (resp. a droite) de F est un

foncteur dérivé a gauche (resp. a droite)
LF : Ho(C) — Ho(D)
pour pp o F.

REMARQUE 3.1.2. Comme d’habitude, les foncteurs dérivés totaux, s’ils existent, sont uniques a

unique transformation naturelle pres.

Exemple : Soit R un anneau et A = R-mod la catégorie abélienne des R-modules. Fixons M € A°P. On
obtient un foncteur F = M ® - : C4(A) — C4(Z). On peut utiliser le théoreme précédent pour montrer
qu’un foncteur dérivé total a gauche LF existe (voir plus loin). Soit N € A et notons K (N, 0) le complexe
de Cy(A) égal & N concentré en 0. La construction de LF' implique que LF (K (N,0)) n’est rien d’autre

que F(P,), ou P, est une résolution projective de N. Ainsi

H,LF(K(n,0)) ~ Tor*(M,N),i >0 .

3.2. Equivalences de Quillen. Dans cette section on considere une adjonction entre deux caté-
gorie de modeles. Dans quelle condition les foncteurs dérivés totaux existent-ils ? Forment-ils alors une

paire adjointe ? Quand cette paire adjointe est-elle une équivalence entre les catégories homotopiques ?

DEFINITION 3.2.1. Soit C, D deux catégories de modéles et
F:C = D:G

une paire de foncteurs adjoints.
(1) Cette paire est dite de Quillen si l'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(a) F(Cofe) C Cofp et G(Fibp) C Fibe.
(b) F(Cofc) C Cofp et F(Cofe N W¢) C Cofp N Wp.
(¢) G(Fibp) C Fibe et G(Fibp N Wp) C Fibe N We.
(2) Cette paire est une équivalence de Quillen si de plus, pour X € C., Y € Dy,

X —=GY)eW, «— [ F(X)—YecWp .

DEMONSTRATION. Montrons 1’équivalence des trois conditions (a), (b), (c). Supposons par exemple
que G préserve les fibrations. Montrons alors que G préserve les fibrations acycliques si et seulement si F
préserve les cofibrations. Soit f: A — B € Cofc et g: X — Y € FibpNWp. On a les deux diagrammes

adjoints :
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F(A) —= X A—G(X)
7 7
F(f)l L7~ 7 lG(g)
é v/
F(B) —=Y B——=G(Y)

Si F préserve les cofibrations, le diagramme de gauche admet un relevement, donc celui de droite aussi,
donc G(g) est une fibration acyclique. Réciproquement si G préserve les fibrations acycliques le diagramme
de droite admet un relévement, donc celui de gauche aussi et F(f) est une cofibration.

O

THEOREME 3.2.2. Soit C, D deux catégories de modéles et
F:C < D:G

une paire de foncteurs adjoints.

(1) Si cette paire est une paire de Quillen alors les foncteurs dérivés totaux :
LF:C < D:RG

existent et forment une paire adjointe.
(2) Si cette paire est une équivalence de Quillen alors LF et RG sont des équivalences de catégories

inverses l'une de autre.

Le critere (b) est extrémement utile pour montrer que différentes catégories de modeles donnent

naissance a la méme catégorie homotopique.

DEMONSTRATION. Pour (1) : Par hypothese le foncteur F préserve cofibrations et cofibrations acycliques.

En particulier il vérifie le

LEMME 3.2.3 (Brown). Soit F' : C — D un foncteur entre catégories de modéles. Si F envoie
cofibrations acycliques entre objets cofibrants de C' dans Wp, alors F' envoie toutes les équivalences faibles

entre objets cofibrants dans Wp.

DEMONSTRATION. Soit f: A — B € We NC,.. Par MC5 factorisons
f+1p: A[IB——C—>B
Comme A et B sont cofibrants, on en déduit facilement que
qa:A—=C et qp:B—=C .

Comme la composée pq en restriction a chacun des facteurs A et B est une équivalence faible, et p € W, on
déduit de MC2 que q|4 et g sont des équivalences faibles. Par hypothese sur I, F' envoie les cofibrations
acycliques g4, qp et pgp = 1p entre objets cofibrants de C dans Wp. Par MC2, F(p) € Wp puis
F(f) = F(pga) € Wp.

O
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Continuons la preuve du théoreme 3.2.2. D’apres le lemme 3.2.3, le foncteur poF' : C — Ho(D) envoie
équivalences faibles entre objets cofibrants de C sur des isomorphismes de D. Donc par le théoréeme 3.0.8,
le foncteur dérivé total LF : Ho(C) — Ho(D) existe. Dualement, RG : Ho(D) — Ho(C) existe.

Comme F est adjoint a gauche, il préserve les colimites donc les objets initiaux. Comme F préserve
aussi les cofibrations, F' préserve les objets cofibrants. Dualement G préserve les objets fibrants.

Pour conclure a I'adjonction de LF et RG, il suffit de montrer que si A € C., X € Dy, alors
I’adjonction

Home (A, G(X)) ~ Homp(F(A), X)
préserve la relation d’homotopie et donne ainsi une bijection

(A, G(X)) =2n(F(A),X) .

Supposons donc que f,g : F(A) — X sont homotopes, donc homotopes a droite. Il existe alors une
homotopie & droite H : F(A) — X' via un un bon objet chemin X7 reliant f & g. Comme X' est bon
et X est fibrant, X' est fibrant. Comme G préserve les fibrations et les fibrations acycliques, on déduit
du lemme de Brown que G(X') est un objet chemin pour G(X). Mais alors H* : A — G(X') est une

homotopie & droite entre f” et g°.

Pour (2) :laissé en exercice.

4. Catégories de modeles et algebre homologique

DEFINITION 4.0.4. Soit R un anneau associatif, on notera C(R-mod) la catégorie abélienne des
complexes de chaines (non borné) de R-modules (a gauche) et C(R-mod) sa sous-catégorie pleine des

complezes Cy avec C,, = 0 pour n < 0.

Dans cette section, nous munissons C'(R-mod) et C;(R-mod) d’une structure de catégorie de mo-
dele. La construction se généralise aisément & Cy(A), ou A désigne une catégorie abélienne munie de
suffisamment de projectifs. Dans le cas de C (R-mod), le formalisme des catégories de modeles n’ajoute
rien au formalisme de ’algebre homologique classique, si ce n’est un peu de clarté conceptuelle. En parti-
culier la catégorie homotopique Ho(C (R-mod)) s’identifie canoniquement & la catégorie dérivée D (R).
Dans le cas de C'(R-mod) par contre, on retrouve de fagon élégante et rapide des résultats que 1’algebre

homologique classique a eu bien du mal & développer (c.f. [10]).

4.1. Structure de catégorie de modéle sur C'(R-mod). Dans cette section nous définissons une
structure de catégorie de modele sur C'(R-mod) qui privilégie les fibrations, les cofibrations étant mal
comprises. Nous verrons ultérieurement qu’il existe une structure de modele privilégiant a 'inverse la

compréhension des cofibrations.

DEFINITION 4.1.1. On dira que f : Cy — Do € C(R-mod) est une
- équivalence faible si c’est un quasi-isomorphisme.
- fibration si f : C,, — D,, est surjectif pour n € Z.

- cofibration si f posséde la LLP relativement a toutes les fibrations acycliques.

THEOREME 4.1.2. La catégorie C(R-mod) est ainsi munie d’une structure de catégorie de modéle.
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DEFINITION 4.1.3. Soit M € R-mod et n € Z. On définit

- K(M,n) le complexe de chaine égal ¢ M concentré en degré n (c’est l'analogue du K (m,n) topolo-
gique). Dans le cas M = R, on notera encore S™ (« la n-sphére ») le complexe K(R,n) : remarquer
que dans la catégorie abélienne C(R-mod) il n’y a pas de différence entre homologie et homotopie,
Uespace de Moore M (R,n) = S™ et l’espace d’Eilenberg-MacLane K(R,n) coincident. Remarquons
aussi que

HomC(R—mod)(K(Rv TL), CO) = ZH(C') .

-D"(M) le « n-disque » associé a M : c’est le complexe dont I'unique fleche non nulle est M) 14,

M(,—1). On notera simplement D™ = D™(R). On dispose d’une fleche canonique S™ — D+l

PREUVE DU THEOREME 4.1.2 :

Les axiomes MC1, MC2 et MC3 sont triviaux. Pour montrer MC4 et MC5 commencgons par
certains rappels.

LEMME 4.1.4. Une fleche p : Xe¢ —> Yo est une fibration si et seulement si p a la propriété de

relevement a droite relativement a toutes les fleches 0 — D™.
DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du
LEMME 4.1.5. Pour tout entier n € Z, la paire
D" : Rmod < C(R-mod) : i, ,
ou i, associe a un complexe Cy le R-module C,,, est une adjonction :
Hom¢ (g-mody (D" (M), C,) ~ Homp moa(M, Cyp) -

DEMONSTRATION. Evident par inspection.

COROLLAIRE 4.1.6. Pour tout entier n € Z, D™ est cofibrant.
LEMME 4.1.7. Pour tout entier n € Z, S™ est cofibrant.

DEMONSTRATION. Cela revient & dire que toute fibration acyclique p : Xy — Y, induit un épimor-
phisme Z,(A) — Z,(B). Comme p est un quasi-isomorphisme, pour tout cycle y € Z,(Y), il existe un
cycle x € Z,(X) et une chaine w € Y, 11 avec

p(z) =y+ow .

Comme p: X, 11 — Y11, il existe v € X, 41 avec p(v) = w. Donc y = p(x — 9v).
(]

LEMME 4.1.8 (fibration acycliques). Une fléche p : Xo — Y, est une fibration acyclique si et

seulement si p a la RLP relativement a toutes les fleches canoniques S — D"t1,

COROLLAIRE 4.1.9. La fléeche S® —s D" est une cofibration.
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PREUVE DU LEMME 4.1.8 : Supposons que p : Xq — Y, est une fibration acyclique. Soit un diagramme

Sn 4;8))(.

7
v
s ~P
-

Dn+1 ? Yo

L’existence d’un relévement revient & dire que pour tout cycle x € Z,(X,) et tout y € Y,41 avec
dy = p(x) il existe une chaine § € X, 41 avec 9(g) = . Comme p : X, +1 — Y, 41, choisissons z € X, 11
avec p(z) = y. Alors p(x — 9z) = 0 donc

r—0z€ Kq =kerp .

Comme z est un cycle de X,, x — 9z est un cycle de K,. Comme p est un quasi-isomorphisme le complexe

K, est acyclique. 11 existe donc v € K,,+1 avec 0v = ¢ — 0z. Finalement § = z 4+ v convient.

Réciproquement, supposons que p : Xo — Y et que p a la RLP relativement aux fleches S —s D"+1,

Le diagramme

Sn *O>X.

Lk

pntl — Y,
montre que p : Z,(Xe) = Z,(Ys). Le diagramme

qn *””)X.

Lk

Dl ——> Y,

montre que p induit un monomorphisme en homologie. On en déduit que p est un quasi-isomorphisme.

Reste a montrer que p est surjective en tout degré. Considérons le diagramme

Zn-‘rl(Xo) 4>Xn+1 48) Zn(Xo) .

Zn+1(Y;) — > In41 T) Zn(K)

Soit alors y € Y,,+1. Comme p est surjective sur les cycles, il existe v € Z,,(X,) avec dy = p(v). Comme
[0y] = 0 dans H,(Ys) et p est injectif en homologie, on en déduit que [v] = 0 € H,(X,). Donc v = dw
pour un w € X,41. Mais alors d(y — p(w)) = 0 donc il existe z € Z,,11(X,) avec p(z) = y — p(w).
Finalement y = p(x — w) et p est une fibration.

O

Montrons MC5. C’est un corollaire de la proposition plus précise :
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PROPOSITION 4.1.10. Tout morphisme [ : Xo — Y,y a deux factorisations

(1) p est une fibration; i est un monomorphisme, une équivalence faible, et i posséde la LLP relati-
vement auz fibrations.

(2) q est une fibration acyclique; j est un monomorphisme et une cofibration.

DEMONSTRATION. Pour (1) : On pose Eq = X¢ @ (Preyn nezD™). L'application ¢ : Xg — E, est
I'injection évidente. C’est bien-stir une équivalence faible. C’est une somme directe de fleches ayant la
LLP par rapport aux fibrations, donc ¢ possede aussi cette propriété.

L’application p est 'application caractéristique. En particulier elle est surjective en tout degré, donc

une fibration.

Pour (2) : Lapplication ¢ : F, — Y, est une fibration acyclique si et seulement si elle a la RLP
relativement aux S™ — D"“, n € Z. On construit F' comme colimite de X; ,. Considérons tous les

diagrammes

D: SnDLXo

-

pno+l qT> Y.

et formons le pushout

EBDSTLD ﬂ X(],o - Xo

|
| J1
\i

np+1 _ _ _ X.
©pDn"P oy~ T L

Clairement j; est un monomorphisme et une cofibration (ces collections de fleches sont fermées par @ et

pushout). Les fleches (g4) induisent un diagramme commutatif
XO,O L> Xl,o
|
R\ | ¢1
\i
Y,
Remarquons que tout probleme de relevement d'un diagramme D est résolu dans X , :

LI SN S
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En répétant inductivement on obtient

J1 J2 J3
XO,. Xl,o X2,o

l y
q0
q2

Y,

Posons F, = colimX; ,, on obtient une factorisation

Xo#')Fo

N

Y,

La fleche j est une cofibration et un monomorphisme, car les ji le sont, et les monomorphismes et Cof
sont fermés par composition infinie.

Montrons finalement que tout diagramme

f

Sm > Fo

L

Dn+1 T> Yo

admet un relevement. Comme S™ est séquentiellement petit au sens ot Hom(S™, -) commute aux colimites

filtrantes (on parle « d’argument du petit objet »), 'application f factorise & une étape fini X; ,. D’ou le

diagramme
n f Jit1 Qit1
S Xie Xit1,6 —=F,
_ 7
DL = Y,

g

et ¢ est bien une fibration acyclique.

L’axiome MC4 se déduit du corollaire plus précis suivant :

COROLLAIRE 4.1.11. (1) Toute cofibration est un monomorphisme.
(2) Sii:Ae — Be est une cofibration acyclique, alors i a la LLP relativement auz fibrations.

DEMONSTRATION. (1) est un exercice facile, Contentons nous de montrer (2). D’apreés la proposition

précédente, on peut factoriser i en
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ou j possede la LLP relativement aux fibrations. On obtient alors le diagramme

Ao*j>Fo

7
i L7 o~p

Ve
B.?B.

Donc i est le rétracte de j qui a la LLP par rapport aux fibrations, donc 7 aussi.

Ce qui acheve la preuve du théoreme.

0O

4.2. Structure de catégorie de modeéle sur C;(R-mod). On définit essentiellement par restric-

tion une structure de catégorie de modele sur la sous-catégorie Cy (R-mod) de C(R-mod) :

DEFINITION 4.2.1. On dira que f : Cy — Dy € Cy(R-mod) est une
- équivalence faible si c’est un quasi-isomorphisme.
- fibration si f : C,, — D,, est surjectif pour n > 1.

- cofibration si f possede la LLP relativement a toutes les fibrations acycliques.
THEOREME 4.2.2. La catégorie C(R-mod) est ainsi munie d’une structure de catégorie de modéle.

DEMONSTRATION. La preuve est analogue & la preuve pour C(R-mod). O

5. Catégories de modele a engendrement cofibrants

5.1. Argument du petit objet.

DEFINITION 5.1.1. Soit C une catégorie cocompléte et I une classe de morphismes de C.
(a) Une fleche p: X — Y est I-injective si elle posséde la RLP relativement a toutes les fleches de
1.

(b) Une fleche i : A — B est une I-cofibration si elle posséde la LLP relativement d toutes les
fléches I-injectives.
(¢c) f:A— B est I-cellulaire si
A=By— By — --- — colimB; ~ B
et

., Uai — B; est un pushout, avec Uy; —> Vo, €1 .

L

Ha Va,i — Bin

DEFINITION 5.1.2. Sous les mémes hypotheéses, un objet X de C' est dit petit relativement a I si pour

toute suite
Y1£>Y2£>Y3—>"'

de fléches de I Uapplication canonique colim Home (X, Y;) — Home (X, colimY;) est une bijection.



5. CATEGORIES DE MODELE A ENGENDREMENT COFIBRANTS 107

PROPOSITION 5.1.3 (Argument du « petit objet »). Soit C une catégorie cocompléte, I un ensemble
de fleches de C. Supposons que les sources des fleches de I sont petites relativement a la classe des
applications I-cellulaires. Alors toute fleche f: X — Y de C se factorise fonctoriellement en

X—>z7-—">Yv
AN A
~_

f
ot 1 est I-cellulaire et p est I-injective.

DEMONSTRATION. Soit f : X — Y € C. Notons Sy I'ensemble (car I est un ensemble) des dia-
grammes de la forme

Az’ — X:ZO

So fiel .

1 fi Lf ’

Construisons le pushout Z; du diagramme

HSESO AS —X

X 7, s colimZ; =: Z
. |
Y Y P Y

Notons tout d’abord que par définition chacune des fleches Z; — Z;;1 est I-cellulaire, ainsi que

i: X — Z. Reste a montrer que p est I-injective. Considérons donc un diagramme
A ——7 avec f; € I .
I
Bi ——Y

Comme A; est petit relativement & la classe des I-cellulaires, la fleche A; — Z factorise en degré fini en

A — Z) — Z. Mais le diagramme A; —— Z;, appartient a Sy, par définition de Sy il existe donc

|

B ——Y
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un relevement

A; Zy, Zg11 Z .
S S
B, ~——>Y Y Y

LEMME 5.1.4. Soit C une catégorie cocompléte et I une classe de fleches de C.
(1) Toute fleche I-cellulaire est une I-cofibration.
(2) Sous les hypotheses de largument du petit objet, toute I-cofibration est rétraction d’une fléche

I-cellulaire.

DEMONSTRATION. Pour (1), notons que par définition I C I — cof. Comme la classe I — cof est
défini par une LLP, elle est stable par composition et par pushout. Mais donc I — cell C I — cof.
Pour (2), soit f: X — Y € I — cof. Par 'argument du petit objet, il existe une factorisation

X—tsz-Ltsy

S~

f

ou i est I-cellulaire et p est I-injective. Le diagramme

X—t>z

7
s

Y Y

admet alors un relevement ¢ car f € I — cof et p € I —inj. On en déduit le diagramme de rétraction

5.2. Engendrement cofibrant.

DEFINITION 5.2.1. Une catégorie de modéle C est dite ¢ engendrement cofibrant s’il existe des en-
sembles de fleches I et J de C tels que :

(i) Les sources des fleches de I sont petites relativement a la classe I — cell.

(ii) Les sources des fleches de J sont petites relativement a la classe J — cell.

(#ii) Fibe = J —inj.

(iv) We N Fibe =1 —inj.

L’ensemble I est appelé ensemble générateur des cofibrations, l’ensemble J l’ensemble générateur des

cofibrations acycliques.

COROLLAIRE 5.2.2. Soit (C,I,J) une catégorie de modéle a engendrement cofibrant. Alors Cofe =
I —cof et Cofe " Wg = J — cof.
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DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat de la définition des cofibrations et cofibrations acy-

cliques en termes de LLP, et les définitions (iii) et (iv). O

COROLLAIRE 5.2.3. SIC est une catégorie de modele a engendrement cofibrant, les factorisations de
l’axiome MC5 sont fonctorielles.

DEMONSTRATION. On applique 'argument du petit objet respectivement aux ensembles I et J. O

5.3. Comment construire une catégorie de modele a engendrement cofibrant ?

THEOREME 5.3.1. Soit C une catégorie compléte et cocompléte, W une classe de fléches de C fermée
par rétraction et vérifiant la propriété « 2 sur 3 ». Soient I, J des ensembles de fléches de C vérifiant les
Propriétés :

(i) Les sources des fleches de I sont petites relativement a la classe I — cell et les sources des fléches

de J sont petites relativement a la classe J — cell.

(ii)) J—cof CI—cofNW

(it1) I —inj C J —injNW.

(v) Uune des inclusion de (ii) ou (iii) est une égalité.

Alors (C,1,J) est une catégorie de modéle ¢ engendrement cofibrant d’équivalences faibles W.

5.4. Exemples.
5.4.1. La catégorie C+(R-mod). La catégorie (Cy(R-mod), I, J) est & engendrement cofibrant, avec
I={S(n—1) — D(n), n>1; 0— S(0)} et J={0— D(n), n>0} .

5.4.2. La catégorie Top. La catégorie Top, munie de la structure de modele de Quillen ou les équi-
valences faibles sont les équivalences d’homotopie faibles, les cofibrations sont les rétractions de complexes

cellulaires relatifs et les fibrations sont les fibrations de Serre, est a engendrement cofibrant pour
I={S"!'—D" n>0; (S'=0)} e J={D"— D(n)x][0,1], n>0} .
5.5. Comment promouvoir une structure de catégorie de modele ?

THEOREME 5.5.1 (Kan). Soit (C, I,J) une catégorie de modéle d engendrement cofibrant. Soit D une

catégorie compléte et cocompléte. Supposons donné une adjonction
F:.C—=D:G
telle que :
(i) Les sources des fléches de FI sont petites relativement auz fleches FI-cellulaires (idem pour F.J ).
(i) G(FJ — cell) C We.
Alors (D, F1I,FJ) est une catégorie de modele a engendrement cofibrant, et Wp = G~1(W¢). De plus la
paire (F,G) est une adjonction de Quillen.

5.6. Probléemes ensemblistes. Tout ceci se généralise a la notion A-petit, A ordinal arbitraire.






CHAPITRE 3
La catégorie des ensembles simpliciaux

Le but de ce chapitre est de donner une introduction a la catégorie S des ensembles simpliciaux §,
encores appelés espaces.

(a) On dispose d’une adjonction naturelle
S—=Top

dont on montre qu’elle est de Quillen pour une structure de modele naturelle sur S. La catégorie
S doit ainsi étre pensée comme une version combinatoire agréable a manipuler de Top.

(b) La catégorie S contient comme sous-catégorie pleine la catégorie Cat des petites catégories. Elle
est donc le monde naturel ou étudier les généralisations de la notion de catégorie : c.f. la théorie
des quasi-catégories (Joyal).

(c) Enfin le monde simplicial permet de construire naturellement des structures de modeles sur de
nombreuses autres catégories. Nous nous intéresserons plus tard & la catégorie des préfaisceaux en

ensembles simpliciaux sur un site.

1. Objets simpliciaux

1.1. Les catégories Ord et A.

DEFINITION 1.1.1. (a) On note Ord la catégorie dont les objets sont les ensembles finis ordonnés
et les morphismes les applications préservant [’ordre.

(b) On note A la petite catégorie sous-catégorie pleine de Ord dont les objets sont les ensembles fini
[n]={0<1<---<n} ,neN.

Bien-str la catégorie A est un « modele petit » de Ord : la catégorie A est petite et le foncteur
d’inclusion A C Ord est essentiellement surjectif pleinement fidele, donc une équivalence de catégorie.

1.1.1. Description combinatoire de A. On définit

d:n—1—1[n], ,0<i<n lemorphisme de A évitant i (applications faces);
st:n]—[n—1], ,0<i<n—1 le morphisme de A identifiant i et i + 1 (applications codégénérescence).

111
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Ces morphismes satisfont les identités cosimpliciales :
(8) dd = d'dt (i<j)
dis’=t (i < j)
9) SA=31a (i=ji+1)
di=ls? (i>j+1)
(10) slst =57t (i > ).

De plus ces morphismes engendrent A. Plus précisément :

LEMME 1.1.2 (de réécriture). Soit f : [m] — [n] € A. Il existe des uniques entiers k,l € N avec
m—1l+k=n et desuniquesn —1>i1 >i3>--->4>0et0< 71 <---j <m tels que :

f:djk...djlsil...sil

1.1.2. A C Cat. Un point de vue important consiste a considérer A comme sous-catégorie pleine

de Cat : l’objet [n] est vu comme la catégorie finie
A®n]={0—=1—---—>n}

et Homa ([m], [n]) s’identifie bien & Homgat (A®[m], A®[n]).

1.2. Objets (co)simpliciaux.

DEFINITION 1.2.1. Soit C une catégorie.

(a) Un objet cosimplicial dans C est un foncteur X : Ord — C, c’est-a-dire un C-préfaisceau sur
Ord®®. De maniére équivalente, c’est un foncteur X : A — C c’est-a-dire un C-préfaisceau sur
A°P,

(b) Un objet simplicial dans C est un foncteur X : Ord®® — C, c’est-a-dire un préfaisceau sur Ord.

De maniére équivalente c’est un foncteur X : A°® — C, c’est-a-dire un C-préfaisceau sur A.

DEFINITION 1.2.2. On notera AC = C® = co — C la catégorie des objets cosimpliciauz dans C, et

APC = CA”" = sC la catégorie des objets simpliciauz dans C.

En tant que catégories de préfaisceaux, AC et A°PC ont les limites et les colimites existantes dans C.
1.2.1. Description combinatoire des objets simpliciaux. De la description combinatoire de A on

déduit la description combinatoire d’un objet simplicial :
DEFINITION 1.2.3. Un objet X € A°PC est la donnée d’une suite X,, o € N, d’objets de C et
d’applications

di : X, — Xn—1, 0<1i<n, (applications faces)

$;: Xp1 — Xp, 0<i<n-—1, (applications de dégénérescence)
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vérifiant les identités simpliciales
(11) did; =dj_d; (1<),
sj—1d; (i <)
(12) s =1 (i=jj+1)

deifl (Z >+ 1)
(13) 8i8j = 858i—1 (’L > j)

Une application simpliciale f : Xo — Yo entre objets simpliciauzr est une collection de fleches de C

commutant avec les d; et les s;.

Visuellement, on peut donc représenter un objet simplicial par

do
-~
do S0
- —_—
(10 S0 (il
S0 d1 S1
Xo X1 Xo
dy S1 d2
d2 So
d3

-~

1.2.2. Remarque de notations. On notera parfois X*® un objet X de AC et X, un objet X de A°PC.
On note alors X = X ([n]) = X*[n] (resp. X,, = X([n]) = X.[n]).

1.3. Objets simpliciaux libres. On note encore N la catégorie dont les objets sont les entiers
naturels et les seules fleches sont les identités des objets. On dispose d’un foncteur naturel N — A, qui
a un objet n € N associe [n] € A. Comme N ~ N°P on a aussi un foncteur naturel N — A°P.

En nous concentrant sur le cas simplicial, le foncteur N — A©°P induit un foncteur d’oubli O :

A°PC — CN| qui a objet simplicial X. associe la suite (X,)nen-
LEMME 1.3.1. On dispose d’une adjonction naturelle
Free:CV ____ A°PC:0
Nous donnerons la construction de Free dans le cas C = Set.

1.4. La catégorie S = A°PSet des espaces. Dorénavant, un ensemble simplicial sera appelé un

« espace », et on notera S la catégorie A°PSet des espaces.

DEFINITION 1.4.1 (Simplexes, faces et dégénérescence). Soit X € S.

(a) Un élément x € X,, s’appelle un n-simpleze de X.

(b) Toute image de x € X,, par une itération arbitraire (possiblement aucune) de morphismes de
faces est appelé une face de x.

(¢) Toute image de x par une itération arbitraire (possiblement aucune) de morphismes de dégéné-
rescence est appelé une dégénérescence de x.

(d) Le simplexe x est dit non-dégénéré s’il n'est dégénérescence que de lui-méme.

(e) X est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini de simplexes non-dégénérés.
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LEMME 1.4.2. Soit X € S et ¢ € X,,. Il existe un unique triplet (k € N,(n > i1 > ig > -+ ip >

0),y € X, 11, non-dégénéré) tel que x = s;, - - 35, ().

DEMONSTRATION. Pour l'existence : soit x est non-dégénéré et on pose x = y et k = 0. Sinon,
x = sj,(2'). Par itération on obtient z = sj, ---s;,(y) avec y non-dégénéré. On réordonne les indices
comme souhaité grace a la relation s;5; = s;415; si ¢ < 7.
Pour 'unicité supposons
Siy v Sy, (y) =SS (y/)
avec k < [.

Donc y =d;, -+~ d;, 55, - -~ 85, (3). Grace aux regles de commutation des d;s; on en déduit

Y= Sp, - 'st/dql "'qu/ (y/) )

avecl' <, k' <ketk—k'"=1-1" Comme y est non-dégénéré on obtient I’ =0, puis l = k — k' > k par

hypothese donc k’=0, donc k = [ et y = 3. Finalement on conclut
{ir, ik} = {g1, -+ d}
d’apres le lemme de réécriture. O

COROLLAIRE 1.4.3. Etant donné un ensemble de simplexes S d’un espace X € S, l'espace Y =< § >

engendré par S est bien défini.

1.4.1. Construction du foncteur Free : Set — S. Soit (Xn)nen € Set". On pose

z pour z € X,

m—1+k=n,

Free((Xk)ken)n = ¢ mots de la forme d d X
Si, c - 8;,ds -+ -ds, T, pour r € . ; ;
i1 i W1 jels P m nfl>11>7¢2>"'>zl207

0<ji<--jp<m

et les applications de faces et dégénérescence sont donnés par le lemme de réécriture. On vérifie facilement

que Free est bien adjoint & gauche du foncteur d’oubli O : S — Set".

LEMME 1.4.4. Tout X € S est quotient d’un espace libre par une relation d’équivalence (préservant

la structure simpliciale).

DEMONSTRATION. Soit X € S. Notons
¢ : Free((X,)nen) — X €8

I'unique morphisme induisant par adjonction l'identité des X,, n € N. D’aprés le lemme de réécriture,
limage de ¢ est X. On pose z ~y € X, si ¢, (z) = ¢n(y), c’est une relation d’équivalence compatible a
la structure simpliciale et X = Free((X,)nen)/ ~ . O
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1.4.2. Le n-simplexe standard A[n], bord et cornets.

DEFINITION 1.4.5. On appelle n-simplexe standard Aln] = Homa (-, [n]) € S. Ainsi U'ensemble des

n+1
k-simplezes Aln]i de Aln] n'est autre que Homa ([k], [n]). Cet ensemble contient exactement

k+1
k-simplezes non-dégénérés : ce sont les applications de Homa ([k], [n]) injectives.
On peut aussi décrire A[n] comme Pespace libre engendré par un unique n-simplexe (noté ¢,,) :

A[n]:Free(@, ,@,Ln,w"‘) :

LEMME 1.4.6. Pour tout X € S on a

Homg(A[n], X) “canonique X, .

DEMONSTRATION. Pour le point de vue de la définition 1.4.5, c’est le lemme de Yoneda. Si on
considére A[n] comme espace libre sur un unique n-simplexe ¢,,, ¢’est une conséquence du lemme d’ad-

jonction. 0

DEFINITION 1.4.7. On définit 9A[n] C Aln] le sous-ensemble simplicial dont les k-simplezes non-

dégénérés sont les [k] — [n] distincts de 'identité.
DEFINITION 1.4.8. On définit le cornet A"[n] C dA[n] comme le sous-ensemble simplicial engendré
par les k-simplexes non-dégénérés [k] — [n| exceptés lidentité et [n — 1] N [n].

Géométriqguement (voir plus loin), A"[n] est I’étoile fermée du sommet r.

1.4.3. Les espaces comme colimites de simplezes standards. Commengons par remarquer que comme

la catégorie Set est (compléte et) cocomplete, il en est de méme de la catégorie S.

LEMME 1.4.9. Soit D une catégorie petite. Tout préfaisceau F : D°P — Set est une colimite de

foncteurs représentables.

DEMONSTRATION. Définissons la catégorie D/F dont les objets sont les morphismes de foncteurs
a:hy =Homp(,X) — F

et les morphismes sont les diagrammes commutatifs de morphismes de foncteurs

hXL>F

|

hYT)F .

On obtient un foncteur naturel D/F — D°PSet qui a un objet « : hx — F associe hx € D°PSet
et a un morphisme f : « — 3 associe le morphisme de foncteur hx — hy. On vérifie facilement que la
colimite de ce foncteur, notée simplement

COlith_>FhX y

n’est autre que F' € D°PSet. O



116 3. LA CATEGORIE DES ENSEMBLES SIMPLICIAUX

REMARQUE 1.4.10. Nous utiliserons plus loin qu’en fait D°PSet est la cocomplétion universelle de
D.

COROLLAIRE 1.4.11. Soit X € S. Notons A/X la catégorie des simplexes de X, dont les objets sont

les fleches A[n] — X de S avec les morphismes évidents. Alors
X = colimapn—xAln] .

1.4.4. Enrichissement de S. Notons que tout foncteur F' : Set — C, ou C désigne une catégorie
quelconque, induit une extension F': & — A°PC. Nous considererons en particulier le cas suivant. Soit
R un anneau et R[] : Set — R-mod le foncteur qui & un ensemble S associe le R-module libre de base
S. Nous noterons encore

R[] : S — A°’R-mod

I’extension correspondante.

2. S versus Top, et réalisations en général

Dans cette section on étudie une adjonction naturelle entre S et Top, qu’on généralise a un cadre

abstrait ensuite.

2.1. L’adjonction entre S et Top.

2.1.1. L’adjoint a gauche : le foncteur « réalisation topologique ».

DEFINITION 2.1.1. Soit n € N. Le n-simpleze topologique standard A™ € Top est

An:{(f’Oa"'vtn)e[O’l}nJ’_l / Zyzzl}CR" .

7

DEFINITION 2.1.2. On note A® : A — Top [’espace topologique cosimplicial qui ¢ [n] € A associe
A",

DEFINITION 2.1.3 (Réalisation topologique d'un ensemble simplicial). Soit X € S. La réalisation | X |
de X est l’objet de Top

X = ([T X x A"/ ~
ot st (z,u) € X, X A™ et ¢ : [n] — [m] € A on identifie
(p*z,u) € X;, X A" ~ (2, dsu) € X x A™ .

EXEMPLE 2.1.4. (a) A™ = |A[n]|.
(b) La réalisation |0A[n]| est homéomorphe & A™ ~ S~ 1.
(c) Soit S! = A[1]/0AI1] le cercle simplicial. Sa réalisation S} est homéomorphe au cercle S*.

2.1.2. L’adjoint a droite : le foncteur « compleze singulier ».

DEFINITION 2.1.5. Soit Y € Top. On définit le compleze singulier Sing(Y) € S par
Sing(Y'), = Hommep(A™,Y) .

Comme A® est un espace cosimplicial, Sing(Y') est bien un ensemble simplicial.
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2.1.3. L’adjonction entre S et Top.

LEMME 2.1.6. La paire
|-|: S ——= Top : Sing

est une adjonction.

DEMONSTRATION. C’est un exercice. Cette adjonction donne naissance aux fleches canoniques

X —  Sing(|X])

x

reX, — {A"TX, x A" 5 |X]) € Sing(X),) |

et
|Sing (V)] — Y

(y,u) € Sing(Y), x A" — y(u) € Y

2.2. Réalisations générales associées a un objet cosimplicial.

DEFINITION 2.2.1. Soit C une catégorie cocompléte et ¢ : A — C un objet cosimplicial. On définit
le foncteur de réalisation |- |4 : S — C par

| X|g := colimap,— xo([n]) -

EXEMPLE 2.2.2. — Notons Afe] : A — S 'espace cosimplicial qui & [n] associe Aln]. Sa réali-
sation |- [afe] 1 S — S est juste le foncteur identité.

— La réalisation | - |ae : S — Top n’est autre que la réalisation usuelle.
L’existence d'un adjoint a droite au foncteur de réalisation est alors un fait général :

PROPOSITION 2.2.3. Soit C une catégorie cocompléte. La catégorie AC des objets cosimpliciaux de C

est naturellement équivalente a la catégorie des adjonctions S ——= C . On notera
A*® - : S ——=C:Singy.
ladjonction associée a un objet cosimplicial A® € AC.
DEMONSTRATION. — Notons d’abord que si on dispose d’une adjonction
F:8S—=¢C:U ,
on définit un objet cosimplicial de AC par
Alls e

— Réciproquement soit A® € AC.
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(a) On définit
A*®-:S§—C
en posant A®* ® X € C 'image de A" € AC par

AC restriction CA/X colim c .

Comme Idap, est cofinal dans A/A[n] on a canoniquement A® ® A[n] ~ A®[n].
(b) On définit Sing 4o : C — S par (Sing 4« (Y)), = Home(A%[n],Y).
On a alors
Home(A® ® X,Y) = Home (colima /x A®[n],Y) ~ ilfl)l( Home(A®[n],Y)
= lim Homgs(A[n],Sing 4« (Y")) ~ Homs(colima s x A[n], Sing 4+ (Y'))

AJX
~ Homg (X, Sing 4. (Y)) .

2.3. Applications.
2.3.1. Hom-interne dans S. Soit X € S. Cet objet X définit un objet cosimplicial X x A[e] € SA.

Bien-sur :
(X XA[)RY = colimA/y(X X An)) =X xY .

D’apres la section précédente, ce foncteur admet un adjoint a droite :

Homs(X,:): S — S
défini par
Homgs(X,Y) := Homs(X x A[],Y) .

COROLLAIRE 2.3.1. La catégorie S est munie d’un Hom-interne.

2.3.2. Le foncteur nerf N : Cat — §. Considérons le plongement A — Cat, c’est un objet cosim-

plicial A® € Cat®. On déduit de la section précédente une adjonction
A*®.-:S—=Cat : Singp. = N
Le foncteur N, appelé foncteur nerf, associe a une catégorie C I'ensemble simplicial
NCo = Homegat(A®,C)
dont I’ensemble des n-simplexes NC,, est 'ensemble des n-uplets de fleches composables de C

Co—>Cl —> " —>Cp .

Clairement le foncteur N : Cat — S est pleinement fidele.
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2.4. La catégorie S et les espaces classifiants. Dans cette section on montre que la construction
du classifiant d’un groupe discret (plus généralement d’un groupe topologique) se fait trés naturellement

dans S (resp. dans la catégorie A°PTop des espaces topologiques simpliciaux).

Soit G un groupe topologique (on prendra G groupe de Lie connexe ou groupe discret). Soit M un

espace topologique.

DEFINITION 2.4.1. Un G-fibré principal sur M est P —— M avec :
(1) une G-action P x G — P,

(2) une trivialisation locale de cette action :

V.’L‘EM,HUBQ?/?T_l(U)éUXG,

tels que
m(ug) = m(u)
p(ug) = ¢(u)g
EXEMPLE 2.4.2. (a) m: G — {x} est un G-fibré principal trivial.

(b) Si M est une variété lisse, le fibré P(M) des bases de TM est un GL(n,R)-fibré principal. Si
M est une variété riemannienne le fibré P!(M) des bases orthonormées de TM est un O(n)-fibré
principal.

(¢) le revétement universel M —s M est un w1 (M)-fibré principal.

Les G-fibrés principaux forment naturellement une catégorie, un morphisme étant un diagramme
P Q
M N

Bung : Top®® — Set

commutatif d’applications fibrées

_

—_—

On obtient ainsi un foncteur

qui & un espace M € Top associe I’ensemble Bung (M) des classes d’isomorphismes de G-fibrés de base
M.

Ce foncteur factorise via la catégorie homotopique
Fn : Ho(Top)°® — Set

comme corollaire du

LEMME 2.4.3. Soit fo, f1 : N — M deuz applications homotopes et p : P — M un G-fibré. Alors
foP ~ ffP.

THEOREME 2.4.4. Le foncteur Bung : Ho(Top)°? — Set est représentable. On note EG — BG

la classe d’homotopie du G-fibré principal universel de base l'espace classifiant BG.

On peut donner différentes constructions de représentants de EG — B(G. Citons en deux.
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(1) Construction géométrique : Dans le cas ot G = GL(n,C), notons Grl la grassmannienne des
n-plans de C?. C’est naturellement une variété lisse compacte.
Soit V.4 — Grd la variété de Stiefel des n-uplets libres de C?, ¢’est un G L(n, C)-fibré principal.

On dispose d'un diagramme commutatif naturel :

VI yatl

|

q +1
Grd —Grl

On réalise alors

BGL(n,C) = | JGrl = Gr,(C™)
q
et

EGL(n,C) = | JV
q

le GL(n, C)-fibré principal sur BGL(n,C)(n).

Cette construction se généralise aisément a d’autres groupes de Lie.
COROLLAIRE 2.4.5. H**1(BG,Z) = 0.

(2) Construction catégorique : Le formalisme simplicial s’étend au cadre topologique : si TopCat
désigne la catégorie des petite catégories topologiques (i.e. enrichies en espaces topologique) on
dispose encore de N : TopCat — A°PTop et |- | : A°°Top — Top.

Notons G la catégorie topologique a un objet, de morphismes G et G la catégorie topologique

d’objets G et de morphismes G x G. On dispose d’un foncteur naturel
v:G—G

qui envoie un morphisme (go, g1) sur gog; *- On note

m=N(vy): EG=N(G) — N(G) = BG .

2.4.1. Preuve du théoréme de représentabilité.

DEMONSTRATION. Elle est trés jolie dans le formalisme catégorique.
Soit U = (U, ) un recouvrement de M. On définit alors My, la catégorie topologique avec Obj(My) =
1., Ua et Mor(My) =11, o, UawNUa, olt le coproduit se fait sur les paires ag, a1 telles que Ua,NUq, # 0.

Remarquons que ’ensemble simplicial N My, est bien le nerf au sens usuel du recouvrement U :
NMy(n) = Uy N---NUq,
(@0, yan)

ot le coproduit est encore sur les n-uplets tels que Uy, N« -+ NU,, # 0. En particulier si Y = {M} alors

My, s’identifie & M vue comme catégorie topologique et [NM| = M.

Soit alors 7 : P — M un G-fibré principal et ¢ un recouvrement de M trivialisant pour P. Notons

V le recouvrement de P préimage de /. Remarquons que se donner P revient a se donner un diagramme
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de foncteurs continus :

7 ~
Py, —>

|

Muvg

ou le foncteur ¥y, est donné (sur les morphismes) par le cocycle, et le foncteur \17;, est donné par la
trivialisation. Le foncteur P, — My est déduit de P — M.

On obtient alors le diagramme de catégories

P%PV&N

]

M~<—My——>¢G
Wy

qui, par prise du nerf et de la réalisation donne

P=|NP|<— |[NPy| 2~ G

M = |[NM| <— |NMy| —= BG

Pour conclure, on démontre que la fleche |N M| — M est une équivalence d’homotopie pour tout

recouvrement trivialisant Y. O

3. La catégorie S,

Il sera utile par la suite de considérer la catégorie S, des espaces pointés :

DEFINITION 3.0.6. On note S, la catégoriec A°PSet,. C’est aussi la méme chose que la catégorie
dont les objets sont les paires (X € S,Al0] — X € S) avec morphismes évidents.

La catégorie S, est naturellement munie d’opérations X VY et X AY. La n-sphere simpliciale est
définie par S = S1 A S7~1 o S! est pointée par OA[1]. La catégorie S, est munie d'un Hom-interne,

définie de facon analogue au cas non-pointé :
Homsg, (X,Y) = Homgs, (X A Ale],Y) .
Comme dans le cas topologique, on dispose d’une adjonction

ST 78,10

4. A°® A, A abélienne

Soit A une catégorie abélienne. Le but de cette section est de comprendre ’énoncé du théoreme de
Dold-Kan, qui dit que les catégories A°PA et Cy(A) sont naturellement équivalentes. On s’intéressera

particulierement au cas ou A = Ab la catégorie des groupes abéliens.
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4.1. Le foncteur de Moore. Au vu de la définition d’un objet de A°PA on construit aisément
un premier foncteur Co : A? A — C4(A).
DEFINITION 4.1.1. Soit A € A°PA. Le complexe de Moore de A est
Co(A) = (- — Ay 25 Ay — -+ — Ag) € C4(A)
avec 0 =37 (—1)'d;.

On vérifie facilement que 9% = 0 du fait des identités simpliciales. Bien-siir, Cy : A’ A — C (A)

est un foncteur.
4.2. Complexe normalisé. Un second foncteur nous sera plus utile :
DEFINITION 4.2.1. Soit A € A°PA. Le complexe normalisé associé ¢ A est
NAy= (- — NA, ="l kerd; € Ay 205" NA, 1 — - — NAg) € Co(A) .
La encore, N : A A — (O (A) est un foncteur.

DEFINITION 4.2.2. Soit A € A°PA. Pour tout n € N on note DA, le sous-objet dégénéré de A,,
c’est-a-dire l'image de Uapplication s = s; : @?;OlAn,l — A,

PROPOSITION 4.2.3. Soit A € A°PA.

(1) Les (DAy)nen forment un sous-compleze DAq de Co(A).

(2) Le morphisme de complexe N A, AN Co(A) —> Co(A)/DA, est un isomorphisme.
(8) L’inclusion N A, - C, (A) est une équivalence d’homotopie de complezes.

DEMONSTRATION. Laissé en exercice. Donnons quelques indications pour le (3). Pour j,n € N,
définissons

(N;A)p — N _okerd; simn>j+2

NA, sin<j+1
On vérifie que (IN;A)q est un sous-complexe de Co(A). On a donc une chaine d’inclusion de complexes :
NAy =N;50NjAe C -+ C Njj1Ae & NjAy C -+ C NgAs C N_1 Ay = Co(4) .
Définissons
fj : NjAn — Nj+1An
par
fi(2) = z—sjp1djti(z) sin>j+2

T sinon
On vérifie que f; : NjAe — Njy14, est bien un morphisme de complexe et vérifie f;i; = Idn;, Si

on définit ¢; : N;A, — N;jA,4q par

114

—1)7s; sin > 541
t](x) _ ( ) Sj+1 SIL. =] +
0 sinon

On obtient une homotopie explicite entre i; f; et Idy; a, :

1— Z'jfj = 8tj + t]@ : NjA. — NjA. .
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On recolle ces homotopies pour obtenir une homotopie entre N A, et Co(A). ]
4.3. La correspondance de Dold-Kan et le foncteur K : C;(A) — A°PA.

THEOREME 4.3.1 (Dold-Kan). Soit A une catégorie abélienne. Le foncteur
N:A®A— CL(A)
est une équivalence de catégorie.

DEMONSTRATION. On se place dans le cas A = Ab et on indique seulement la définition d’un quasi-
inverse K : C1(Ab) — A°PAb a N.

Soit (Ae,d) € C;(Ab). Notons encore A, € S V'espace libre de base (A, )nen et formons Z[A,]
le groupe abélien simplicial correspondant (remarquons au passage qu’on a ainsi construit le foncteur
Freeaorap : Ab'' — A% Ab adjoint du foncteur d’oubli © : A Ab — Ab").

Soit Qe C Z[A,] le sous-groupe simplicial engendré par les relations de groupe dans A, et la loi de
complexe recherché :

a+b—c, a,b,c e Ay, a+a,b=c,

@4e = < d;(an), 1< n, >

dn(an) — (=1)"9n(an)
On pose alors :
KA, =7Z[A.)/QA. .

5. Homotopie simpliciale : quelques définitions et leurs problémes

On dispose dans S d’un analogue de l'intervalle I = [0,1] € Top : le 1-simplexe standard A[1]. On

peut songer a développer une théorie homotopique dans S semblable a celle de Top en remplagant I par

A[l].
5.1. Le foncteur 7j.

DEFINITION 5.1.1. Soit X € S et 29,21 € Xo. Un chemin de xg a x1 est un 1-simplexe x € X avec

dox = xg et diyx = x1, c’est-a-dire une fléche
All] 5 XesS

telle que pour i = 0,1 le diagramme

est commutatif.

PROBLEME 5.1.2. La relation « étre reliés par un chemin » sur Xq n’est pas symétrique ni transitive

en général, contrairement au cas topologique.
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EXEMPLE 5.1.3. Soit X = AJl]. On calcule Homg(A[l], X) = X; = Homa([1],[1]) , c’est un

ensemble & trois éléments {sod1, sodo,Id}, qui envoient 0 — 1 respectivement sur

Oi}, (Det 01 .

En particulier il n’y pas d’endomorphisme de A[1] envoyant 1 sur 0 et 0 sur 1.
Bien-siir, on peut forcer la relation d’équivalence :

DEFINITION 5.1.4. Soit X € S. On pose w§(X) = Xo/ <~>, ot <~> désigne la relation d’équiva-

lence engendrée par la relation ~= « étre reliés par un chemin ».

On pourrait craindre de perdre ainsi tout controle de la relation ~. Il n’en n’est rien, comme en

témoigne le

LEMME 5.1.5. Soit X € S.
(1) La réalisation induit un isomorphisme naturel 7§(X) ~ mo (| X|).

(2) Pour tout espace topologique Y € Top, on a un isomorphisme naturel ©§(Sing(Y)) ~ mo(Y).

DEMONSTRATION. Le (1) est évident sur la définition. Le (2) est une conséquence immédiate de

l’adjonction entre | - | et Sing. O
5.2. Homotopies simpliciales.
DEFINITION 5.2.1. Soit fo,f1 : X — Y € 8§ (c’est-a-dire fy, fi € Homg(X,Y)o). Une homotopie
simpliciale de fy a f1 est un chemin de Homg(X,Y') reliant fo a f1, c’est-a-dire une fleche
H:XxAll] —Y

telle que pour i = 0,1 le diagramme

X ~ X x Af0] 28 x « A1]

est commutatif. On notera f ~yp, g.

REMARQUES 5.2.2. (a) Une nouvelle fois ~j, n’est ni symétrique ni transitive en général.
(b) Comme |X x A[l]| = |X| x I, la réalisation topologique d’une homotopie simpliciale est une

homotopie topologique.

5.2.1. Version relative. SiM C X € S et si dans la définition 5.2.1 application H vérifie Hjyrxap) =
fo OP1|arx A[1] O €crira f ~n grel. M . En particulier si X € S, on considérera uniquement les homotopies

simpliciales pointées.

5.3. Homotopie supérieure. Continuons a recopier naivement la définition topologique dans le
cadre simplicial.

DEFINITION 5.3.1. Soit X € S. On pose
73 (X) = m5(Homg, (S7, X)) = Homg, (S7, X))/ <~> € Set .

2
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Une nouvelle fois, le foncteur de réalisation induit une application naturelle
Homsg, (Sy, X) — Homrop, (5™, |X])

compatible aux relations d’équivalence engendré par ’homotopie, d’otl une transformation naturelle de
foncteurs 72 (X) — m.(|X|).

PROBLEME 5.3.2. Contrairement au casi =0, la fleche 7§ (X) — m;(|X|) n'est pas un isomorphisme

en général. Pire, I’ensemble 7{(X) n’a pas en général de structure naturelle de groupe.

Comme X € S, et Sing(|X|) ont (homotopiquement) méme réalisation topologique, il suffit d’exhiber

un espace X tel que la fleche naturelle
m; (X) — m; (Sing(| X1))
n’est pas un isomorphisme. L’espace S! va faire laffaire :
PROPOSITION 5.3.3. 7§(S}) = SO et 7§ (Sing(S})) = Z.

DEMONSTRATION. Commencons par le

LEMME 5.3.4. SoientY,Z € S, et W € Top,.

(1) La réalisation topologique induit une fléche naturelle

Homg, (Y, Z) — Sing(Homrop (|Y],|Z])) .

(2) La réalisation topologique induit un isomorphisme
Homg, (Y, Sing(W)) ~ Sing(Homop, (|Y],W)) .
En particulier : Homg, (S7, Sing(W)) ~ Sing(Q"W).
DEMONSTRATION. La premiére assertion suit du calcul
Homgs(X,Homg, (Y, Z)) ~ Homgs, (X AY, Z) — Homrop, (| X AY,|Z])
~ Homrop, (|X| A |Y],]Z]) car | - | commute aux limites finies
~ Homrop, (| X[, Homrep (|Y],]Z2]))

~ Homg, (X, Sing(Homrop_(|Y],|Z])))
et de Yoneda.

La seconde assertion suit de
Homs (X, Homg, (Y, Sing(W))) ~ Homs, (X A'Y,Sing(W)) ~ Homrep, (| X AY |, W)

~ Hommop (

X|AJY|,W) car | - | commute aux limites finies
X|,Homrop, (|Y],W))

Y[, W)))
et de Yoneda. 0

~ Homrop, (

~ Homg, (X, Sing(Homrgp (

COROLLAIRE 5.3.5. Pour tout espace topologique W € Top, et tout n > 0, la fleche naturelle
o (Sing(W)) — m, (W)

est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. On connait déja le cas n = 0. Le cas général s’en déduit & partir du lemme

précédent :

2 (Sing(W)) = 5 (Homs, (ST, Sing(S")) = m (Sing(2" W) = m0("W) = 7, (W) .

O

COROLLAIRE 5.3.6. 7§ (Sing(S1)) ~ Z.

Par ailleurs, le lemme suivant découle de la définition de S :

LEMME 5.3.7.

Homgs, (S7,X) ~ {zeX,/Vie{0,---,n}, di(xz)=x}.
f — £ (@)
Ainsi Homg, (S}, S1); = {z € S;l / do(x) = dy(x) = %} = {%,71} et
mi(S1) = 8°

O

Remarquons que c’est I'espace Sing(S!) qui possede le « bon type d’homotopie » (c’est-a-dire celui
de S1), et non pas S!.

6. Fibrations de Kan

6.1. Définitions. La différence principale entre S et Top tient & la remarque suivante. La réalisa-
tion topologique |A*[n]| — A™ de I'inclusion A¥[n] C A[n] € S est une cofibration acyclique de Top (en
fait un rétracte par déformation). Comme tout objet Y € Top, en particulier tout |X| pour X € S, est

fibrant, le diagramme

[AF[n]| — |X]

P
~ Ve
Ve
Ve
|An]| —— {*}
admet un relevement.

PROBLEME 6.1.1. Pour la plupart des objets X € S, il existe un diagramme

AF[n] ——= X

7
e
~ s
s
Ve

Aln] —— {+}

n’admettant pas de relévement.
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DEFINITION 6.1.2 (Fibration de Kan). La fléche f : X — Y € S est une fibration de Kan si pour
tout 0 < k < n >0 tout diagramme

Af[p] —= X
7
7
|7

7
Aln] ——=Y
admet un relévement.

De maniére équivalente, pour tout n-uplet de (n — 1)-simplexes (xg, .

ey By X)) € X tels que
dizj = dj_1x; pouri < j, i,j #k, il existe un n-simplexe v € X,, avec d;x = ;.

Si f: X — Y est une fibration de Kan, on notera f : X - Y.

EXEMPLE 6.1.3. Le n-simplexe standard A[n] n’est pas fibrant.

DEMONSTRATION. Le diagramme

A%2] 2> An]

Al2] ——{*}
ou ¢ envoie 0 sur 0, 1 sur 1 et 2 sur 0, n’admet pas de relevement.

6.2. Exemples.

PROPOSITION 6.2.1. Les objets suivants de S sont fibrants au sens de Kan :
(1) Sing(Y") pour Y € Top.
(2) les groupes abéliens simpliciaux.

(8) NG si G désigne un groupoide.
DEMONSTRATION. Pour (1) il suffit de remarquer que le diagramme
AF[n] — Sing(Y)
|
Aln] {x}

est équivalent par adjonction au diagramme

qui admet toujours un relevement.
Pour (2), c’est un corollaire immédiat du

LEMME 6.2.2. Soit f: G — H un morphisme de groupes simpliciauz. Si f est surjectif alors f est
une fibration de Kan dans S.
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DEMONSTRATION. Considérons un diagramme :
k ®
A¥[n] —= G
7
Ve
e
Aln] — H
La donnée de ¢ est équivalente & la donnée d’éléments g; pour i # k, satisfaisant
di(g5) = dj-1(9:), i < J, i,j # k.

Soit h € H,, représentant 1. Le diagramme s’écrit alors f(g;) = d;(h), I'existence d’un relevement équivaut
a lexistence d’'un élément g € G,, tel que d;(g) = g; et f(g) = h.

On construit g par approximation successives. Comme f est surjective, il existe u € G,, avec f(u) = h.

LEMME 6.2.3. Soit X un groupe simplicial, v € X, et y; € X, 1. Il existe ' € X, vérifiant
djz’ = djx pour j < i et di(z') = y;.

DEMONSTRATION. On pose o’ = x - s;((d;z) ™1 - ;). O

En appliquant n — 1 fois le lemme & x = u et y; = d;h, on obtient g avec les dérivées attendues, et

qui vérifie encore f(g) = f(go) = h. O

L’assertion (3) est laissée en exercice. O

6.3. Propriétés des fibrations et objets fibrants. Dans cette section, on indique comment les
difficultés de 'homotopie simpliciale disparaissent pour les objets fibrants.
6.3.1. Relation d’équivalence sur Xo, X fibrant.

LEMME 6.3.1. Soit X € S fibrant. Alors la relation « étre reliés par un chemin » sur Xo est une

relation d’équivalence.

DEMONSTRATION. Commengons par une convention de notation. Si x € X,, on note dx = (dox, - - , dpx).
Montrons la transitivité. Soit vo € X3 avec dvs = (y,x) et vo € X; avec dvg = (z,y). En particulier

dove = dyvg et il existe donc une application (vg,v2) : A'[2] — X. Comme X est fibrant il existe un

relevement
Al [2]("1077)2)
7
/s
| -
s
Al2]
Mais alors

A(d10) = (dod10, d1d10) = (dodob, drdo0)
= (do’l)o,dl’l)g) = (Z,LL')
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Montrons la symétrie. Supposons dve = (y,x). Notons v; = sgx, donc div; = divg et il existe un

morphisme (v1,v2) : A°[2] — X. Comme X est fibrant il existe un relévement

(v1,v2)
_—

Al[2]

Mais alors

8(d00) = (dodoe,dldoe) = (d0d10,d0d29) = (Z,y) .

6.3.2. Extension anodines.

DEFINITION 6.3.2. Une classe M de monomorphismes de S est dite saturée si elle est fermée par
isomorphismes, pushout arbitraire, rétraction, composition dénombrables (i.e. si Ay —» Az — -+ avec
chacun des A; — A;y1 dans M, alors Ay — colimA; € M ), et sommes directes petites (si A; — B,
i € I sont des fleches de M, alors [[ Ay — ] B; également).

DEFINITION 6.3.3. Soit L une classe de monomorphismes de S. Le saturé My, de L est ’intersection

de toutes les classes saturées de monomorphismes contenant L.

LEMME 6.3.4. Soit L une classe de monomorphismes de S et f : X — Y ayant la propriété
de relevement a droite relativement aux fléches de L. Alors f a la propriété de relevement a droite

relativement aux fleches du saturé M; de L.
DEMONSTRATION. C’est un exercice formel facile. O

PROPOSITION 6.3.5. Les classes de monomorphismes
— J ={A*n] = A[n],0 <k <n, n>0},
- {(A1] x 0A[n]) U ({1} x Aln]) = (A[l] x An]), @ = 0,1},
-{(A]xY)U{i} x X)C (Al x X), Y CX €S, i=0,1}
ont mémes classe de saturation, appelée la classe des extensions anodines (les futures cofibrations acy-

cliques).
DEMONSTRATION. ce n’est malheureusement pas immédiat, c.f. [4, prop. 4.2] O

COROLLAIRE 6.3.6. Les fibrations de Kan sont les fleches de S ayant la propriété de relévement a

droite relativement aux extensions anodines.

LEMME 6.3.7. Soit i : K <> L une extension anodine et Y C X une inclusion arbitraire. Alors

Uapplication naturelle
(KxX)U(LXxY)—LxX
est une extenston anodine.
DEMONSTRATION. Remarquons que la classe M de morphismes K’ — L’ tels que

(K'x X)U(L'xY)—LxX
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est anodine est saturée. Notons que M contient les inclusions
K' = (A xY")({i} x X') c L' = (A[]1] x X'),
pour tout Y' C X’ et i € {0,1} : en effet
(K'x X)U(L'xY) L'x X
| -

A[L] % (Y % X)U (X" x Y)) U ({i} x (X’ x X)) —= A[1] x (X' x X)

et la fleche inférieure est bien anodine d’apres la proposition 6.3.5. Comme le saturé des tels K/ — L’

est la classe des extensions anodines, la classe M contient toutes les extensions anodines. O
6.3.3. Structure de groupe pour [’homotopie simpliciale des objets fibrants.
THEOREME 6.3.8. Soit X € S, fibrant. Alors m,(X), n > 1, est un groupe, abélien sin > 2.
DEMONSTRATION. Indiquons briévement la construction. Soit «, 8 : A[n] — X deux fleches repré-
sentant des éléments [, [8] de 7, (X) (en particulier a, 8 : OA[n] — *). Le (n+ 1)-uplet de n-simplexes
(Vo =, , Un—g = %, Up—1 = Q, U, Uny1 = fB)
satisfait alors d;v; = dj_q1v; pour ¢ < j, i,j # n (car toutes les faces des v; factorisent & travers x).

Comme X est fibrant il existe une extension

(UOH"U”—IJ/);"UWA»I)

A"n + 1] X

r /
|
‘V w

Aln + 1]

On calcule aisément que d(d,w) = (x,- - ,*) donc d,w représente un élément de , (X).

Montrons que cet élément est indépendant du choix des représentants de [a] et [5]. Soient h,_1 :
A™ x A[l] — X une homotopie relativement & A, reliant o & o et hpy1 : A" X A[l] — X une
homotopie relativement & JA,, reliant 3 & 5. Notons w et w’ des (n + 1)-simplexes de X obtenus comme

précédemment tels que
Ow = (%, , %, a,dpw, B) et 0w’ = (%, ,%,a,dw', B .

Choisissons alors une extension

(W' w, (%, %, — 1,5 hn g 1))

(A" 5 OA[L]) U (A™[n + 1] x A[1]) X,

~

AL Al1]

ou la fleche vertical est une extension anodine par le lemme 6.3.7. La composition

Afn] x Al 4 Al 1) x AR L X

est une homotopie relativement & dA[n] reliant d,w & d,w’.

On obtient ainsi une application m,(X) X 7,(X) — m,(X), dont on laisse vérifier par les mémes
méthodes qu’elle est associative, définit une loi de groupe, puis est commutative pour n > 2 (c.f. [4,
p-27-]) O
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6.3.4. Fibrations et Hom-internes.

PROPOSITION 6.3.9. Soit p: X - Y € S une fibration et i : K — L € § une inclusion. Alors la
fleche
Homgs(L, X) — Homs (K, X) XHoms(x,y) Homs(L,Y)

est une fibration.
COROLLAIRE 6.3.10. (1) Sip: X - Y €S8 est une fibration, alors pour tout L € S, la fleche
P« : Homg (L, X) - Homg(L,Y) est également une fibration.

(2) Si X est fibrant eti: K — L € S une inclusion alors i* : Homg(L, X) - Homg (K, X) est une
fibration.

DEMONSTRATION. Pour la proposition, il suffit de noter qu'un diagramme de la forme

AF[n] Homgs(L, X)
S
A[TL E—— Homg(K X) XHomgs (K,Y) Homs(L Y)
est équivalent par adjonction & un diagramme de la forme
(A*[n] x L) Uarpmixk) (Aln] x K) —=

—
_
—
ij ~ lp
—
-
Y

Aln] x L

N

Ce dernier admet un relevement puisque p est une fibration et j est une extension anodine.

Pour le corollaire (1), on applique la proposition & K = () : dans ce cas Homg (0, V) = * pour tout
V € S et le produit fibré n’est autre que Homgs(L,Y).

Pour le corollaire (2) : on prend cette fois Y = %, le produit fibré est Homg (K, X). O

6.3.5. Objets fibrants et homotopies.

COROLLAIRE 6.3.11. Soit X € S fibrant et K € S§. Alors I’homotopie simpliciale est une relation

d’équivalence sur les applications de K dans X.

DEMONSTRATION. Cela revient & dire que la relation ~ est une relation d’équivalence sur Homg (K, X).
Comme X est fibrant, Homg (K, X) également d’apres la proposition précédente. D’ou le résultat d’apres
le lemme 6.3.1. O

7. S comme catégorie de modele a engendrement cofibrant

Notons :

-W={f: X —YeS/|f|l:|X| — |Y]|est une équivalence faible deTop}.

— I ={0A[n] — A[n],n > 0}.

— J={A*n] — Aln], n>0, 0 <k <n}.

Avec nos notations précédentes, la classe des fibrations de Kan s’identifie & J — inf, et la classe des

extensions anodines a J — cof.
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LEMME 7.0.12. Une fleche f : X — Y € S appartient a I — cof si et seulement si elle est injective.

En particulier tout X € S est cofibrant et toute cofibration est un complexe I-cellulaire relatif.

DEMONSTRATION. Les fleches de I sont des injections. La classe des injections est fermée par pushout,
composition transfinie, donc les fleches I-cellulaires sont injectives. Elle est aussi fermée par rétraction
donc toute rétraction d’une fleche I-cellulaire est injective. D’apres le lemme 5.1.4 toute I-cofibration est

une rétraction d’une I-cellulaire, donc injective.

Réciproquement, soit f : X C Y. Notons Sy I’ensemble des 0-simplexes de Y qui ne sont pas dans
f(Xo). Formons le pushout
[Is, 0A[0] = 0 — X,

Par induction : X,, — Y est un isomorphisme sur les k-simplexes, k& < n. On note S,, I’ensemble des
n-simplexes de Y n’appartenant pas a I'image de X,,, un tel simplexe est nécessairement non-dégénéré.
Par construction on a un diagramme analogue au précédent.

La fleche f : X — Y est finalement le composé transfini des X,, — X, 41 donc un complexe
I-cellulaire relatif. O

THEOREME 7.0.13. (S,1,J) est une catégorie de modéle ¢ engendrement cofibrant, de cofibration les

injections et de fibrations les fibrations de Kan. De plus la paire de foncteurs
|-]: 8§ ——— Top : Sing
est une adjonction de Quillen (ot Top est munie de sa structure de modéle de Quillen.

DEMONSTRATION. On applique les deux théorémes généraux précédents. Les inclusions J — cof C
I —cofN"WetI—inj CJ—injNW sont faciles & montrer. L’inclusion J —inj N W C I — inj,
qui dit qu’une fibration de Kan qui est de plus une équivalence faible posséde la LLP par rapport aux
OA[n] — Aln], est fort difficile... O

8. Le remplacement fibrant Ex *° de Kan

On a vu que la fleche naturelle X < Sing(|X|) € S est un remplacement fibrant. Cependant :

(1) L'espace Sing(|X|) est « trés gros ». En particulier la flocche X < Sing(|X]) € S rajoute de
nombreux 0-simplexes.

(2) Il est souhaitable de disposer d’un remplacement fibrant ne faisant pas appel a la réalisation

topologique, de fagon a le transporter plus aisément a d’autres contextes.

Considérons un diagramme



9. CATEGORIES DE MODELES SIMPLICIALES 133

On a vu que le probleme pour définir un relevement de ce diagramme est que la rétraction naturelle de
|A°[2]] = |A[2]| consistant & repousser le milieu de 'aréte [12] sur 0 est impossible simplicialement pour

des raisons d’ordre. Kan résoud ce probleme par division barycentrique.

8.1. Subdivision dans §. Remarquons que I'ensemble des simplexes non-dégénérés de A[n] est

naturellement partiellement ordonné. On le note nd A[n] € Cat.

DEFINITION 8.1.1. On pose sd A[n] = N(nd A[n]) le nerf de nd A[n].

EXEMPLE 8.1.2. (a) sdA[l]= 0——=(01) =—1.
(b) sd A[2] = /I\
(01) (012) (12)
0 % (02) x 2

On obtient ainsi un espace cosimplicial
sd :A—S .
Cet espace cosimplicial induit une adjonction
sd :S<—=S8:Ex
définie par
sd (X) = colimp,)—, xsd An] et Ex (X),, = Homg(sd Aln], X) .

8.1.1. L’application dernier sommet. On définit v : sd A[n] — A[n] comme I’application déduite
apres passage au nerf de I'application nd A[n] — n qui & un simplexe non-dégénéré (ig,- - ,imy) de An]
associe %,, € n.

Elle s’étend en une application lv : sd X — X dont 'adjointe est j : X — Ex X.
DEFINITION 8.1.3. On pose
Ex ©(X) = colim(X %> Ex X 55 Ex2X — --+) .

ProprosSITION 8.1.4. Le foncteur Ex *° posséde les propriétés suivantes :
(1) Ex *(X) est fibrant pour tout X € S.

(2) jx : X < Ex ®(X) est un remplacement fibrant.

(8) Ex ° préserve les fibrations et les limites finies.

(4) Ex °° préserve les 0-simplexes.

9. Catégories de modeles simpliciales

Une catégorie de modele simpliciale est une catégorie de modele C munie d’une notion d’espace de
morphisme Map. (A, B) € S pour tous objets A, B € C qui fait sens homotopiquement.
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9.1. Catégorie simpliciale.

DEFINITION 9.1.1 (Catégorie simpliciale). Une catégorie simpliciale C est une catégorie munie d’un
bifoncteur

Map; : CP xC — S
tel que :

(a) Map.(A, B)y = Hom¢ (A, B) pour tous A, B € C.
(b) Le foncteur Mapg(A4,-) : C — S admet un adjoint & gauche :

A® :S=—=C:Mapc(4,)
(¢) Le foncteur Map¢ (-, B) : C°P — S admet un adjoint & gauche :
home(-, B) : S ——=C°° : Map (-, B)
EXEMPLE 9.1.2. Bien-stur S est une catégorie simpliciale, avec
Mapg (4, B) = Homgs (A, B) = homs(A, B) .

LEMME 9.1.3. Soit C une catégorie simpliciale. Alors :

(1) Si K € S, on a une adjonction -®@ K : C ——C : hom¢(K, )

(2) Pour tous A, B € C, Map(A, B) ~ Hom¢ (A ® Ale|, B). Autrement dit Map, est déterminé par
®.

(8) Pour tous A,B,C € C,

Map¢(A, B) x Map.(B,C) — Map.(4,C)

(autrement dit : la catégorie C est enrichie en espaces).

(4) On dispose d’adjonctions étendues : pour tous A,B€C et K € S,
Map.(A®K, B) ~ Homg(K, Map.(A, B)) et Map. (A, hom¢ (K, B)) ~ Homg (K, Map(A, B)) .

DEMONSTRATION. Exercice facile. O

La partie (2) du lemme suggere de définir une catégorie simpliciale uniquement en terme du produit

LEMME 9.1.4. Soit C une catégorie et - ® - : C x & — C. Supposons les trois conditions suivantes :
(a) VK € S, le foncteur - @K :C — C admet un adjoint a droite home (K, ).
(b) VAeC, A®-:S — C commute aux colimites arbitraires et A @ x ~ A.
(c) A® (K x L)~ A® K ® L naturellement en A, K, L.
Alors la catégorie C munie de Maps(A, B)e = Home (A ® Ale], B) est une catégorie simpliciale.

THEOREME 9.1.5. Soit C une catégorie compléte et cocompléte. Définissons

@ APC XS — APC par (AR K),:= [] An .
keK,

Alors A°PC est une catégorie simpliciale.
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9.2. Catégorie de modele simpliciale.
DEFINITION 9.2.1. Soit C une catégorie de modéle, munie d’une structure simpliciale. On dit que

C est une catégorie de modele simpliciale si pour toute fibration q : X — Y € C et toute cofibration

i:A— BeC, alors
Mapc (B7 X) — MapC (A7 X) XMapC(A7Y) MapC(Bv Y)

est une fibration de C, acyclique si i ou q l’est.
Cet axiome, dit SM7, est un renforcement de CM4 : noter qu’un diagramme

HX

|

i
B——Y

est un O-simplexe dans
Mape (A, X) XMap, (4,v) Mape(B,Y),

la diagonale de relévement étant un O-simplexe dans Map. (B, X).
Nous avons démontré précédemment que S est une catégorie de modele simpliciale. Plus générale-

ment :
THEOREME 9.2.2. Soit C une catégorie de modéle. Supposons qu’il existe une adjonction

F:S—=A°C:G ,
et que le foncteur G commute aux colimites filtrantes. Disons que f: A — B € A°PC est :

(a) une équivalence faible st Gf est une équivalence faible de S.

(b) une fibration si Gf est une fibration de Kan.
Alos A°PC est une catégorie de modéle simpliciale.
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