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1. INTRODUCTION

1.1. Résultats. Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique zéro, G un F-
groupe F-simple connexe simplement connexe de F-rang [ > 0, et B un sous-groupe d’Iwa-
hori de G = G(F). Soit R un anneau de caractéristique banale pour B (c.f. définition 1).
Le but de cette note est de démontrer une formule de type Poisson sur R pour le groupe G
relativement a B. Comme corollaire dans le cas R = C, on redémontre de facon élémentaire
un résultat fondamental dit indépendamment & Casselman ([7], [8], [9]) et Borel-Serre ([2])
selon lequel le module de Steinberg Stc a coefficients complexe de G est de carré intégrable,
en particulier unitaire. Notre formule apparait alors comme une explicitation géométrique
tres simple de la preuve topologico-cohomologique due & Borel-Serre [2] et Borel [1].

Rappelons la définition du module de Steinberg St sur R de G = G(F'), qui joue un rdle
crucial dans la théorie des représentations de G. Soit A un F-tore F-déployé maximal de
G, ® = ®(G, A) le systeme de racines de G relativement & A et A C ® I'ensemble des
racines simples pour un ordre fixé sur ®. On pose Stg = CF(G/P)/ " ca CF(G/Pisy),
ou pour toute partie 8 de A on note Py le F-sous-groupe parabolique standard de type
0, P = Py est le F-sous-groupe parabolique minimal standard, et C’(Y") désigne l'espace
des fonctions localement constantes a valeur dans R sur un espace topologique totalement
discontinu Y.

Soit X I'immeuble de Bruhat-Tits de G, C la chambre de X de fixateur le sous-groupe
d’'Iwahori B de G, Cr(G/B) le G-module des fonctions continues & valeur dans R sur G/B
et Hr(G/B) son sous-G-module des formes simpliciales harmoniques de degré maximal
sur X. D’apres la décomposition d'Iwasawa G' = |J,,cyr Bw(w) P, 'ensemble des B-orbites
du groupe d’Iwahori B dans G/ P est en bijection avec le groupe de Weyl fini W du systéme
de racines ®. Pour tout w in W notons v, I'unique R-mesure de probabilité B-invariante
sur la B-orbite O,, = BwP/P dans G/P (i.e. normalisée par v,,(O,,) = 1). Notons v la
R-mesure vg = Zwew(—l)l(w)uw, oul: W — N désigne la fonction longueur du groupe
de Coxeter W (en particulier quand R = R la mesure vp n’est pas positive). Enfin notons
Cr(G) l'espace des fonctions continues sur G & valeur dans R.

Théoréme. La transformation

f: CR(G/P) — Cgr(G)

¢ — fe
1
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définie par

(1) Vg e G, fs(9) / ¢(gz) dvp(z)

factorise en un morphisme non-trivial de G-modules Stg — Hr(G/B)*

Pour R banal quelconque I'image (non-triviale) de cette transformation de Poisson reste
mystérieuse. Dans le cas ou R = C, on identifie cette image, retrouvant ainsi le résultat
de Casselman et Borel-Serre.

Corollaire. Dans le cas R = C le G-module de Steinberg St s’identifie via la transforma-

(2)

tion de Poisson précédente au G-module H'(G/B)> des formes simpliciales complezes
lisses harmoniques L? de degré mazimal sur X. Il est donc de carré intégrable, en parti-

culier unitarisable.

1.2. Comparaison avec les résultats de Casselman et Borel-Serre. Situons ce co-
rollaire par rapport aux résultats antérieurs. La preuve par Casselman [7] que Stc est de
carré intégrable, si elle a I'avantage de développer des outils généraux de la théorie des
représentations de GG, n’est que peu éclairante dans le cas simple du module de Steinberg,
et ne fournit pas explicitement de produit hilbertien sur Stc. La preuve de Borel-Serre
dans [2] et [1] est topologique. Soit X le bord & 'infini de X (i.e. 'immeuble sphérique
des paraboliques de G convenablement topologisé) et X = X UdX la compactification de
X qui s’en déduit. Dans [2] Borel et Serre montrent les isomorphismes St¢ ~ H!~!(9X, C)
([2, Corol. 3.3]) et H1(8X,C) & H(X, C) ([2, Theor.5.6]), ot H.(X,C) désigne la coho-
mologie & support compact de X et la fleche § provient de la suite longue de cohomologie
de la paire (X, X). Dans [1, theor.6.2] et en introduisant ’équivalence de catégorie entre
G-modules engendrés par leurs vecteurs fixes sous B et les HI—modules de I'algebre de
Hecke-Twahori HZ, Borel montre que la fleche naturelle H.(X,C) — 7—[ (G /B) est une
injection d’image 7-[((@ (G/B)®. Par composition de ces différentes fleches on obtient un
isomorphisme
Stc = C(G/P)/ Y, C&¥(G/Pa) — (H(G/B))™® € L*(G/B),
a€A

qui reste mystérieux car la fleche d’extension cohomologique § n’est pas explicite. Notre
transformation (1) est ainsi une explicitation géométrique trés simple de cet isomorphisme.

1.3. Transformation de Poisson. Expliquons en quoi la transformation (1) dans le cas
R = C est 'analogue de la transformation de Poisson usuelle, développée notamment par
Furstenberg dans [11] et [12]. Rappelons que si G désigne un groupe localement compact et
4 une mesure de probabilité sur G, une fonction borélienne h sur G est dite y-harmonique
si elle vérifie 1’égalité des u-moyennes : Vg € G, fG (g9") du(g'). On notera
HE (G, 1) espace des fonctions complexes boréliennes bornees p-harmoniques sur G. Une
facon simple de construire de telles fonctions est la suivante. Soit Y un G-espace muni
d’une mesure de probabilité G-quasi-invariante et y-stationnaire v (i.e. telle que p*v = v).
On appelle transformation de Poisson ’application



TRANSFORMATION DE TYPE POISSON RELATIVE AUX GROUPES D’IWAHORI 3

fooIEWw) — HE(G.p)
¢ — fo
définie par
(2) Vg€ G, falg) = / B(g2) dv(2) -
Y

On dit que (Y,v) est un bord de Poisson pour (G, p) si f est un isomorphisme. Un tel
bord s’il existe est unique & isomorphisme pres.

Dans [11], Furstenberg montre que si G désigne un groupe de Lie réductif réel ou p-adique,
K un bon sous-groupe compact maximal de G (i.e. tel que G = K.P avec P un sous-groupe
parabolique minimal de G) et y est une mesure bi- K-invariante sur G, le bord de Poisson
de (G, p) s’identifie & (G/P,vk) ou vk est 'unique mesure de probabilité K-invariante
sur G/P. Quand le groupe G est réel espace HZ¥ (G, u) n'est autre que 'espace des
fonctions bornées, harmoniques pour 'opérateur laplacien usuel, sur I’espace riemannien
symmétrique G/K. La transformation de Poisson

(3) f: LP(G/Pvk) — HFP(G/K)
¢ — [y

n’est autre que la transformation de Poisson usuelle dont ’exemple universellement connu
est donné pour G = SL(2,R) par

fo L@(S"Y) — HF(D) ,
1) — fpiz— (1/27) [T_$(e")N(z,t)dt
Ici D désigne le disque unité de C vu comme espace symétrique de SL(2,R), sur lequel le
b 2 2 _
5 fal — b2 = 1,

b
agit par z — (az +b)/(bz + a). La fonction N(z,t) = R((exp(it) + z)/(exp(it) — z)) est
le noyau de Poisson.

groupe SL(2,R) ~ SU(1,1) des matrices complexes de la forme ( a

Formellement, la formule (1) de notre théoréme est donc, dans le cas R = C, 'analogue
de la transformation de Poisson (2) ol I'on a remplacé :

- le bon compact maximal K de G agissant transitivement sur G/P par son sous-groupe
d’Iwahori B agissant sur G/P avec un nombre fini d’orbites.

- la mesure de probabilité K-invariante vk sur 'unique K-orbite G/P par la mesure (non
positive) vg sur G/P somme alternée des mesures de probabilités B-invariantes sur les
B-orbites dans G/P.

- le G-module L (G / P) par le G-module de Steinberg Stg = C°(G/P)/ Y- cn C&(G/Py).
- le G-module HZ*(G/K) des fonctions harmoniques bornées sur G/K par le G-module
H((CZ )(G/B) des fonctions harmoniques L? sur G/B.
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1.4. Valeurs au bord. Dans I’étude de la transformation de Poisson usuelle
[ LE(G/Pvk) — HE (G/K)

pour un groupe de Lie réel G et son compact maximal K, I'isomorphisme ® : H2°(G/K) —
L¥(G/P,vk) inverse de f est explicite : étant donnée fy € HZF(G/K) on peut retrouver
sa “valeur au bord” ¢ € LY (G/P,vk) par passage & la limite (c.f. [13], [14] par exemple).

Dans le cas de la transformation de Poisson relative & un sous-groupe d’Iwahori le G-
module de Steinberg St est un quotient du G-module C*°(G/P) qui ne se reléve pas en
un facteur direct de C°°(G/P). En particulier il n’existe pas de théorie de valeur au bord
(qui n’aurait au demeurant pas grand sens pour une fonction de carré intégrable). Une
maniére de construire inverse de la transformation f : St — #()(G/B)* consiste &
réaliser St non plus comme quotient du G-module C*°(G/P), mais comme sous-module
de la contragrédiente M(G/P) des mesures sur G/P. La transformation

3 : H?(G/B)*® — St ¢ M(G/P)
inverse de f est alors donnée par

VieHP(G/B)®, ®(f)= Y f@)zws .

z€G/B
1.5. Transformation de Poisson et algébre de Hecke-Iwahori. Eclairons mainte-
nant la relation entre transformation de Poisson relative & un sous-groupe d’Iwahori et
algebre de Hecke-Iwahori. Notons HZ ’algebre de convolution de Hecke-Iwahori C2°(B\G/B)
des fonctions complexes localement constantes a support compact sur G bi-invariantes sous
B. Considérons ’application

F: M(G/P) — Homg(C*®(G/P),C(G))
v — (f" 26— f3)
définie par

(4) f8(9) =<, g:v >

En prenant les invariants sous B de I'application précédente on obtient une application
linéaire encore notée F', qu’on peut considérer comme une famille de “transformations de
Poisson” paramétrée par M(B\G/P) :

F : M(B\G/P) — Homg(C*(G/P),C(G/B)) .
En particulier la tranformation f du théoréme n’est autre que F'(vg). Le fait que son image
soit le module de Steinberg se lit sur F' comme suit. Le C-espace vectoriel de dimension
finie M(B\G/P) s’identifie & @,ewC.vy. Il est naturellement muni d’une structure de
HZ-module & droite en posant v.h = [, h(u) u, 'vdgu. On vérifie aisément le
Lemme 1. L’application linéaire F' : M(B\G/P) — Homg(C*(G/P),C(G/B)) est un
morphisme de HZ-modules a droite.
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L’action de HZ sur M(B\G/P) = ®y,ewCry n’est pas semi-simple. On vérifie aisément
que la droite C.vg de M(B\G/P) est fixe sous HZ, puis que HZ agit via le caracteére
de Steinberg xst : HZ — C défini par x(BwB) = (—1)®). La HZ-équivariance de F
implique que 'image de f¥2 dans C(G/B) est un HZ-module sur lequel HZ agit via xst,
c’est-a-dire St.

La droite C.vg de M(B\G/P) est I'unique droite invariante sous HZ. En particulier on
ne peut pas réaliser comme image d’une application F'(v) les G-modules correspondant &
des caracteéres de HZ autres que xs¢ (et considérés par Borel dans [1, Section 5]).

2. PRELIMINAIRES

2.1. Notations. Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique zéro. Pour tout
F-groupe algébrique H on notera H le groupe de ses F-points H(F'). Soit G un F-
groupe F-simple connexe simplement connexe, A un F-tore F-déployé maximal de G,
® = &(G, A) le systeme de racines de G relativement & A, W le groupe de Weyl fini
de ® qui s’identifie au groupe quotient N/M, ou N (resp. M) désigne le normalisateur
(resp. le centralisateur) de A dans G. On fixe P un F-sous-groupe parabolique minimal
de G contenant A et on note A (resp. ®T) ’ensemble des racines simples (resp. positives)
de ® associées a P. Pour toute partie § de A on notera Py le F-sous-groupe parabolique
standard de type € de G (avec la convention d’indexation telle que P = Py).

Soit X I'immeuble de Bruhat-Tits de G (c.f. [4]) et A lappartement de X associé & A.
Fixons zp un sommet spécial de A, on note K le sous-groupe compact maximal spécial
de G fixant zy. Soit C la chambre de Weyl positive de A déterminée par P et C 'unique
chambre de 'appartement A contenue dans C ayant xy comme sommet. On notera B le
sous-groupe d’Iwahori de G fixateur de C, A; ’ensemble des racines affines de A positives
sur C' et dont ’hyperplan d’annulation supporte un mur de C, W,g le groupe de Weyl
affine engendré par les réflexions s,, a € A, ou s, désigne la réflexion hyperplane de A
d’axe Ker a. On note v : Ay — @ I'application qui a une racine affine a associe 'unique
racine vectorielle v(«) de @ indivisible et proportionnelle & la partie vectorielle de a. Le
groupe N agit sur X en préservant A, son action sur A factorise via son quotient le groupe
de Weyl affine Wog (car G est simplement connexe).

Pour tout immeuble (affine ou sphérique) Y on notera Ch(Y") I’ensemble de ses chambres.

2.2. Caractéristique banale. Etant donné un groupe localement profini H, on note
Q(H) I'ensembles des sous-groupes ouverts compacts de H. Les éléments de Q(H) forment
une base de voisinage de l'identité de H. Le pro-ordre de H est 'entier II, premierp®, ol
p® désigne la plus grande puissance de p divisant I'un des entiers [K; : Ks|, K; € Q(H).

Définition 1. On dit qu’un anneau R est de caractéristique banale pour H si la partie
finie du pro-ordre de H est inversible dans R.

Par exemple si H est un groupe réductif p-adique, 'entier p est inversible dans tout anneau
de caractéristique banale pour H.
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Soit R un anneau de caractéristique banale pour H et K € Q(H). On dispose alors
d’une mesure de Haar v sur H & coefficient dans R (une mesure & coefficient dans R
sera appelée une R-mesure) vérifiant v(K) = 1. Cette mesure est éventuellement nulle sur
certains ouverts de H si R n’est pas de caractéristique 0. Elle induit une forme R-linéaire

v:Cr(G) — R.

Dans la suite de cet article R désigne un anneau de caractéristique banale pour
le groupe d’Iwahori B.

2.3. Orbites de B sur G/P et mesures associées. Le groupe de Weyl W s’identifie
encore au quotient KNN/(KNM). Fixons w : W — KNN un relévement de la projection
naturelle. On a alors la décomposition d’Iwasawa G = Uyecw Bw(w)P, et 'ensemble des
B-orbites sur G/ P est donc en bijection avec W.

Définition 2. Pour tout élément w de W on note O,, la B-orbite BwP/P dans G/P et
Uy 'unique R-mesure de probabilité B-invariante sur O,,.

Définition 3. On définit la R-mesure vg sur G/P par :

vp = Z (=1)1 @)y,

weWw
oul: W — N désigne la longueur dans le groupe de Coxeter W.

Remarques :

1. Géométriquement un point gP/P de G/P est une chambre de I'immeuble de Tits X
des paraboliques de G, “bord a l’infini” de X. Un tel point s’identifie & une unique chambre
de Weyl C(gP/P) d’origine zy (en particulier C(eP/P) = C). Notons w(¢gP/P) 1'unique
chambre de C(gP/P) ayant zy comme sommet. L’application 7 s’étend en un morphisme
d’immeubles sphériques m : X — Y, ou Y désigne I'immeuble sphérique “boule de
rayon 1 de centre z”. Ce morphisme est p-équivariant pour la projection naturelle p :
K — GI(k), ot k désigne le corps résiduel de F. Les B-orbites sur G/P = Ch(9X)
s’identifient via m aux PLd(k)-orbites sur GI24(k) /Pid(k) = Ch(Y') (notations de [18, 3.4
et 3.5]).

2. Notons ¢ : Ch(0X) x Ch(0X) — W la distance de Coxeter naturelle sur 'immeuble
de Tits 0X. On vérifie facilement quune chambre gP/P de Ch(9X) est dans la B-orbite
Oy = BwP/P si et seulement si 6(gP/P,eP/P) = w.

Example (c.f. figure 1) : G = SL(2, F), W = Z/2Z, X est un arbre régulier de valence
|k| + 1, o1 |k| désigne le cardinal du corps résiduel k de F, Ch(0X) = P}(F) = F U {0},
O = Op P'anneau des entiers de F et O_; = P! (F) — Op.

3. DEFINITION DE f ET PREMIERES PROPRIETES

Soit Y un espace topologique localement compact totalement discontinu. On note Cr(Y)
(respectivement Cg%(Y)) I'espace des fonctions continues (resp. localement constantes
a support compact) & valeur dans R sur Y, Mpg(Y) l'espace des R-mesures sur Y et
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Fic. 1 - Cas G = SL(2), k| =2

<y >y CRR(Y) X MR(Y) — R la forme R-bilinéaire naturelle. Lorsque Y est compact
on note encore Cox(Y) = CP(Y). Pour Y = G/P on note encore < -,» >=<-,- >g/p.

Définition 4. On définit la forme linéaire continue f : C%(G/P) — Cgr(G) par
Vg € Ga V¢ € C?%O(G/P)a f¢(g) =< ¢ag*VB >
Remarques :

1. De facon équivalente on a : Vg € G, fs(9) = fG/Pf(g.a:)duB(a:).
2. La continuité de fy découle immédiatement de 'uniforme continuité de ¢.

Lemme 2. f: CF(G/P) — Cgr(G) est un morphisme de G-modules (a gauche).

Preuve :
Par définition de 'action de G sur Mr(G/P) on a :

Vh € G,V € C¥(G/P), Vv € Mr(G/P), < ¢, hv >=<h"'p,v>
D’ou :
Vg € G,Vh € G, V¢ € CF(G/P), fu5(h) =< gd,huvp >=< ¢,(9g” " h)svp >
= folg™'h) = (/) (h)

Lemme 3. Imf C Cr(G/B).

Preuve :
Soit be Bet g€ G,on a .

fo(g-b) =< ¢, (g.b)svp >=< ¢,9.v >= f4(9)

car vg est B-invariante.
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Finalement on a construit un morphisme de G-modules :
f: Cp(G/P) — CRr(G/B)
¢ — fo
Définition 5. Pour toute racine « de A, notons n, : G/P — G/P, la projection
naturelle.

Lemme 4. Va € A , (14)«vB = 0.

Preuve :
Par définition de vp on a

(Ta)svB = Z (_1)l(w)(7ra)*l/w .

weW

Comme Papplication 7, est G-équivariante, 'image 7,(O,,) est la B-orbite BwP,/P,
dans G/P, et la R-mesure (7, )+, est 'unique R-mesure de probabilité B-invariante sur
la B-orbite BwPy /Py.
L’application de degré deux qo : W — W/ < sq > a une section naturelle uy : W/ <
Sq >— W, qui a tout élément z de W/ < s, > associe son unique préimage dans
W de longueur minimale. Les deux préimages de = par g, sont alors u,(z) et uy(z)sq-
Définissons la R-mesure de probabilité B-invariante v, sur G/P, par v, = (wa)*yua(w).
Comme PSe = P,, ou P désigne le conjugué s,.Py.s, ', on en déduit aussitot :

Yw € W, (ﬂa)*l/w = Vgo(w) -

D’ou :
(ra)ovs = 3 (=1)® (m0).11,
weW
= Z ((—=1)Hual@) 4 (_1)lua(@)sa)y,,
TEW/<85a>
Comme [(uq(%)$a) = l(ua(z)) + 1 on en déduit bien (7,).vp = 0. O

Corollaire 1. Le morphisme de G-modules f : C¥(G/P) — Cgr(G/B) s’annule sur
le sous-module ) .\ CF(G/P,) de CF(G/P) et factorise donc en un morphisme de
G-modules f : Stg — Cr(G/B).

Preuve :
Soit € A et ¢ € CF(G/P,).
Vg € G, [fpora(9) =< ¢ 0 Ta, guvp >=< 6, (ma)«(g:vB) >
=< ¢,9:((ma)svB) >=0

car (mq)«vp = 0 d’aprés le lemme précédent.

Lemme 5. Le morphisme de G-modules f : St — Cr(G/B) est non-trivial.

Preuve :
Posons ¢ = 1g.p/p la fonction caractéristique de la B-orbite BeP/P et choisissons z =
eB/B.

fo(z) =<1gep/p,VB >=<lpep/psVe >=1 .
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D’ou le résultat.

4. HARMONICITE

[’immeuble X est naturellement un complexe simplicial de dimension le F-rang [ de G.

On note C%(X) T'espace vectoriel des R-cochaines continues de dimension j de X (en

particulier C4,(X) = Cgr(G/B)), d : C% — C%EH la différentielle et & : C% —» C%;l son

adjoint pour un produit scalaire convenable ([1]).

Définition 6 (c.f. [1]). Une cochaine ¢ € C’{z est dite harmonique si dc = dc = 0. On note

"H]R lespace des j-cochaines harmoniques sur X, en particulier on note aussi Hr(G/B) =
l

Hy.

Proposition 1. f(Str) C Hr(G/B)>°.

Preuve :

Comme Stp est lisse il suffit de montrer que f(Stgr) C Hr(G/B). Soit ¢ € Str. Comme
[¢ est une cochaine de dimension maximale sur X, on a automatiquement dfy = 0 et il
suffit de montrer que 6fy = 0. Notons Cy, o € A, les murs de C et By, o € Aq, le
parahorique de G stabilisant C,. L’ensemble des chambres de X contenant C, dans leur
adhérence s’identifie & B, /B et par définition de la codifférentielle § on a

(6£)(Ca) = > fs(uB/B) .

u€By /B

Comme (6f)(9Ca) = (97" f4)(Ca) = 6(f4-14)(Ca), ceci pour tout élément g de G, il
suffit pour montrer la proposition de montrer :

Vé € Str, > fy(uB/B)=<¢, > uwp>=0 .
u€By /B u€B, /B
La proposition est donc une conséquence du

Lemme 6. Vo € Ay, ZueBa/B uxvg = 0.

Preuve :
Notons p la R-mesure ZueBa/B uxvpg et fixons o € Aj.

1" cas : v(a) € A. L’ensemble des B,-orbites sur G/P est en bijection avec le quotient
W/ < 84 >. Pour tout élément z € W/ < s, > on note O, la B,-orbite correspondante,
qui se décompose en B-orbites selon :

Oy = Bqa(2)P/P U Bgo(2)saP/P .

Soit vz 'unique R-mesure de probabilité B,-invariante sur O,. La R-mesure u est évidem-
ment B,-invariante. Elle s’écrit donc de fagon unique p = ZzEW/ <so> TV ou les r; sont
dans R. Par définition :
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Ty =< lo,,u >= Z <lo,,usvp >
u€By /B

= Z <lp,ou,vg >
u€B, /B

Comme O, est une B,-orbite, 1p, ou = 1p, et donc
Ty = |Ba/B‘ <lp,,vB >= |Ba/B| < loua(w) + 10
= [Ba/BI((~1){ @ 4 (—1)ftr@e) < .

D’ou le résultat pour v(a) € A.

v >

ua (z)sa

28me ¢as . o est 'unique racine affine de A; telle que v(a) € A. Mais alors v(a) est pro-
portionelle & —pug et le raisonnement du cas précédent s’applique a la lettre en remplagant
Sq par la réflexion s_,,, olt po désigne la plus grande racine de ®. O

Ce qui acheve la preuve de la proposition 1. O

PREUVE DU THEOREME : C’est une conséquence directe du lemme 5 et de la proposition 1.
O

5. CARRE-INTEGRABILITE DANS LE CAS COMPLEXE

Dorénavant on suppose R = C.

On admet que la représentation de Steinberg Stc est irréductible (c.f. [6]), de méme
que la représentation ?{g )(G /B)® (c’est la représentation spéciale de Matsumoto [16] et
Shalika [17]). Rappelons qu’une représentation admissible (7, V') de G de caractére central
unitaire est dite de carré intégrable (modulo Z) si pour tout couple (v,%) € (V,V) (ou V
désigne la représentation contragédiente de V'), la fonction g —< 7(g)v, o > est de carré
intégrable sur G/Z (ou Z désigne le centre de G). Une telle représentation est évidemment
unitarisable. Notons pg la mesure de Haar complexe sur G normalisée par ug(B) = 1.
La mesure ug induit une mesure pig sur G/B qui est G-invariante a4 gauche. On note
L?(G/B) Tespace des fonctions L? pour jig et || - || 1a norme L? correspondante.

Lemme 7. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Le G-module de Steinberg Stc est de carré intégrable.
(ii) V¢ € Stc, fp € L*(G/B).

(i43) Il existe ¢ € Stc, ¢ # 0, telle que f, € L*(G/B).

Preuve :
Notons L la forme linéaire sur Stc définie par

V¢ € Ste, < ¢, L >= fy(eB) .

Par définition de la carré-intégrabilité, si Stc est de carré intégrable, la fonction g —< g¢, L >
= f»(g7!) est de carré intégrable sur G/Z pour tout ¢ € Stc. C'est-a-dire fy € L*(G/B).
Donc (i) = (4i).
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Evidemment (i) = (7).

Pour (i74) = (i), comme Stc est irréductible il suffit pour montrer que Stc est de carré
intégrable de montrer qu’il existe ¢ € Stc et 1Z € Stc tous deux non-nuls tels que la
fonction g —< g.¢,4) > est de carré intégrable sur G/Z (c.f. [9, prop.2.5.3]). On choisit
¢ = L, qui est non-nulle car < 1gep/p, L >=1. O

5.1. Calculde ||fy||?. Soit ¢ € Stc,onal|fy]|* = fG/B |fo(7)[2dtic (). La décomposition
de Bruhat-Tits de G sécrit G = Uyew,;BwB. D’ol

el = 3 [ taPdiata)
weW.q ) BwB/B
Pour tout élément w € W,g on note m,, : B — BwB/B la projection m,(b) = bwB/B.

Définition 7. Soit ¢ : Wag — N la fonction définie par ¢(w) = (BwB : B) = [B :
BNwBw™!)] = ug(BwB).

Les mesures (1| gy p €t (7w )« Bx B sont deux mesures B x B-invariantes sur le B x B-espace
homogéne BwB. Elles sont donc proportionnelles. Au vu des normalisations,

HG|BwB = q(w) (Tw)+BxB -
D’ou :

2= Y gw) /B 1 foltwt) Pdunn(bb) -

wWEW,Lg
Comme fy € Cr(G/B) on en déduit le

Lemme 8. V¢ € Ste, [1f5]> = Sy (w) [ |fs(owB/B)2dpp () -

Notons St(lc3 le sous-espace de dimension 1 des B-invariants de St¢, engendré par la fonction
lp,. On déduit immédiatement du lemme précédent ’égalité

(5) Vo € StE, |Ifsll> = D q(w)|fe(wB/B)[* .
wEW i

Proposition 2. Yuw € Wag, V¢ € St2, |f,(wB/B)|2 = ! %@f”?

Preuve :

Raisonnons par récurrence sur la longueur [(w) de w dans Wag. Sil(w) =0, on a w = e,
q(w) = 1 et le lemme est trivialement vrai. Supposons le lemme vrai pour tout élément w'’
de W,g de longueur I(w') < r. Soit w € Weg de longueur I(w) = r + 1. Soit w = w's, ou
w' est de longueur [(w') = r et « est une racine de A;. L’élément w s’écrit encore

w = (w'saw'_l)w' .
Soit C, le mur de type a de la chambre w'C.

Lemme 9. La fonction fy prend la méme valeur sur toutes les chambres de X ayant C,
comme mur, a ’exception de w'C.
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Fi1c. 2 - Cas G = SL(3)

Preuve :
11 suffit de remarquer que deux telles chambres sont images I'une de I'autre par un élément
de BN B et de conclure par la B-invariance de ¢. O

Par définition de la codifférentielle et le lemme précédent on a

(6) 515(Ca) = f4(w'B/B) + u(B” : B 1 B)f,(wB/B) .

Comme f, est harmonique on a & f,(Cy) = 0. Par hypothese de récurrence | f,(w'B/B)[* =
\fs(eB/B)[2/q(w')2. Enfin u(BY : B* N B¥) = u(B: BN B ) = g(s,). On déduit
donc de I’équation (6) la relation

syt = UeeB/BIE
ot BB = Ctuna(sa) 2

Mais g(w) = q(w')g(sq) d’ot le résultat pour w. Ce qui achéve la preuve de la proposition 2.
O

On déduit immédatement de la formule (5) et de la proposition précédente le

Corollaire 2. V¢ € Stg, ||fsl[* = [f3(eB/B)* x (X yew,, 1/9(w))-

Ce corollaire et le lemme 7 réduisent la carré-intégrabilité de la Steinberg & une assertion
sur le groupe de Weyl affine de G :

Proposition 3. Soit G un F-groupe réductif connezxe sur un corps local F non-archimédien,
de groupe de Weyl affine Wag. Le module de Steinberg Stc de G = G(F') est de carré
intégrable si et seulement si la série Y, . 1/q(w) converge.

Remarques :
Dans le cadre des G-modules produits par des HZ-caracteres, Borel obtient aussi ce résultat
dans [1, prop.5.2].
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5.2. Fin de la preuve du corollaire. D’apres [15] (voir [1, 5.4-5.6]), la série >,y - 1/q(w)
converge . On déduit de la proposition précédente et de la proposition 1 que I'application f
injecte Stc dans H(?)(G/B)™. On conclut & ’égalité par irréductibilité de la représentation
spéciale H?) (G /B). O
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